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O objetivo do presente.trabalho é estabelecer 
uma teoria para as anil is e� <li vari�ncia e da covari�ncia em 
classificações duplas não·balanceadas. Para tanto utilizou
-se o M�todo do Ajustamento de Consiante, introduzido por 
YATES (1934). como gerador de estimativas e somas de quadr! 
dos. 

O modelo lineai bisico �: 

Y .. k = ,, + a. + b. + y. . + E
lJ 1-" l J lJ 

g= l

onde y .. representa a interação entre os níveis dos fatoreslJ 
A e B. 

Entretanto, para maior facilidade nas deduções 
teóricas, utilizou-se o modelo sem interação, ou seja: 

" = µ +·"' +·b. +
1 ijk ._.i J 

ou, na forma matricial, 

i c (g) 
x1ºJ�i + eiJ.k

g=1 

Mesmo assim, a16m de um estudo completo acer
ca dos testes de signific�ncia para os efeitos principais e 
para a regressão,� apres�ntado, a/nda, um procedimento no 
sentido de verific�r a signific�ncia da interação. 
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As principais conclusões deste trabalho sao: 

a) nos casos onde a.interação não está presente no modelo

o teste de significincia para os efeitos principais 6 um teste

exato;

b) a presença da interação no modelo dificulta sobremanei

ra a interpretação das hipóteses,·al6m·de tornar 

os testes para os efeitos principais; 

aproximados 

c) as hipóteses devem ser formuladas, preferentemente, em

termos de funções lineares estimáveis. Caso contrário, deverão 
- .

ser associadas ã essas funções as restrições não estimáveis que 

possibilitaram expressá-la como tal. 
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The objective of this dissertation is to $tablish 
a thBory for the Analyses of Varianc�s and Covariances in unba
lanced irossed classifications. For this the Fitting Constants 

' 

. Method, due to YATES (1934). was used as a generator ·for· estima-
tes sums of squares. 

The bas ic 1 inear m·odel was 

Y
i
·_J·k: µ + a. + b. + Y-· +

l J lJ 

p 
í: 

g=l 
C (gl xC:g). + e ij k ij k

where y .. represents the interactions between factors A and B .. l.J 
However, for simplicity in theoretical develop-

ments, the model without interectidn parameters was first con
sidered, that is 

or, in matrix form, 

X (_g_} + ek l. J. kJ.J � 

r - fµ + X I �+ x 2 � + x 3 � + e

In add.i t ion to a s tudy on .s ignif icance tests for 
main effects and regression, a proceding to test interaction is 
also presentecl. 
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The �ain conclusions of this work are: 

a) when the interaction is absent in the model, the. test

of significance for the main effects is sharp; 

b) the presence of the interaction in the model turn dif

ficult the understanding of the hypothesis, turning the tests 

close for the main effects; 

e) the hypothesis must bê for�ulitid, mainly, in term of

estimablei linear functions. Otherwise, must be associated to 

those functions, the nonestima�les .conditions, that permited 

the expression such as. 
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-1. INTRODUÇÃO_

As classifi�aç6es nio balanceadas podem ser sub 
divididas em tr�s categorias principais. A primeira é aquela 
onde cada observ�çio pode ser tepresentada, matematicamente, � 
través de um modelo de classificaç�o simples. Neste caso, o nii 
-mero_ diferente d� observaç�es para cada tratamento, em nada mo
difica a anilise· tradicionalmente feita atravfs dos totais mar
ginais.

A segunda é aquela onde se tem um modelo de elas 
sificaçio d�pla, cujo nfimero de observaç&es por tratamento€ di 
ferente mas pToporcíonal. A proporcionalidade entre ·o-. nfimero 
de. obs·ervações 111antérn a ortogonalf:dade das estimativas, obti

élas através dos· totais rnarg:i:na:i::s, mantendo, consequentemente , 
a ad.itividade das somas de quadrados. 

Finalmente,. uma terceira categoria onde o niime-
ro 

,-=i a ... - - ..,,, .. 

uv ooservaçoes, alem ctc - • -� ... _ a. - -desigual, o ctcsproporc1ona1. us 
dos aqui enquadrados, requerem um tipo especial de anilise pa
ra que as estimatiias obtidas nio resultem confundidas. 

Uma classific�çiio f dita balanceada quando 
mero de observaç6es f constante para todas as combinaç5es 

-·

o nu

dos

nfveis dos fatores ou tratamentos, caso contr�rio, ela é dita
não bala11cea.da. 
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Nas classificações balanceadas, as estimativas 
e as somas de quadrados necessárias aos diversos testes de 
significincia podem ser facilmente obtidas através dos to
tais marginais e, além do mais, existe ·um concenso geral so

�re as hipóteses que estão sendo testadas.
Os métodos de análise de classificações nao ba 

lanceadas são, geralmente, extensões d� metodologia de anil! 
se das classificações balanceadas. Entretanto, essas exten
soes podem ser feitas de muitos modos, que, diga-se de pass� 
gem, nao convergem a resultados únicos, fato esse que pode 
conduzir a alguma confusão na interpretação dos resultados. 

E� geral, tais métodos são �ais complexos, se 
comparados àquele apropriado para a análise de classificações 
balanceadas, tanto na fase de cálculos como na interpretação 
d·as · hipóteses testa_das. Assim, o estudo de alguns desses me
todos não pode estar, de forma nenhuma, desvinculado das hi
póteses a esses métodos associadas. 

O presente trabalho estabelece a teoria geral 
das análises da ;arlincia e da covariincia de �lassificações 
duplas não balanceadas, pelo Método do Ajustamento.de· Cons
tarites, consider�ndo um modelo do tipo I, ou de efeitos ·fi
xos, e a presença de�- variáveis �uxiliares. 
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2. REVISÃO DE L1TERATURA

YATES (1934) aprisenta diversos métodos apro-. 
priados para a análise de class ifica·ções não b·alanceadas, con 
forme se verificam a seguir: 

a) Método das·Médias Não·Ponderadas

Este método tem como pressuposição bâsica a ho 

mogeneidade entre as variincias da� médias das subclasses, a 
qual s6 é conseguida se o n�rnero de observaç6es em cada sub 
classe ou célula não diferem mui to entre si. A proposição des 
te método deve-se à sua facilidade de cálculo e tem corno prin 
cipal desvantagem o fato de que as suas sornas de quadrados di 
vididas por o 2 (SQ/cr 2-) não tem distribuição x

2 • 9 quadro da 

análise da vari;n�ia pocte ser resumido como na tabela l. 
Na notação utilizada na tabela 1, 

n
h 

== · ah/ ( _I: _ 1 / n i j )
lJ_ 



x .. = y .. 1J 1J . 
= E y .. k/n ..

k 1J 1J

4. 

sendo a o número de níveis de A, b o número de níveis de B e 
SQR,. a soma·de quadrados do resíduo, constante para todos os 
métodos. 

Tabela 1� Esquema de analise da ·variância associado ao Método 
das Médias Nio Ponderadas. 

Causas d� Variação 

A 

B 

AB nh L

ij 

·Somas

nh E

E n ·  h. 

(x .. 
1J 

dé Quadrados 

(x. X 
) 2 

1. 

(x )2 
. j 

X 
. .

- x.
-

X

. j 
+ X

l •

Resíduo SQR 

b) Métódo da· Soma de Quadrados de Médias

Ponderadas

) 2_ 

Este método, segundo-o autor, é apropriado para 
a analise da variância de classificações duplas não balancea -
das onde deva ser �onsiderada a interação. Todas as somas de 
quadrados a ele associadas, .divididas por v 2

, têm distribuição 

X 2 � 0 �m-;t;nrlo rio��� +o�m� + 0 �+ 0� 0 ��+os +an�o para a intera-r'V ..L.11..1... .L.ll.U ' uv ... :> .JLl- .J... .L !l,L' l.,V ... .-'l..-V.J V.t\..<.A.\..,\. 1,... ........ 

çao como para os efeitos principiis. O mftodo 6 resumido na ta 
bela 2, onde: 

x,,. = E v.x ./ E v.� J ·J Jj j 



w. 
l 

e 
-

1 ·.

v. - a 2 (E 1/n .. )
J i lJ 

s. 

Tabela 2. Esquema de anilise da variiincia associado ao M6todo 

da Soma de Quadrados de Médias Ponderadas 

Causas da Variação 

A 

B 

AB 

Somas ·de 

.r 

r 

j 

w. (x.
1· l. 

v. (x
J ·] 

Quadrados 

- ) 2 

Xl 

- x
2

) 2 

R(y/µ,a,$) 

ç} Método do Aju-stamento de Constantes 

O Método do Ajqstamento de Constantes, tambfm de 
norninado por alguns autores de Análise de Mínimos Qua.d.rados, 

tem como .vantagens o fato de _ser um método -rigoroso e propor

cionar um teste exato para a interação e, caso não esteja·pre
sente, um teste exato para os efeitos principais. Na Tabela 3

ve-se as causas da variação e as somas de quadrados associadas 
a esse método, onde R(µ,a), por exemplo, ia reduçiio na soma 

. -
' 

de quad�ados devida ao ajustamento do modelo 

8-EARLE (1971) conside-ra que a grande vantagem 

do Mftodo das Somas de Quadrados de M&dias Ponderadris € que 
somas de quadrados, por el� geradas,diiididas por a�, tem dj� 
tribuiçio x

2 permitindo assim, a �tilização da estatística F 
nos testes de hip6teses. Segundo o autor 
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Tabela 3. Esquema de análise d·a variância associado ao Método 
do Ajustamento de Constantes 

Causas da Variação Somas de Quadrados 

A 

A 

B 

B 

E (QMA) 

E (QMB) 

(nãó ajustado) 

(ajustado p/B) 

(não ajustado) 

(ajustado p/A) 

AB 

w+i
1 a 

a-1 2:: + y.
-

.. l •
1.= 1 

v. s. + y . -
J J • J ' 

R(a/µ) 

R(a/µ, B) 

R(B/µ) 

R(B/µ, a) 

R(y/µ,a,B) 

'2:: wi("i + yi.) 

J
i 

E w. 

L V. (S. + y . ) 
J J J . J 

2 

Í: V. 
j J 

De forma que a razao, 

F = QMA 
QMR 

+ 02

+ 02

tem distribuição F e possibilita testar a hipótese: 

H : a. + y. = a. , + y. , , para todo i f i' .O l. .l. l l. 

Caso o modelo inclua a restrição y. = y . = O, 
1. . J 

a hipótese testada·�: 

H : a. = a., 
O l l 

d . ./. . 1 para to o 1 r 1 
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Do mesmo autor é .a notaçao R( ) , mui to Útil na 
representação de somas de.quadradus, especialmente quando se 
trata de casos não balanceados. 

O termo R() é definido,por SEARLE (1971),como 
sendo a redução na soma de quadrados devida ao ajustamento de 
um determinado modelo. Assim, considere-se o modelo 

l = Xê' + e 

Se j am ê ' = � l , ê � J e X = [ X1 , X J 
convenientes de§ e X, respectivamente. 

Pela definição, para ·o modelo 

a redução na soma de quadrados será: 

e para o modelo, 

a redução será: 

-
-

R(S ) = �•x•y 
� 1 .s' 1 1-

partições 

onde � e �
1

·são, respectivamente, uma das soluções dos siste-
mas 

e X'X S = X'y 
1 l~l l~ 

então 

R( )/0
2 tem distribuição � 2 não central independentemente de

SQR� 
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Finalmente, o autor define que� 

R(êa)

ou 

donde se conclui que R(ê
1
/ê

2
)/a 2 e R(ê

2
)/a 2 t�m, independente

·mente
7

distribuição x
2 não central. 

Segundo HOCKING e SPEED {1975), a análise de mo 
delos lineares pelos processos usuais, embora esteja amparada 
por uma rigoroia teoria matemitica,apresentam s6rias lacunas, 
especialmente na �rea dos testes·de hip;teses formuladas para 
a·_anâlise de· classificações não balanceacdas. Para tanto, os au 
tcires propuseram a anilise atravfs do mci�elo 

sujeito a r�strição 

G]! = O 

onde Gµ expressa relações conhecidas entre as m6dias que com
poem o vetor�· 

Como exemplo, pode-se ci1tar o modelo básico a

propriado para analise de. classificações. cl.uplas: 

onde y representa a interação entre os e:[ei tos principais A e 
B. 

Considerando que µ .. = �+ a. + S- + y .. , o mo
lJ l J lJ

dela anterior pode ser reescrito como: 
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Caso haja evid6ncias sobre a inexist6ncia da in 
teração, então esse �odelo estará_ sujeito i restrição 

µ .. µ.,. - µ .. , + µ.,., = o lJ l J lJ l J 

que seria equivalente ao modelo 

SPEED et alii (1'978); revendo os métodos para a 

análise de classificações não balanceadas, distinguem tais mé
todos pelas hipóteses a eles associadas e asseguram que a eSCQ 
lha do método deve basear-se somente nas hipóteses de interes
se e não em facilidades de c�lculo ou.exigências de ortogonali 
dade de formas quadráticas. Assim, com relação ao Método· das 
Médias Não Pondéradas, a simples facilidade de cálculo não ju� 
tifica, de forma nenhuma,,sua aplicação. 

Num modelo de classif•icação dup'la, as hipóteses 

comumente utilizadas na análise da variância, segundo esses au 
tores, estão na tabela 4, colocadas sob a forma do modelo µ ... 

lJ . 

Tabela 4. Hipóte�es comumente utilizadas na análise da va�iin
cia, tendo como base o modelo de classificação dupla 

Fator A

H
2

: E n .. µ .. /n. = E n.,.µ.,./n., 
j ·1J lJ l. j 1. J l J 1. ,

H,.: 

E n .. µ . .  = í:: E n
_. 

.n�, .:µ .; , .;ín .; 
j lJ lJ i I J J.J .1. J _,_ J . • J 



Tabela 4. continuação 

Fator B 

I\: µ . == µ ., 
• J • J 

HG: }: 

H7: }: 

i
H : µ .8 lJ 

n .. µ .. /n .lJ lJ .J 

n .. µ .. = rlJ lJ i 
== µ 

1. 1 J 

== E

i 
}: 
j 1 

n .. ,µ .. ,/n . ,l) ·lJ •J 

n .. n .. ,µ .. 1 /n. . lJ l J l) lo 

Interaçãó AB 

H
9 

: µ · . - µ · , . .a. µ · . , + µ . , . , == O 
lJ l J lJ l J

10. 

As hipóteses associad-as aos efe·itos principais 
A; B e i interação AB são, respectivamente, H ,  H e H no Mé 

l 5 9 

todo das Somas de Quadrados de Mfdias Ponderadas. Pode-se no-
tar perfeitamente que este mStodo· tem como·exig�ncia fundame� 
tal a exist�ncia· de, pelo menos, uma observação em cada c6lu
la, ou seja, exige que n .. > O, para _qualquer i:_i • 

.,.. lJ . ~ - ... ... . Porem a mesma ex1gencia nao e necessaria para 

a aplicação do M;todo do Ajustamento de Constantes. As hipót� 
ses asspciadas aos efeitos principais e i interação,·na exata 
ordem em que se encontram na tabela 4, são: H2 , H

3
� H

6
, H

7 
e 

H
9

• Assim, R(a/µ), calculada atravSs do ajustamento do modelo 
de classificação simples, é a soma de quadrados apropriada p� 
ra o teste de H

2
• Alguns autores, entre eles SEARLE (1971),se 

:referem a R(cxJµ) como "soma de quadrados para o fator A, igno 
rando o fator B e a interação AB". 

Com relação i inclusão de variiveis auxiliares 

no modelo, FEDERER (1957) agrupa as �nãlises da variincia e 
da covariincia em tr�s casos: o primeiro E quando a interação 
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nao é considerada no modelo, o s�gundo é quando a interação e� 
tá presente e os efeitos são tonsiderados fixos e, finalmente, 
um terceiro caso onde à interação está presente e pelo menos 
um dos efeitos principais que a compõe é considerado aleatório. 

Para a análise dos dois primeiros casos o autor 
emprega, respectivamente, o Método do Ajustamento de Constan -
tes, o Método da Sorna de Quadrados de Médiis Ponderadas e, pa
ra o terceiro caso, apresenta um procedimento baseado na esti
mação dos componentes de variância pelos métodos propostos por 
HENDERSON (1953). Todos os caso� são ilustrados, pelo autor, 
considerando apenas o caso de umá variável auxiliar no modelo. 
Além disso, indica processos a ser'ern aplicados à classifica
çoes mais complexas tbm E variáveis. 

KATTI (1965) · parte do ·modelo 

l = Xf + Zb + e 

reescrevendo-o sob a forma:

= XB * + (Z

onde /J. deve satisfazer o sistema X' (Z - �)l = �-

-
. -1 

Pondera o autor que, se X'i i nio singular,então 

/J. = (X'X) X'Z. No caso geral, entretanto�� = (X'X)-X'Z,é uma 
solução do sistema X'(Z - X/J.) = �-

As estimativas obtidas atrawês deste procedimen
to sao: 

-

B = B* !J.b = (X'X)-X't - (X"X} X' Z6 

-

[cz 
-

X;)] - l [ (Z X�)' r]b = X�) ' (Z 

enquanto que a redução na· soma de quadrad@s-, devida ao ajusta 
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mento do modelo 

l'.' = XS + Z·b + e

e: 

onde R(ê*) é devida.ao ajustamento der= XS* + e e, R(�) de
·vida ao ajustamento de l = (Z - X�)�+�-

SEARLE (1971) argumenta que a análise de cova
riância pode ser feita utilizando-se o modelo r = Xê + e, onde 
X é uma matriz composta de valores O e 1 e dos valores observa 
dos das covariáveis. 

No entanto, para urna melhor distinção entre os 
dois tipos de parâmetros, o mesmo autor ·subdividiu a matriz -X 
e o vetor S em dua,s partes. O modelo, dessa forma, fica: 

l =·Xa·+ Zb + e

onde X é urna matriz composta de valores da variável binária e 
Z dos valores da variável auxiliar, suposta de posto coluna com 
pletb, cujas colunas são indep�ndentes das colunas de X. Final 
mente,-o vetor� é o vetor que contem a média geralµ mais os 
níveis dos fatores e suas interaç�es; b é o vetor dos coefici

entes de regressão e�• o vetor dos erros, supostos independe� 
tes, com distribuição normal e variância comum a 2

• 

Os estimadores obtidos pelo Método dos Mínimos 
Quadrados sao: 

-

a = a* (X' X) X' Zb 

e 

� -

b = (Z'PZ)- 1 Z'Pr 

O mesmo estimador b poae f segundo o mesmo au -

tor, ser obtido através do modelo: 



ou seja, 

y = R b + ez-

13. 

-onde R'R é a matriz das somas de quadrados e produtos do resfz z 
duo,· relativas is variiveis auxiliares.

Dessa forma, o vetor solução do sistema de equa 
çoes normais, na análise de covariância, é: 

= 

b 

As variâncias e �  covariância entre os estimado 

res sao dadas por: 

V(b) = 

A soma de quadrados do resíduo, nesse caso, é: 

SQR* = r'r R(� '�) 

SQR* r'r r'X(X'X)
-

y' R (R' R )- 1
R' y ou = X'l ~ z z z z-

ou SQR* = r'r R(�) S. Q. Regr. 

com N - p(X) - p(Z) graus de liberdade, sendo N o  número de ob 

servaçoes, p(X) e p(Z), respectivamente, os postos de X e de Z. 
O autor assegura, ainda, que as hip6teses H

1 :

� = Q, H
2

: K'a = O e H
3

: K'[� + (X'X)-X'Z�] = Q, são testadas, 
respectivamente, por: 



F(H ) =
2 

sendo, 

SQR* / [N - p (X) - p (Z )) 

Q/ P (X) 
QMR* 

Q*/p(X) 
QMR* 

= S. Q. Re gr. / p ( Z) 
QMR* 

14. 

DIAS (1981), estudando· a análise· de covariância 
intrablocos, com E variáveis auxiliares, no delineamento em 
blocos incompletos, caso particular dos ensaios equilibrados, 
considera o modelo matemático 

y .. 1J 
= m + t. + b. +

1 J 

p 
r 

W=_l 

+ e ..lJ

O principal objetivo do referido autor 6 justi
ficar os fundamentos te6ricos de tal análise. Assim sendo, de 
monstra que a soma de quadrados do resíduo, dividida por a 2

, 

ajustada para a regressao, tem distribuição x 2 central_ -e as 
demais, x

2 não central, já que o modelo� suposto de efeitos 

fixos. Ademais, afirma que 6 correta a utilização do teste F 
para o teste das hipóteses de que os efeitos de tratamentos e 
os coeficientes de regressão são .todos nulos. 

Finalmente, determina a matriz de dispersão pa
ra as estimativas dos efeitos de tratamentos ajustados para 
blocos e regressão. Determina, ainda, uma f6rmula para o cil

culo da vari�ncia m�dia do contraste entre duas m6dias de tra 
tamentos ajustadas para bJ_ocos e regressio. 
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3, DESENVOLVIMENTO TEÕRICO 

3.1. Modelo matemátiço 

Supondo uma relação linear entre as variáveis in 
dependentes e a ·variável dependente, o m_odelo mateniâ.tico consi 
derado neste trabalho é: 

onde, 

binação ij_ 9

sificação, 

sificação, 

Y· "k = µ + a. + b. +
lJ l J 

p 
� 

g=i
C (g) x(_ g_ ) + e

k l. J.kl) (1) 

y .. 1: valor da k-ésima· observação relativa à com
lJ C 

(k = O, 1, 2, ..• , nij.) ;
µ: média geral te6rica; 
a.: efeito do nível .i do fa-;..vr A ou primeira elas 

l 

(i = 1, 2, ... , v); 
b.: efeito d� nível j do fator B ou segunda elas

J 
(j = 1, 2, ... , r); 

c (g) :· coeficiente de regressão linear mGltipla , 
onde g representa o grupo de variáveis auxiliares, (g = 1, 2, 

. . .  ' p) ;
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x��): desvio de cada observação XÇ�) em relação
1Jk - -e ) 

lJk 
à média geral do respectivo grupo,X g ; 

-

e .. k: erro experimental associado a respectiva
lJ . . 

observação y. ºk' supostos independentes, normalmente distribui 
lJ 

-dos com média zero e variância constante cr 2
• 

Eise modelo de análise de covariância linear
múltipla é o mesmo utilizada por FEDERER (1957) ,e semelhante
àquele sugerido por ZELEN (1957)., também utilizado por DIAS
(1981). Estes Últimos, entretanto, consideraram o caso dos blo
cos incompletos onde n .. = O ou n.-. = ·1, ou, de maneira mais

lJ lJ 

completa, o caso dos blocos inco1:11pletos balanceados.

Optando-se pelo esquema matricial, o modelo ·cn
pode ser expresso como:

sendo, 

dependente; 

coeficientes 

coeficientes 

r 
= ;i l1 + Xl� +

r = vetor (n x

;i : vetor (n X

da média geral l1;

x2� 

1) 

1) 

+ X c. 
3 _ 

+ e
~ 

das observações 

composto de l's

(2) 

da variável 

referentes ao� 

X� : matriz (n •. x v) _composta de O' s e de l 's
de a.; 

1 

a: vetor (v x 1) dos efeitos a.;
l 

aos 
X

2
: matriz (n •• x 

coeficientes de b.; 
·r), semelhante a X

1
, relativa 

b: vetor (r x 1) dos efeitos b. ; 
X

3
: matriz (n •. x p) cujos componentes sao os va 

lares da variável independente ou covariável suposta de colu
nas independentes entre si e das colunas de X

1 
e X

2
; 

e: vetor (p x 1) dos coeficientes de regressão; 
e: vetor (n .. x 1) dds erros experimentais. 

Um piocedimento que facilita as deduç6es te6ri
cas é considerar o efeito da média somado ao efeito de uma das 
classificações. Embora a notação continue a mesma, supor-se-á, 
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sem perda de generalidade, que o. ·efeito da média está somado 
ao efeito da segunda classificação ou ao fator B. 

Assim, pode-se reescrever (2) da seguinte for-
ma: 

(3) 

Nos casos onde deva ser ·considerada a intera
çao entre os fatores ou classificações, o modelo será: 

(4) 

onde X� é uma matriz (n .. x s), de �efinição semelhante a X
1 

e 

X
2

e y é o vetor (s x'1) das interações entre os níveis dos fa 
tores, sendo� o número de células da .tabela de dupla entrada 
que contém pelo menos uma observação� 

Como a soma.de quadrados para a interação pode 
ser obtida por 11ma diferença entre a.ornas de quadrados, como· 
pode ser visto no item 3 .10 deste trabalho, todas as demais de
duções serão feitas considerando o modelo (3). 

~ 

3.2. Sistema de eguaçoes normais 

Os modelos (2) e (3) podem ser postos na forma 

l = XB + e (5) 

onde X = [x
1

, X
2

, X3] e B' = [� • , � 
1 , � •] •

c��siderando o modelo (2), o sistema de equa -
çoes normais X'Xê.= X'[, cibtido pelo M6todo dos Quadrados Mí
nimos, pode ser representado por: 

i'i 

X'.

1 J. 

X'.
2 J. 

X'.
3 2 

. 'XJ. 1

x�x 1

x� x
1

X'X 
3 1 

. 'X J. 2

x�:X2

x;x2

x;x 2 

. 'X J. . 3

x;x
3

X'X 2 3

X'X 3 3

-

µ 

a 

b
-

� 

c 

i'r 

X'y 
1-

X'y 
2~ 

X'y 3~ 



rado o

gue: 

sendo 
ce. 

A notação melhora sensivelmente se for 
esquema: 

n 

E-

o 

As 

-n .. 
lJ 

o numero

r' k' O' µ y •.• - - -

R ·N A 
-

a T 
-

.N
' K D b

- -

A' D' .E c 

submatrizes de X'X têm a composição 

., r' = ( nl • � n
2 . , 

nv.J. . . , 

= k' (n. 1 ' n 
• 2 ' . . .  ' n

. rJ

R =· di�g{n1 • ,

K = diag{n: 1,

N = 

v [nij J r 

de observações 

(1)X 1 • • 

(1)x
2 .. 

(1)
X .,

V. •

X (2)
l • •.

( 2 ) x
2 .. 

. ( 2) 
X ., 

V •• 

n . . .  ' n } ·2 .
' 

v. 

n . . .  , n } . 2 ' . -r 

que cada combinação 

x(p) 
.1 • • 

x(p) 
2 .. 

(n)X '-r 
V • • 

18. 

conside-

. (6) 

que se-

ij forne 



(1) 
X 
. � .

(1 ) 
X 

= • 2 • 

X 
( 1) 
. r. 

E Z::E. (l) (1) 
xijkxijk ijk 

rn:: 
(2 ) (1) 

ijk 
xijkxijk 

E:c:=

enquanto que 

ª1 \ 

-

a:). 2 

ªv 

b l 

- b 2 f3 =

-

Cl

c
2 

(2 ) 
X • _- e 

• 1 •. 

(2 ) 
• 2 • 

X 
(2) 

. . r . 

� . (1·) (2.) [ L,,.: x .. kx .. kijk lJ lJ 

EEE 
(2) (2) 

ijk 
xijkxijk 

e X
I

' 

····Y. = 

X 
(p) 
• 1 • 

x(p) 
• 2 •

x(p) 
. r . 

. . .  E EE 

y 

y 

y 

y 

íjk 

EEE 

ijk 

1 • •  

2 • •  

V• • 

.Y 
• 1 •

rrz:: 
ijk 
EZ::z:; 

'.ijk 

y 
• 2 •

x ��Ix ÇI?l lJ lJ 

(2) (p) 
xijkxijk 

""" x (P) y 
ijk 'iJk ijk 

19.
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sendo n. = E n .. ; n = E n. e n = E E n.
l •

j
lJ . j 1j 

i j-
lj 

Da mesma forma,. 

Y· 
= E E y. ºk y = E í:: y. "k e y ... = E E E y. ºk' 

l • . l'. J • J • lJ lJ 
j k l k i j k 

Através de (3) obtêm-se o seguinte sistema de e 
quaçoes normais: 

-

Râ +. Nb + Aê = T (7) 

N' â + Kb + Dê = B (8) 

·A 1 â +D'b + Eê = p (9) 

A estimação· simultânea de todos os parâmetros 
frequentemente torna-se por demais trabalhosa devi�o à presen
ça de matrizes de ordem muito elevada. Pode-se lançar mão, en-

. tret_anto, de um processo de ser� to em alg:unrns textos como, por
exemplo, SEARLE (1971), HARVEY (1975), deIDJtre outros, denomina 
do de ;'absorção de equações". Essa 11 ,absorç.ãio." é feita de fo:rma 
que sejam "absorvidas" as equações refen�IDl,te,s ao fator que te
nha maior número de níveis. Supor-se-á, iirücialmente, que a se 
gundà classificação ou fator B possui maior niimero de níveis. 

tem-se: 
Isolando b.em (8) e subsÚ.tl!lindo em (7) e (9), 

[ Rª + NIC
1
B -

A'â D'IC
1

B+ 

NK-
1

Dê 

- l -

D'K De 

NIC 1 N'i + Aê

-- ] -

D'K N:'a +

= T 

Eê = p

Reunindo os termos semelhaITll.ites, obtém-se: 
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Fazendo, 

e = R NK-
1

N' 

z = A NK-
1
D 

= E D'K- 1 D 

g
= T NK- 1

B 

s = p D'K-
1
B 

o sistema fica:

[ câ + Zê = 

g 

z
1 
ª + 

Wê = s 

(10) 

(11),. 

equivalente ao sistema (6), absorvida a equaçao, 

(12) 

Supondo W nao singular, obtém-se, através de

(11), que: 

Substituindo em (10) fica: 

· Reunindo os termos semelhantes, tem-se:
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Fazendo, 

·e zw-
1

z 1 = C* 

e, g
- zw-

1

s = 
9* 

o sistema reduzido torna-se,

C*â = Ç* (13) 

As matrizes envdlvidis nesse sistema t�m a com

posição dada a seguir: 

onde, 

e 

e . . = 

ll 

e . . ' =
ll 

n -A ( �)
VJ • J • 

n 
• J

n. I:
l •

j 

n� ./n .·lJ • J 

.... E'n .. n.,./n . 
j 

lJ l J • J-

( 2 ) 
x(2)_I: 

n -X\_-
lJ. •J • 

1 • • 

j 
n 

. j 

x( 2 )_I: 
n .x.C �) 

2] • J . 
2 •• 

j n 
• J

n 
(2) 

x(2)_z:: 
.X . 

V] 
. ] .

V• • 
j n 

. j

para i = i 1 

' para l i i 1 

. 

n . (p)
X (p) -E

.x . 
1 J • J • 

1 • • 

j 
n 

. 3

X (p) -E
n . X CJ?)

2 J . ] .
2 •• 

j n 
. j 

n · .xCJ?) 
x(p)_I: V] . J . 

V•. 
j n 

• J
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·g = 

EE E 

ijk 

EE E 

s = ijk 

EE E 

ijk 

y· - I:
1 • o 

jJ. 

y - I:
2 • • j 

- E
j

( 1 ) 
xijkyijk

( 2). 
xijk?ijk 

-

-

. . .

:xJI?iy. "k. -lJ lJ. 
-

n .y 
1 J • J • 
n 

.j 
n .y . 

2 J • J •
n 

. j 

nvj y. j-=
n 

• J

E 
xC:)y
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j n 

• j

(2) 
.X . y . 

E •J· ·]· 

j n . j

X (I?) y
E ·J· ·J·
j n 

. j 
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Pela composição dessas matrizes pode-se notar 

perfeitamente que os vetores da matriz Z têm a mesma forma do 

veto! g, com a diferença de que o Ültimo refere-se à variivel

dependente e os primeiros às variáveis independentes. Dessa 

forma, vê-se facilmente 

i'C = o 
1 

J'Z = o'

i 'g = o



2 5 .. 

De mod_o que (10) é.-um sistema consistente e inde 
terminado, jâ que i'C = Q' e i '(Ç· - Z?) = O. 

Adotando, dentre os muitos existentes, o procedi
mento proposto por PIMENTEL GOMES (1968), seja Ã tal que: 

tros. 

a) p(A) =,l, onde p(A) é o posto ou característica de A.

b) Aâ = o.

e) Aa não pode ser combinação linear estimivel de parame-

Assim sendo, 

Câ = g -:-- Zê 

Aâ = O .• 

Efetuando-se a subtraçio, tem-se: 

cc - A)â = g - zê 

Fazendo e- - A =  M, onde M é suposta nao singular, 
uma das infinitas soluç5es que satisfazem (10) 6: 

~ -1 -1 -
� = M Ç - M Zc 

Substituindo em (11), fica: 

-1 - -1 

(W - Z '· M Z) � = S - Z ' M Ç

Fazendo,

w Z 'M 
-1

Rl = z 

e 
�2 

= s z, M-1 Q
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o sistema fica:

Ora, facilmente se verifica que Z'M- 1 Z é a ma
triz das somas de quadrados e produtos relativas · à · primeira 
classificação ou fator A, ajustadas para a segunda, considera 
das as variáveis auxiliares. De form� que R

1 
= E - D'K- 1 D

-

-1 • - . - Z'M · Z e a matriz dos residuos das somas de quadrados e pro
dutos, suposta não singular, re.lati vas às variáveis auxilia -

. -1 .. -1 • res, enquanto que, �2 = � - D'K � - Z'M Q e o vetor dos re-
síduos das somas de produtos, coniideradas as variáveis inde
pendentes e a variável dependente.

Adaptando o procedimento utilizado por PIMEN
TEL GOMES (1968), os sistemas. (13) e· (14) podem ser mais fa
cilmente obtidos definindo�• 

V = 

Pré-multiplicando o sistema de equações 
mais.X'Xij = X' l por V, obt;m-se: 

VX'XS = VX' I

donde se comprova que: 

u X'X .� 1 .1,. \. C* 

= 

cp 

nor-

(15) 

sendo � uma matriz nula e C* e R
1 

as matrizes definidas em 
(13) e (14), respectivamente.



Da mesma forma: 

V X'y 
. 2 -

Ç* 

Assim, através de: 

V X'X$ ... = V X'y 1 -- 1 ~ 

obtêm-se o sistema C*â = Ç* , e de, 

o sistema R
1
� =

V X'v 
2 . /.., 

27. 

(16) 

Como R
1 

é suposta nao singular, o melhor estima
dor linear imparcial de c é: 

(17) 

Já foi visto que j_ 'C* = �', logo p (C*) < v .Assim 
sendo, a só poderá ser estimado se for imposta uma restrição 
is estimativas â .. Logicamente, existem infinitas restriç6es 

l 

mas, dentre elas, seri escolhida a restriçio j'ª � E âi = O.
i 

Assim, seja A*, uma ma triz de propriedades s eme
lhan�es i Ã, construída de maneira que a ��strição 1'ª - O se
j� satisfelta

1 
ou sej�,

A*â = O . 

Isto dito, uma das muitas soluç6es que satisfa-
zem (13) e: 



sendo M* = C* - A*. 

3,3,Matriz de dispersão dos estimadores 

ou 

donde 

3,3.1.Matriz de dispersão de â 

Po·r definição: 

Viu-se, em (18)·, que: 

Como Ç* 

' ª

Log-o, 

= V X'y., fica: 
l . -

ou ainda, por (IS) 

28. 

(18)



De forma que, 

e 

Pela definição: 

resultando 

-1 -1 

= M*. V X'ee'XV M* '
1 1 

29. 

(19) 

uma vez obedecidas as pressuposições sobre os erros e saben

do que V
1
X'XVi - C*. 

3.3.2. Matriz de dis�ersio de e 

Por (17), 

ou 

ou, ainda, 

resultando que, 

E(ê) = e 

À semelhança de a, 
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pois ê - E(�) 

Como V
2
X'.xv; = �

1 
e E(��') = cr 2 I, conclui-se que: 

3.4. Distribuiçio dos estimadores 

Considerando que, por hipótese, X íl N(X�,cr 2 I) e 
que: 

·ve-se que â é uma _função linear dos y, donde resulta que:

Do mesmo modo: 

3.5. Médias ajustadas dos nfveis dos fatores 

Admitiu-se, inicialmente, sem perda de generali

dade, que a segunda classificação. ou fator B, tinha um número 
maior de níveis e, isto considerado, as equaç6es absorvidas fo
ram:· 

(21) 

que nada mais sao que as equaçoes das médias dos níveis de B a
justadas para os demais efeitos. 

Pré-multiplicando ambos· os :membros por J ',tem-se: 
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N' â - D�] 

.mador para µ 

Considerada a restrição· j •� 

é obtido facilmente, ou seja: 

= í: b. = 

j J 
O, um esti 

(22) 

·Obtidos µ,â e e, b é imediatamente obtidó atra-
vés de:. 

(23) 

De forma idênti�a, ·sio determinadas as rnfdias 
dos níveis de A ajustadas para o fator B e para a regressao,ou 
seja: 

.- - -- R_-ir.!J, µ + a L_

3.6. Somas de quadrados 

Nb 

3.6. 1. Soma de quadrados do resíduo 

(24) 

A sorna de quadrados do resíduo ajustada para a 
regressao, considerando o modelo (5), f dada por: 

SQR* = r'r .- §'X'r 

ou SQR* = r'r - â'T - b'B - ê'P 

Considerando que, por (8), 



resulta que: 

ou, ainda, 

Mas, considerando que: 

e� p6s-rnultiplicando por g, fica: 

ou 

Substituindo em SQR*, 

SQR* = r,'r 

sendo o mesmo que: 

32. 

(25 ) 

Caso se queira, pode-se introduzir a correçao pa 

ra a média, fazendo: 

SQR* (26) 

onde: l ( . ) 2 .= � EEE y .. k 
. . ij k lJ 

l'l -
C é a sorna de qúadrados total;
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Ç'M-1
Ç é� soma· de quadrados para A, ajustada

para B, ignorando as covariâveis; 

B'K-1B - C é a soma de quadrados para B, igno
rando A e a regressao; e 

ê'R é a soma de quadrados da regressao. 
- --2 

3.6.2. Soma de quadrados para o teste da hip6t�se 

H
1

: a. - a.
1 

·= O ,. 
para todo i,; 1 1 

1 1 

A soma de quadrados referente ao numerador do 
teste F apropriado parâ o teste da hipótese H :  a. -·a. , = O, 

l 1 1 

para todo.i f i', ou, de for�a equivalente, H
1

: K'a = Q, é:

(2 7) 

onde K' é uma matriz de posto linha completo. Considerando a 
hipótese de igualdade entre os"nÍveis de A, a matriz K' pode 
ter a forma: 

Assim, K'� = Q, expressa um conjunto de afir
maçoes acerca dos níveis de A cuja validade se deseja testar. 
No caso presente, essas afirmações sao: 

H
1

: a. - a = O, para 1 = 1, 2, ... ,v-1 (28) 
1 V

Uma forma-�quivalente a (28'.}:, na notação ma-
tricial, é: 

j_ a = O 

Substituindo em (27) a·�xpressão de â, 
em (18), obtém-se: 

.dada 
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Partindo da igualdade, 

e, pós-multiplicando ambos os membros por K, resulta: 

donde: 

-

ou seja, a _igualdade que representou o ponto de partida e ver-
dàdeira. 

Por:tanto ,_ (2 7) pode ser reescrita como: 

SQH l= Ç* 'M* º-l 'Q* 

ou 

ou, ainda, SQH 
1

� ª 'Ç* (29) 

3.63. Soma de quadrados para o teste da hip6tese 

H
2 

: � = O 

Neste caso, 
- -como R.

1 
e nao singular, o vetor c e 

estimável, de maneira que H2 pode ser expressa como H 2 :K'�= Q, 
onde K' = I 

De maneira_análoga a (27), facilmente se verifi 
ca que: 

ou SQH 
2

= ê' R 
- -2 

(30)
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Pode-se notar aqui, uma perfeita identidade en 
tre a fórmula (30) e aquela obtida na determinação de SQR*. 

De maneirá que a soma de quadrados obtida em 
(30) será, algumas vezes, deno�inada d� soma de quadrados para
.ª regressão e a obtida em (29) de soma de quadrados para o fa
tor .A ajustado para B e para regressao.

3,6.4. Somas de quadrados para o teste das sub-bip6te-

ses H.: k'a = O 
1 -i-

Viu-se em 3�6.2. ·que a soma de quadrados para o 
teste da hipótese H

1
: K'� = O é SQH

1
= �'Ç*. No entanto, po�e 

ser desejável decompor H
1 

em sub-hipóteses independentes do ti 
po H. : k ! a = O, i = 1, 2 , .•• , ,-p (K' ) . 

1 ~1- · 

Sejam q. a l-ésima � q. a j-ésima parte de i'Q*. 

Por (27), tem-se que: 
1 J 

e 

drados ficam: 

e 

.Analogamente, 

- · -1 -1 -

SQH. = a'k.(k!M* k.) k!a 
J - ~J ~J -J ~J-

(31) 

(32) 

Considerando (16) e (18) as duas somas de qua -

Assim, (31) e (32) saq somas de quadrados apro
priadas para o teste das sub-hipóteses H. : k ! a = O e H. : k ! a= O. 

1 -1- J ~ J -



36 •. 

Essas formas quadiáticas. sio independentes, su
pósto que y íl N(XS,cr 2 I), se: 

Para tanto, é suficiente que: 

k ! M* -
1 
V X ' XV 'M* -

1 
' k . = O

-1 . 1 1 
-J 

Mas, por (15), V X'XV' = C*, o que resulta,
1 . - 1 

Ver:.. se-á mais· adiante, -que se k'.a é 
~}-

então k '. = À_' C*, de maneira que: 
-J.

estimável, 

- 1 . -Ora, M* e uma inversa generalizada de C*, PI� 
MENTEL GOMES (1968), logo C*M*- 1 C�- = C*, donde: 

Finalmente a condição se reduz a, 

Nc� casos onde M* = C* + A* é uma matriz diago
nal, (33) se reduz a: 

]._k ! k. = O 
m -l~J

onc1e 1n é uma 
-

constante. Ou seja, para que (33) ocorra e neces-
sário e suficiente que k!k. = O. 

-J.~J
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Por esse motiva, k!a e k!a sao, frequentemente, 
. ~l~ ~J~ 

denominados contrastes ortogonais·. ·A condição exigida, no en-
tanto, é (33). 

Se (33) se verifica, então, 

. 
. 

(K'M*-
1
K)-

1 
= diag{(k!M*-

1
k.)-

1
}, i = l, 2,

. ~l ~l 

ou 

ou,· ain_da, 

Substituindo em (27), fica:· 

v-i

ª'g* 
= E 

i=1 

v- .1 

ª'g* = E 
i'= 1 

(k ! â) 2
~l 

. - 1
k!M* k. 
~l ~l 

q. 
l 

. . . ' v-1 .

3,7. Variância de uma combinação linear de estiinati"vas

A'variância de uma combinação linear de estima
tivas k'â é dada por: 

ou, ainda, 

ond� D(�) 6 obtida através de (19). 

--se que: 

Se k' for tal que k'â = a. a� , ,.l 

V(k'â) = (d .. + d.,., - 2d. ,.)o
2 

~ .~ 11 l l l l 

então: 

(34)
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3.8. Esperança matemática das somas de quadrados 

As esperanças das s·omas · de quadrados serao toma 
das considerando que�. em (5), é um vetor de efeitos fixos e 
que e é um vetor de erros aleatórios, independentes, de média 
zero e homocedásticos. 

J.8.1 . .  Esperança matemática da soma de quadrados do

resfduo ajustada para a regressio 

yiu-se, anteriormente, que; 

sQR* = r'z

- -
... 

Seja S = (X'X) X-'y, onde (X'X) e :uma inversa 
generalizada de X'X. Assim, 

.ou SQR* = r' (r - X(X'X)
'""

x')r (35) 

Segundo SEARLE (19 71), a esp-erança matemática de 
uma forma quadrática y'Qf é: 

sendo Q o nficleo da forma quadrática, V= V(f) e tr indica o 
operador traço de uma matriz. Se-for consi<dl.erado, em (5), que 

expressao 

(3 7) 

Dois casos particulares imJpo,rt.antes se vcrifi -
cam quando Q = In e Q = X(X'X)-X". Nestes, tem-se:
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) (38) 

(39) 

jâ que 

por ser X(X'X)-·x• uma matriz idempotente.

tão: 
No caso particular-do modelo (3), obtém-se, en-

_E(SQR*) = [n - P(X)]cr 2 
•

. . 

. Viu-se no item 3.2. deste trabalho que, partin
do do sistema de e�u�ções �orma�s X'Xª = X'r, pode-s� determi
nar sistemas reduzidos perfeitamente equi�alentes. Isso signi
fica que: 

n r' k' O' o o 
1 o 1 

. o 
1 

- - -

r ,R N A o C* <I> <I> 

k N' K D k N' K D 

o A' D' E o cp cp R
l - -

Assim, ve-se perfeitamente que: 

p(X) = p (X' X) = p + r + p(C*) . 

Ãdaptando para oc-+o 
caso as conclusões ,.:; ,, 

V..J, I,....� ..... � 

BILL (1961) e,sabendo que todas as funções lineares dos c's são 
estimáveis, se todos os contrastes entre os·níveis de A forem 
estimáveis, então p(C*) = v - 1, donde se conclui que: 

P(X) - p + r + (v 1) (40) 



Logo, 

E(SQR*) = (n - p - r -.v + l)a 2

40. 

( 41) 

De maneira que, um estimador imparcial de a 2
, ê: 

QMR* = 
1 

- P (X)
SQR* 

3.8.2. Esperança maternitica da .soma de quadrados para A 

el !minando o fator B e a regressao. 

O passo inicial ê r eescrever ª'Ç* como uma for ma 

quadritica em l· Por (19), tem�se que: 

mas, por (16), g* = v
l
x'r,donde: 

De acordo com (37), 

Considerando que, 

V,X'XB -- C*a 

e que, 



Resulta que: 

Caso (40) se verifique, 

E(�'Ç*) = a'C*a + (v - l)rr2

3,8,3. Esperança matemiiica de Sl�-
1 

Por (31), tem-se que: 

ou, ainda, 

e, por (37), 

.E (SQH;) 

donde, 

E (SQ1\) -· l 

41. 

{42) 



Mas, 

uma vez que k!a é estimável e, 
-1.-

resulta; 

ou, ainda, 

E (SQH.) = 
1. 

para i = 1, 2, . . . ' P (K'). 

42. 

(43) 

3,8.4. �sperança matem�tica da soma de quadrados da 

ou 

donde 

regressao. 

Por (17), tem-se, 

-

e = 

� 

e 

-1 

Rl E-2 

R-iy l 2 _ 

Considerando (37), resulta: 

(.441_ 
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3.9. Distribuição de formas quadráticas 

Os teoremas sobre a independência e distribuição 
de formas quadráticas podem ser reunidos da forma que segue� 

Sejam y'A.y e y'A.y duas formas quadráticas com
- 1.~ - J~ 

r íl N(�,cr 2 I), então:

a) y'A.y/cr2 e y'A-r/cr� são x 2 's hio centrais, independen-
- 1.- J 

tes, com parimetros de não centialidade À- e A., respectivamen-
1. J 

se e somente se:

A2. = A. 
J J 

e A.A. = A.A. = iii
1 Ji J 1 ( 45) 

b) Se (45) ocorre e À- =. O, isto é, y'A.y/cr 2 tem distri -
. J - J -

buição x
2 central, então a razão, 

y 'A. y / p (A. ) 
- l~ l 

y 'A. y / p (A.) 
- J- . J 

tem distribuição F nao central, com parâim.etro de nao central ida 
de Ã ••

fica: 

3.9.1. Distribuição de â'Q*/a 2

Viu-se anteriormente que: 

�1 = y'XV'M* V,I'y 
- l • --

- '

Fazendo � = v;r•i•* ·v A"' entao:f-\1 Avl !Yl 1 " 

Lembrando que V 1 X' XV i = [* e que C* = M* + A* ,



ou 

Entretanto, sabe-se que: 

A*â = O 

A*M*- 1
V X'y = o

1 ~ 

44. 

Para que a igualdade seja vilida para todo z,

tem-se, obrigatoriamente, que: 

donde se conclui, finalmente, qüe: 

- -

O numero de graus de liberdade e dado por: 

por ser A
1 

idempotente. Assim: 

= tr(M*-
1

1.*1. 
� 

w 
� 

-1 
Sendo M* e�· idempotente .,, fica: 
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e o parâmetro de nao centralidade, segillldo GRAYBILL (1960) 
por: 

1 
20 2 

µ,Aµ
- 1-

comoµ = E (y) = Xl3, fica: 

1 
2o 2 

e; sendo V
1
X'X.ê = C*�, resulta, finalmellil.te;, que: 

'[, fica: 

1 a'C*a 
2o 2 

-

De forma mais completa, ID©de:-se dizer que: 

= â ' n */o 2 íl X 2 [P {A ) , À ]- � L 1 ..
1 a.'C*a. 

20 2 
-

3.9.2. Distribuição de SQH./o 2 

1 

( 46) 

Escrevendo SQH. corno uma f0,rma quadrâ.tica em 
l 

Com.o: 



pois 

se k!a € estimivel e, 
~l~ 

e, ainda, 

ou 

À- = 
l 

1 
2cr 2 

À. = 
l 

como foi obtido no item 3;8.3., pode-se concluir que: 

e 
' 

ou, 

3.9.3. _Distribuiçio de E 1 R /cr 2

~ -2 

De forma semelhante ao it<erru 3.9.1., 

ê'R 
-- ~ 2 

Como, 

-1
= y'XV'R V X'y = y'A y 

~. 2 1 2 ~ - 2 ~

= t r (XV ' R- 1 V X' )-· 
2 l . .  2 

46. 

( 4 7) 



que, pelas propriedades do operador traço,fiéa: 

ou, 

e, ainda, 

1 
µ'Aµ 

202 - 2_ 

tr (I ) 
p 

de onde, substituidos E e A
2

, 9�tfm-se: 

1 

2cr 2
c'R e 
-· 1-

Pode-se.dizer� portanto, que: 

.3.9w4. Distribuiçio de SQR�/a 2

Viu-se que: 

ou, ainda, 

Considerando que: 

=·I X(X'X) X' + X(X'X) X'X(X'X)-X' =

47. 

( 48)
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pois X(X'X)-X'X = X, e que o n6mero de graus de liberdade é: 

· que, por (40), fica:

tr(I . n

p (A3) = n. • - p (X) = n - .p - r - V + 1 

e, considerand6,ainda,o par�metro de nao centralidade, 

1 

_ou
? À_3 = Ü 

S 'X' [I - ·JÇ(X'X)-X 11]XS 
- -· 

já que X' [I - X(X'X)-X'] = 4>, conclui�s�- que SQR*/cr 2 tem dis
tribuiç�o x

2 central com n.: - p - r - w + 1 graus de liberda 
de ou, simbolicamente, 

e que 

3.9.5. Distribuição da razao 
ª •�*/p,(A l ) 

S QJru."-'/ pi (A
3
_) 

Viu-se que: 

--ll 
= y ' XV ' M * V7 X 'y~ 1 l. ~

CQR* -
I

' LrI - xcvtv'l-xt•liy L.J J. - A AJ j,_; 

(49) 

A condiçio necess5ria � suficiente para que. 
SQI\ e SQR* sejam independentes é: 



49. 

Dessa forma, a condição exige que: 

Ora, foi visto que: 

· Logo,

-Pode-se, então, concluir que:

(50) 

ou, ainda, o quociente tem distribuição F nao central com 
p (A

1
) = v - l e p (A

3
) = n.. - p - r - 'lt +

d� e parimetro de nao centralidade À
1 

SQH. 
3,9.6. Distribuição de 1 

----

SQR* /p (A3)

1 graus de liberda 
a'C*a. 

A independ�ncia entre SQHi e SQR* � facilmente
verificada pois: 

Assim, pode-se dizer que: 

SQH. 
---

1
-·-n F[l, (n .. - p - r - v + l), ÀiJ (51) 

SQR* / p (A
3

) 



5-0.

ou seja, a razao tem distribuição F com 1 e n - p - r - v+ 1
graus de liberdade e parâmetro de não centralidade À .• 

l 

Distri-buição da razao 
�•�2/p(A2) 

S Q R *. / p ( A 
3 

)

De· maneira semelhinte ao item anterior pode-se 
verificar, facilmente, que:· 

_Assim, 

(5 2) 

is to ê, a razão· tem distribuição F não central com p (A2) = p e 

p (A
3

) = n .. - p -- _ r - v + 1 graus de liberdade e parâmetro de
1 nao centralidade À

2 
= --- �'R

1
�-

2cr 2

3.10. §orna de quadrados e teste de s�gnific�ncia para a 

tnteração 

Caso haja necessidade deu� teste de signifi -
cância para a interação, a soma de quad1rados apropriada para -
o numerador do teste Fé:

tem-se: 

S n r· t* - R t �•'-<._ª n .  - ""\.._�, 

Lembrando que: 



ou, ainda, 

S.Q.Int: 

S.Q.Int� 

ou, ainda, 

51. 

2 y .. 
= t: E 

lJ • 
j n ..l lJ

-1 

B'K B - ê'R (53)
- -2 

Uma outra forma de escreve� (53) 6:

y?. 
= (t: E�. n .. l J lJ 

+ ê*'R* - ê'R
~ ~2 - -2

S.Q.Int?.= S.Q.Int. + ê*'R* -·ê'R 
,.;, -2 ~ ~2 

(54) 

sendo que�* e 
do, agora, ser 
de quadrados e 
variáveis e o 
dos devido ao 

R * são oh-tidos. de forma anilo.ga a c e R , deven-
~ 2 ~2 

considerada a interação para o· cálculo das somas 
produtos referentes ao resiícduo, consideradas as CQ 

2 / � -
termo E t: y. . n .. e a redu_i:-âlia na soma de quadra-

i · lJ• lJ. ;s-

ajustameito dás �onstantes •� b e y. 

O sistema R*ê* = R* pode se� obtido de maneira a 
1- -2 

nâ.loga ao caso sem interação, ou seja, to.ma,ndo R1 e �� conforme
dadas a seguir.

Admitindo que exista R*- 1 então:·.
1 

' 

e, como essas reduç6�s, divididas por a 2, t�m, independentemen
te, distribuição x 2

, pode-se concluir que a razao, 

S. Q. In t; / (s -· r - v + ·n_)i 
SQR*/(n .. - s - p) 

(55) 

tem distribuição F nao c�ntral, sendo s o m:Úmero de células on-
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R* = 

_2 

de n . . > o e'
1) 

ou 

( 1 ) 
(1) 

x .. y ..
EEE x .. ky .. k

- EE
1J• 1)• 

ijk 1J .lJ ij n 
. .
1J 

(2)
(2) x .. y ..

EEE xijkyijk
- n:

1). 1] •
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1
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�) 

SQR* = 

r'r EE � - ê*' R* 
-2 ij n . .

1) 
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4. RESULTADOS E DISCUSSÃO

4.1. Estimadores dos parâmetros 

'4.1.·1. Estimador de·c 

-

Por (17) ve�se que: 

onde R 1 é a matriz dos resíduos das somas de quadrados e produ 
tos referentes �s variiveis independentes e �2 � o vetor dos 
resíduos referentes ·;s s�mas de produtos das vari�v�is indepen 
dentes e ã. vari áveJ dependente. Resultado idêntico foi obtido 
por SEARLE (1971} e DIAS (1981), dentre outros. 
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4.1.2. Estimador de a 

O estimador de mínimos quadrados para�• obtido 
pelo Método do Ajustamento de Consta ntes, como se pode obser -
var em (18) é: 

sendo M* = C* + A* e A* uma matriz ccinstruida segundo uma res
trição previamente estabelecida. 

4.2.-Matriz de Dispersão 

4.2.1. Matriz de dispersão de e 

Como se·po4e notar por (20}, a matriz de dispe� 
sao de e é: 

.Igual resultado foi obtid.([) por ZELLEN (1957) ,SEJ\!3: 

LE (1971} e DIAS (1981}, dentre outros. 

4.2.2. Matriz de dispersão de a 

A matriz de dispersão de â 
~ ' 

conforme (19), é:
'· 

4.J. M�dias ajustadas dos nfveis dos fatores

As médias dos níveis de A,,, ajustadas para o e

feito do fator B e da regressão são nbtidas de: 
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j_íi + � = R-:-
l L! - Nb

e nquanto que as dos niveis de B, ajustadas para o fator A e pa 
ra a regressao, resultam de: 

. 
. 

i µ + � = K- i [� N'â 

de acordo com (24) e (21), respe ctivamente. 

O estimadorµ po�e set obtido por: 

ou por: 

N' â - D§] 

conforme (22), desde 
L b . = O , respectivamente. 
j J 

que impostas as restrições r â. 
i l 

Igual procedimento foi utilizado ·por 
(1957) 

= O · e 

FEDERER 

4.4. Variincia do contraste entre duas m�dias ajustadas 

A variân cia do contraste entre as médias ajust� 
das dos níveis do fator A, por exemplo,-é: 

V(â. - â�-,) = (d .. +d.,., - ?d .. ,)cr 2

1 l 11 . l l ll 

onde d�-, d.,., e d .. , sao elementos da matriz de dispersio 
.U. l · 1 .  ll 

D(ª), dada por (19). 
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4.5. Testes de hipóteses 

Discutir-se-á, inicialmente, o caso onde xijk
=

O,
para todo i, i e k em \4), ou seja, serão discutidas as hipôt� 
ses comumente testadas na análise da variância de classifica -
ções duplas. 

B importante tornar claro o conceito de hipóte
se testável. Segundo SEARLE (1971), uma hipótese s6 é testável 
quando for expressa através de funções lineares estimáveis. 

No modelo de classificação dupla, incluida a in 
teração, a função linear estimável básica éµ .. = E(y .. k), ou

lJ lJ 

ainda, µ .. =. µ + a. + b. + y .. ·. ·nessa forma, todas as hipóte 
lJ l J lJ 

ses serão formuladas em ter�os dos_llij pois, além de facilitar
a compreensão sobre o que está sendo te·stado, toda comõ:inação 
linear dosµ:. é estimável, logo é testivel. 

lJ . 
Para o caso da análise da variância atrayés do 

Método do Ajustamento de Constantes, as hipóteses comumente for 
muladas sao: 

ca: 

H E 
1 • 

j 

H2
E 

j 

H r 
3 • i 

n .. µ .. /n. lJ lJ l.

n . . µ .. = E 
lJ lJ i' 

n .. µ .. /n . 
lJ lJ •J

= t 

j 

E 

j 

= E 

i 

n. ,·.µ., ./n., l J l J l .

n .. n., .µ., ./n . 
lJ l J l J .J 

n .. ,µ .. ,/n . , lJ lJ . J 

H
4

: }:: n .. µ .. = 
l l] lJ E t n .. n .. ,µ .. ,/n. 

j , l lJ lJ lJ 1. 

= o 

Substituindo pij em 'Hi, pela sua expressao, fi 
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H
l : 

a. - a.,
l l 

+ 1
n. }:; n .. (b. 

lJ J 
+ y .. ) 1 

-

lJ n., E n.,. (b.
l J J 

+ y. , . ) =·O
l J

l j l • j

para todo i =/" • 1 l •

Simil�rmente, em H
3

, obt€m-se: 

1 b., + i:: n .. (a. + y .. ) 
J n • j i lJ l 1.J, 

1 
n . , E n .. , (a. + y .. , ) = O

i 
lJ l lJ 

• J 

De modo que, o teste F para H
1

, F (H
1

), testa a 

hipótese de que os níveis do fator A, na presença de uma mé -

.dia ponderada dos b's e y's, cujos peios de ponderação são os 
valores n .. , são iguais para todo i. Este teste recebe, de al-

lJ 
guns autores, o- nome de "teste para A ignorando B e a intera· -

ção", e a soma de quadrados apropriada para o numerador de 

F(H
1

) é R(a/µ). 
Segundo SEARLE (1971), o melhor estimador line

ar imparcial (MELI) de p .. é: 
lJ • 

onde y .. 
lJ • 

- - -p.: = µ + a. + b. + Y· - = Y· -
lJ l J 1.J lJ. 

De maneira que o MELI da expressa.o associada 

n. 
21.·-
Il · 

µ i.;
l •

J 

n. ' .
E--�-

j 
n - , 

l •

µ. 1 . 
= y. y.'l J l • . l • • 

Em H
2

, a substituição de µij pela sua expressa.o
faz com que: 

H
2 

: 
i:: n .. (µ + a . + b . + y .. )

lJ l J J.JJ 

n .. n.,. 
1· J ·1 J (11 + a . + b . + y . , - ) -- O 

11 . � 1
1 J l J 

• J



Desenvolvendo a �xpressao, obtém-se: 

n�. 
H2 : (n. - L -21.) a. - L L 

l. j n.j l ic/i I J

n .. n.,. lJ l J a.' +
Il . l 

•J

L E 

n .. n.,.lJ l J y = Ü-n . i' J. 
ifi I j -- • J 

Analogamente·, a substituição em H4, resulta: 

n�. n .. n .. , 
H 4 : ( n . - E -2..l) b .. - L E. 1 

� . 
1 J b 

J
., +

• J i Ili. J j-/-j 1 
· i l. 

+ E (n .. -

i lJ 

. 2' 
' 

n .. 
_u 
n. )y ijl •

E L 
j fj ' i 

n .. n .. , 
_u lL - -- -y n. ij '

1. 

= o 

59. 

As somas de quadrados apropriadas para os nume-. 
radares de F(H2 ) e F(H lt ) sao R(a/µ ,b) e R(b/µ ,a), respectiva -
mente, obtidas pelo ajustamento do modelo, 

Finalmente, com relação a H 5 , tem-se: 

- µ.,. - µ .. , + µ.,., = o
l J lJ 1 J 

ou, equivalentemente, 
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Através do expos\�, questões interessantes.podem 
ser levantadas. Caso se consider� � interaçã6 n� modelo, os 
trastes do tipo a. - a., ou b. - b., nao sao estimáveis já1 1 J J 

con 
que 

não existe nenhum contraste entre os µ .. que os represente, ou 
1J ... .. seja, 

sem a 
nenhum contraste entre os a., ou entr� os b., e possivel, 1 J 
presença, pelo menos, da interação. 

Em rienhuma das hip6teses associadas ao Método dQ 
Ajustamento de Con,stantes, a não ser H 5, exigem que ni'j > O.
A exig�ncia de que n .. > O, em H 5 , é fundamental já que µ .. s6 

1J lJ 

é estimável nessas condições. Entretanto, mesmo existindo fun-
ções lineares não estimáveis, entre os µ .. que compoem H 5,pode-

1J 
rã existir uma combinação line·ar estimável dessas funções. 
Assim, por exemplo, seja: 

com n
11 = O. Oia, se n

11 = O, nem 0
11 2

.
2

, nem 0
13

sao estimá 
3 3 

veis, já que µ
11 

nao o é. Mas, tomando-se 

8
11,22 -

8
13,33 

= µ22 - µ12 - µ21 ❖ µ13 + µ31 - µ33

verifica-se perfeitamente que 0�� 
22

- 0
13 3 3 

é estimável pois 
µ

11 
não está presente. 

. . ' 

Um outro ·aspecto .a ser cm1siderado é o estabele 
cimento de restrições não estimáveis aos parimetros do modelo. 
Sabe-se que estimativas de funções estimâ;:Veis e testes de hip6-
teses testáveis são invariantes i escolha de condições não esti 
mâveis, No entanto, o estabelecimento de condições não estimá -
veis altera completamente a formulação das hipóteses. HARVEY 
(1975), cita o caso, tamb€m comentado por HOCKING e SPEED(l975), 
onde o estabelecimento de algumas condiç5es não estimáveis mu
dam completamente a hipótese testada. ·umaJ prática recomendável é 
associar essas restrições, caso existam, is hip6teses ±ormula -
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das, ou, melhor ainda, formulá-las em termos de funções linea
res estimáveis. 

Pode-se notar, pelas hipóteses formuladas, que 
a interpretação dos res_ultados é grandemente facilitada caso 

nao seja considerada a interação. 
Em (42), vê-se que se x. ºk = lJ O, para todo i,i e 

k, então: 

A hipótese de igualdade tlos efeitos dos 
do fator A. idada por: 

H 
1 

: . ai - ai , = O , par a.to do i =f i ' ,

ou, de outra forma: 

j a = O. 

Caso H
1 se verifique, tem-se que: 

... . n1ve1s

Como i 'C = Q' , pode-se w-rilf icar que ª' g/ (v-1) , 
sob H

1
, é um estimador imparcial de a 2• Ow seja, F(H

1
) testa a 

hip6tese de que o efeito dos níveis de A€ constante. Raciocí
nio 'análogo vale para o fator B. 

Já, a soma de quaclrados ffi(a/µ) está associada a 
hipótese: 

H: a. + 
l 

1 

n. 
l • 

r n .. b. sao :iig;uais para todo i,
j lJ J 

ou seja, R(a/µ) é a soma de quadrados ffi]])ll@p:riada para o teste 
da hipótese em que os efeitos dos nívei$ d'e A, na presença de 
uma média ponderada dos efeitos dos níw:is'. de B, são iguais pa 
ra todo i. 
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Na análise de covariância, as·hip6teses a serem 
testadas· podem ser colocadas de 'maneira análoga às da anâlise 
da variância. Nesta discussão, o'modelo básico a ser considera 
do será: 

y .. k· = µ 1J 
+ a. + b. +

1 J 

ou seja, o modelo ·sem interação. A significância desta·poderá, 
se necessário, ser testada pelo procedimento indicado através 
de (55). 

Conforme visto ��teriormente, hip6teses testá -
veis sao aquelas expressas em termos de funções lineares esti
máveis. Torna-se interessante, portanto_, verificar a estimabi
lidade de funções lineares de parâmetros na análise de covari
ância. 

Sabe-se·qu�, através da teoria das funções li
neares estimáveis e considerando-se o sistema de equações nor
mais C*ª =g_*, um conjunto d.e funções lineares K' a·-.será estimâ-
vel se houver uma matriz A tal que o sistema: 

K' A'C* (5 7) 

tenha solução. 
Ora, pelas características de C*, v�-se facil

mente que C*j_ = Q, de forma que (57) será compatível se K' sa 
tisfaz a condição: 

K'j = O. 
--

Assim, conclui-se que K' a é estimável sempre 
que for um contraste entre os níveis de A. Id�ntico resultado 
pode ser estendido aos níveis de B. 

Com relação ao parâmetro e, toda e qualquer fun 
ção linear dos coeficientes de regressab é estimável já que c 
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também o é. Uma hipótese comumente formulada-acerca desses coe 
ficientes é que K'c = Q,· onde K L ·= I

P
, o que. corresponde à tor 

nar 

E(�'Ç*) = a'C*a + (v - l)a 2

e, por (46), 

1 À
1 

= -- a'C*a 
20 2 

·-

Caso H
1

: � - la = O se verifique, pode-se no
tar que �'Ç*/(v-1) é um-estimador imparcial de a 2 e que a ra
zao: 

�'Ç*/(v 1) 

-QMR*

tem distribuição F central com (v - 1) e (n .. - r - p - v + 1) 

graus de liberdade. 
Observando os resultados obtidos por DIAS(l981) 

pode-se notar, ressalvando-se a diferença de notação, que as 
somas de quadrados obtidas pelo Processo do Resíduo Condicio -
nal e pelo Método do Ajustamento de Constantes, testam a mesma 
hipótese. Nota-se ainda, ·que a hipótese· de nulidade formulada 
por esse autor, é: 

H : a = O 
,1 -

se for utilizada a notaçio deste trabalho. Essa mesma hipótese 
poderia ser escrit� como: 

onde K' = I 
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Ora, se opserváda a condição (57) de estimabili 
dade, o�serva-se que não ex{ste A 1

• t�l que A·'c* = I , ji que 
. V 

C* é uma matriz iingular. De modo que a referida hip6tese deve 
ser formulada sob a forma de funções lineares estimáveis, uma 
das quais é dada por (28). 

-se:

e, por (48), 

Com relação à regressao, através de (44), tem-

= c'R c + pcr 2

- 2-

_l. c'R c
2cr2 - 2_

. Da �esma forma, sob H
2

: c = O, §'�
2

/p é um esti-
.. .  · mador imparcial do res1duo e a razao: 

·s, E-2 /pF(Hz) = 
'QMR*

tem distribuição. F central com E. e (n .. - r - p ..:. v + 1) graus 
de liberdàde. 

A soma de quadrados �'Ç*, conforme se demonstrou 
no item 3.6.4., pode ser decomposta num conjunto d.e (v - 1) p�_I 

-1 tes indepe�d.entes, desde que a condição k!M* k. = O seja sa-
-1 -J.

tisfeita. Como i'9*/cr 2 tem distribuição x
2 ,cadà ·qi/cr 2 também se

distribui independentemente como um x
2 ,.o que permite dizer 

que a razao: 

S.Q.H. 
l 

QMR* 

sob a hipótese H. :k!a = O tem distribuição F central com 1 e 
l ~l~ 

(n .. - r - p - v + 1) graus de liberdade.
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Se for observada � formulação das hipóteses na 
análise da covariância, nota-�e que são as mesmas da anilise 
da variância. Assim, por ana�ogia, pode-se dizer que a hipót� 
se testada em (55) é: 

Da mesma forma, pode-se dizer aqui, que se H 5

nao se �erifica, os testes de si�nificância para os efeitos 
principais e para a interação podem ser obtidos pela análise 
da covariância através do Método das Somas de Quadrados de Mé 
dias Ponderadas. 

4.6. Exemplo numirfco 

O exemplo Aue aqui será discutido refere-se a 
um experimento ·onde i variivel dependente y é·o nfimero de ro
sas vendáveis, sendo que, cada repetição está localizada em 
uma estufa. A iari�vel x C1) foi incluída com a finalidade de
estabelecer um tipo de controle sobre a_variabilidade dentro· 
de cada repetição, de acordo com FEDERER (1957), de onde· fo
ram retirados os dados aqui apresentados. A variável x C2) é

fictícia e foi incluida a fim de melhor exemplificar as fôrmu 
las propostas por este trabalho. 

Na tabela 5 encontram-se os valores das variá
veis y: x C1) e x C2)

, sendo que, na repetição I, foram tomadas
duas medidas para o tratamento 1 e uma medida para os demais, 
enquanto que, na rep_etição II, no primeiro tratamento, fez-se 
apenas uma observação e duas para os restantes. 
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Tabela 5. Valores observados das variáveis y, X ( i) e X (2)
. 

Tratamentos Repetiçã9 I Repetição II

Y1 27 18 19 

X(l)
5 5 4 

xC2) 4 4 . 3 

Y2 31 52 57 

X (
1) 3 5 5 

X (
2)

2 4 4 

Y3 34 52 33 

xC1) 2 1 1 

X (
2) 1 5 3 

Y4 38 60 45 

X(l ). 4 2 2 

xC2) 3 2 1 

Ys 31 50 40 

xC1)
l 3 3 

. (2)X 5 1 2 

4.6.1. Sistema de equaçoes normais 

O sistema de equaçoes normais X 1 XS = X'y, des-

considerando a m�dia, considerados os dados da tabela 5, 6:



o o o .O 
o 3 o o o 

o o 3 o o 

o o o 3 o 

·O o o o 3 

2 1 
1 2 
1 2 
1 2 
1 2 

1 
1 4,8 1 
1 

3,8 1 
1 
1 -5 21 , 
1 
,-1 2 
1 

, 

1-2 21 , • 

2, 2. 
1,2 
0,2 

-2,8
-0,8

----------------------➔--------4-----�-----

1 2 1 1 1 1 1 

1 

1 2 2 2 2 1 
1 

6 o 

o 9· 

1 
1 1,6 
1 
1 -1 6
1 , 

1,4 
-1,4

----- ---- --------------1-----.----t-----------

4,8 3,8 -5,2 -1,2 -2,2:1,6 -1_,6 :32 ,93 5,06 
1 1 

2,2 1,2 0,2 -2,8 -0,811,4 -1 4 1 5,06 26,93 
1 

' • 1 
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ª1 64 
-

140 ª2 
-

119 ª3 
-

143 ª4 
-

121 a 

------

-
= 

b 
_1 

179 
b

2 
408 

-- ------
-

-45,13 C 
l 

C
2 

-29,86

onde a linha pontilhada permite uma melhor visualização das ma 
trizes e vetores repr�sentados anteriormente. 

. -

.A partir do si_stema geral X'X� = X'f poderão ser 
obtidos outros sistemas menores, perfeitamente equivalentes. 
Estes sistemas .são: 

a) Equaç6es normais para estimação dos níveis de A ajus
tados para B, ignorando as variáyeis auxiliares. 

40 -10 -10 -10 -10
-

ª1 -41,0
-10 43 -11 -11 -11

-

19,5ª2 1 -10 -11 43 -11 -11
-

-1,5 (5 8) ª3 
= 

18 -10 -11 -11 43 -11
-

22,5ª!a-
... 10 -11 -11 -11 43 

-

ªs -
0,5 

Esse sistema� obtido por (10) fazendo xijk = O
para todo i, i e k. 

b) Equações normais para estimaçüo dos coeficientes de
regressao. 

Cnnc��ºT"'l�" (1 4) V L.;:) J.. UV G,.1 UV -L , os coeficientes de regressao 
para o caso dos dados da tabela 5, ião obtidos do slstema de 
equaçoes: 



�- 1
27 ,333

7 
L32, 6ooJ 
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(59) 

e) Equações normais para estimaçã@ dos efeitos dos ní
veis de A, ajustad9s para B e para a regressao. 

Atravfs de (13), esse sistema f:

1,5460 -1,1287 0,1008 -0,2751 -0,2430 ª
1 

-1 , 1.2 8 7 . 1 , 8 9 8 2 -O '··º 2 2 5 -o ,· 4 O 31 -O , 34 39

0,1008 .:..Q,0225 1,5407 -0,6894 -o,;zg6

-0,2751 -0,4031 -0,6894 2 , O 9 4 5 - O , 72 69

-0,2430 -0,3439 -0,9296 -0,7269 2, 2434

-37,9300

22,1082

-4,5208

21,2644 

-0,9219
(60) 

Facilmente se yerifica cn_m:e os sistemas (58)
° 

e 
(60) nao têm solução Única, enquanto qul<ei (59) tem· apenas uma
solução. Estimativas Únicas para a. poifuf:m ser obtidas aplican

. 
l �

do-·se a restrição 1 'ª = O. Assim, os vett@res das estimativas
dos efeitos dos níveis de A, ajustados :irara B; dos níveis de·
A, ajustados para B e para a regressão e· &os coeficientes . de
regressão são:

-14,7600

6,7733

-0,2266 -

a = 
a ·-

7,7733

0,4400

-20 975'&1'' 1 

. 2, 06 30) i. 

5,13H3I 

10,590'4 

3,190.� 

[3, 1692] 
e e 

1,6841 
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De acordo com as fórmulas �presentadas ante -
riormente, tem-se que: 

donde, 

SQR* = 2435,7333 - 912,70 ?64,8999 - 141,5251 = 516,6082 

por (29) 

ou, S.Q.A(ajusi.para·B e regr.·) = 1040,2786 

Alternativamente,. poderia ser feito: 

p0r (27) 

cujos valores numéricos do exemplo sao: 

l,357352078 0,888986525 0,0944.63972 0,380492090 

K'M*- 1

K
0,888986525 l,137082600 O, 12:74116521 0,377562975 

O , O 9 4 4 6 3 9 7 .2 0,127416521 O, 7 .. 7i:;4g3:30 3 0,292179261 

0,384920900 0,377562975 O , 2 9 2] 79 2 61 0,696250730 

1, 546042365 -1, 128651060 O, 100i?8-0379 -O, 2 75139353 

-1 , 12 8 6 5 1 O 6 O 1 , 8 9 8 2 16 2 7 8 -O , 2 2 l,] 9 5 11 8 -O , 4 O 31 21516
(K 'M*-

l K)-1=
O , 1 O O 7 8 O 3 7 9 -0 , O 2 2 5 19 5 12 1 , 5 4 füJ�H 19 4 -O , 6 8 9 4 O 9 14 1

-O , 2 7 513 9 3 5 3 -O , 4 O 312 1.S 16 -:-0 , 6 894109141 2 , O 9 4 5 3 7 3 5 5



sendo que: 

e M* = C* - A*' 

sendo: 

K'â = 

1 

o 

K' = 

o 

o 

onde A* •é 

-2 4 , 16 6 5 _2 O 2 3 O

a 

-1,127709453

o 

1 

o 

o 

l,941124787

7,399677792

o o -1

o o -1

1 o -1

o 1 -)

matriz de restrição,tomada 

A* = (-l,12865106)J 

70. 

como 

(61} 

onde J é uma matriz 5 x 5, cujos elementos constituintes sno 

todos iguais a unidade. 

Efetuando o produto, obtém-se: 

A tabela 6 sumariza os resultados obtidos a

través da aplicação das fórmulas apresentadas anteriormente 

aos dados da tabela 5. 

Se B fosse. considerado um fator de interesse, 

a anilise se faria de modo id�ntico iquele feito para o fa

tor A. A tabela 7 resume esses resultados. 
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Tabela 6. Análise da covariância. linear dos dados apresenta

dos na tabela 5, onde .o fator A refere-se ã trata

mentos e B ã repetições. 

Causas da Vé!-riação 

B(não ajustado). 

A(ajust.para B) 

Regressão 

Resíduo(ajust.p/regr.) 

A(aj .para B. e p/regr.) 

Total 

GL S.Q. 

1 864,8999 

4 912,7000 

2 141,5251 

7 516�6082 

4 1040,2786 

14 2435,7333 

Q.M. F 

70,7625 0;953 ns 

73,8011 

260,0696 3,523 ns 

Tabela 7. Análisé da covariância linear dos dados apresenta-_ 

dos na tabela 5, sendo B o fator ajustado. 

da Variação Causas GL S.Q. Q. M •. F 

A(não ajustado) 4 1344,3999 

'B(ajust.para A) 1 433,2000 

Regressà_o 2 141,5251 70,7625 0,958 ns 

Resíduo(ajust.p/regr.) 7 516,6082 73,8011 

B(aj .pata A e p/regr.) 1 456,3692 456,3692 6,183 *

Total 14 2435,7333 

4. 6. 3. Médias ajustadas dos
.. . 

n1ve1s dos fatores A e B 

(21) :

As médias ajustadas dos níveis de B sao, por 

- - -1[- - -� 
j_ � + b = K � -· N I a - U�J



donde, 

e' 

= 
·
[

19 2 ,547451

] B - N'â - Dê 

39 4,452'5483 

-_ 
[
32,09

.
12419

:J Jµ + b 
43,82806092 

Consequentemente?

-

.µ = 37 ,9 597. 

b = 
r-S, 8684J

5, 86 84
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(62) 

�elo mesmo raciocícinio, obt�m-se, por (24): 

16, 9 838 

40,0226 

1 íi + â. = 4 3 , o 914 = R- 1 [r - Nb - A� J 

48,5500 

4 1,1503 

Naturalmente, 

D= 16,9836 + ••• � 41,1so4 = 37,959 6 

e os â. sao os mesmos apresentados anteriormente. 
1.
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4.6.4. Matriz de dispersão para â 

De acordo com (19)', a matriz de. dispersão para 

� -1 -1 2 D(a) = M* C*M*. 'cr ·. 
. 

-

Para M* = C* - A*, sendo A* dada por (61) e C* 
por (60), tem-se: 

0,6003690� 0,17005272-0,37616871-0�]8152899-0,21272407 

O ,17005272 O ,45619800 --0, 3051669$ -0
,,
]4640890 -O, 17467486 

D.= -0,37616871-0,30516695 0,5."9120093 0,,(01650849 0,07362624 cr 2 

. -0, 1815 2 8 9 9 -O , 14 6 4 O 8 9 O O , OI 6 5 O 8 4 9 O ,,3:,291915 6 -O , O 17 7 6 215 

-O, 21272407·-0, 17467486 D, O 7362624 -ü,,COJ1776215 O, 33153485

ou; ainda, 

ou, 

Assim, por exemplo, a vmrhâJncia do contraste 

-

16 , 9]3..'"f.ii· = 31 , 5 6 6 7 

- -

a
1 

= 31, 56(677,, e: 

V (Y) = ( d 
l l 

+ d 4 4 - 2ál:\, 4 ) O' 2 

vcY) = ci,29261862s)Ci73;,,.so11J = 95,3967. 

V6-se, facilmente, que ® contraste do tipo 

a. - a. € estimivel, pois o sistema
1 J 

C*À - k 
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tem solução, jâ que 1,5460 + • . • + (-0,2430) = O e

1 + O + 1 + O = O., ·ou seja, j 'S* = O e j '� = O. 

4.6.5. Matriz de dispersão para ê 

A matriz de dispersão para ê, considerando 

(20), e: 

Considerando os dados do exemplo: 

0,108084359: 0,006590510 

D(ê) = 0
2 

O , O O 6 S 9 O 5.1 O 0,046133568 
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5. CONClUSÕES

a} Caso seja (2) o modelo adequado, a interpretaçio das

hip6teses testadas€ feita sem grandes dificuldades tanto na 

anilise da variincia como da covariiincia, mesmo que exista al· 

gum n � , = O • As s im , 
1.J 

testa a hipótese H
1

:

� 
1 
g_ * / e v· - 1)

QMR* 

a. - a. ,
1. 1.

= O, para todo i f'i', 

F (H ) = 

2 QivíR * 

testa a hipótese H
2

: � = Q 

e, respeitadas as condições de estimabilidade e que: 



k!M*- 1
k. = O, para .todo i -:f j, ·a razao 

-:-1 -J

F(H.) = 
l. 

S.Q.H. 
l.

QMR* 
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po�sibilita testar as sub-hip§teses H1.: k!a= O, i = 1,2, ... ,v-1. 
- ·-1.-

b) A presença da interação no modelo altera completamen
te as hipóteses,tanto na sua formulação, como na sua utilidade 
prática. Assim, a Única hipótese de interesse para ser aquela 
que expressa a não significânci�•da interação, já que as de
mais, além de difíci-1 compreensão, dificilmente se aplicam na 
prática. Além disso, H

5 
depende de n .. para que a estimabilida  lJ 

de se verifique, o que torna a hipótese ex.tremamente dependen-
te das condições particulares de cada ensaio. 

c) A formulação das hipóteses deve ser ·feita, de prefe -
rência, em termos de funções lineares estimáveis. Caso contrá 
rio, devem ser associadas i elas, as restrições nao estimiveis 
que possibilitaram expressá .... la cómo taL 

d) O Método do Ajustamento de Constantes tem como Única
desvantagem, além da maior dificuldade de cilculo, o fato de 
produzir somas de quadrados viciadas para os efeitos principa
is. En,tretanto, mesmo nos casos de classificações balanceadas, 
onde tal fato nao ocorre, o estudo da interação é que, realmen 
te, tem maior interesse. 

e) As hipóteses a serem testadas Dos casos de classifica
çoes balanceadas sao facilmente obtidas. bastando que se faça 
n .. = n. 

l.J 
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1. LISTAGEM DO PROGRAMA PARA AS ANÃLISES DA V�RIANCIA E DA

C O V AR 1- A N C I A D E D A D OS D E UM A C L À S-S I F I CAÇÃO D U P LA •

li JOB 191A 191H 191C 1910 191E 

l OG DRIVE

0000
0001 

0002 
0003 

0004 

CART SPEC 
191A 
1918 

191C 
191 IJ 
191E 

CART AVAIL 
191A 
191H 
l91C 
1910 

l91E 

V2 Mll ACfUAL. l6K º CONFIG l6K 

*EQUAJ(PRNTZ,PRNZ)

// FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM
*UNE- t,JORD I NT EGERS
*EXTENDED PRECISION
*1DCS(CARU,1132PRINTER,DISK)

PHY DRIVE 
0001 
0002 
0003 
0004 

0005 

.e *********************************�****************** 
e * * 

C * ANALISES DA VAKIANCIA E OA COVARIANCIA ll�EAR DE *
C * OADOS OE UMA CLAS·SIFICACAD DUPU\ NAO BAU\NICE:ADA * 

e * * 

e **************************************************** 
C XNOME=TITULO DA ANALISE 
C NTA=NUMERO OE TRATAMENTOS A 
C NTB=NUMERO DE TRATAMENTOS B(OU NUMERO DE REPETlCOES) 
C NX=NUMERO DE VARIAVEIS X 
C IA=CODIGO DE TRANSFORMACAO DA VARIAVEL Y DE ACORDO COM A 
C SUBROTINA TRANS 
C ALFA=CDNSTANTE OE TRANSFORMACAO 
C N(l?J)=NUMERO OE OBSERVACOES DOS TRATAMENTOS i f J 

1 

C Y{IfJ)=VALüRES OAS VARIAVEIS Y ESGOTl\.N 1JO TOD�S. AS DBSERVACOES Df:NTRO 
C DOS TRATAMENTOS B 
C NAB=O - QU/\NDO O FATOR B REPRESENTA RI.OCOS A[] 1'\.CASO 
C NAB=l - FATORIAL A X BEM DELiNEAMENTO INTEIRAM[NTE AO ACASO 
e NTB=l, NAB=O - DELINEAMENTO lNf�IRAMENTE AO -��so

C [NT=O - NAO CALCULA A INTER/\CAO 
C INT=l - CALCULA A INTERACAO 
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REAL M(l0,10),MI(l0,10) 
D I ME NS I O N X t\l OM E ( 2 O ) , N { 1 O , 1 2 ) , N J ( l 2 ,).., P ( 5 ) , B ( l.ê ) , D ( l 2 , 5 ) , Ã r ( .) ). , X ( :;i , 5 

l ) , N I ( 1 O ) , Y Y ( � O ) , X X ( 5, 50 ) , A ( 1 O, 5 ) , T ( l ff ) , Z ( l O, 'j) ; W ( 5, 5 ) , S ( 5 ) , L X ( l O ) ,
2MX(lOlvC(10,lO),ZW{l0,5),YMED(lO),Ó(l0) ,TAL(lül,W1(5,5),UA{lü,10),
3BETA(5),QQ(l0),TALAS(lO),CAV(l9),R2A(5),klA(5,5),CAST(5),XM(�)

DATA CAV/ º BLOC0� 0
,

0 i\lAO ª, 11 AJUSTo 1
,

1 l�ZATS.','P/ 9 , º REGR.','BL o •, 1 E • 
1,'RESIDU','O ','AJ$ º ,'A •�•B ',' ',' ',! ','REGRL','55A•,• 
20 e/ 

DATA AT/ 1 N$ 1 ,'* ','**9/ 
DEFlNE FILE 8(35,69,U·p MV) 
DEFINE FILE 9(35,69,U,MV) 
DEFÍNE FILE 10(3':;,63.,U,Kl) 

1 REAU(2,2)(XNOME(J),J=l,20) 
2 FORMAT(20A4) 

READ(2,3)NTA,NTB,NX,IA,ALFA,NAB,INT 
3 FORMAT(4159F5eO,ZI5) 

DO 4 l=l,NTA 
4 READ(2,5)(N{I,·J),J=l,NTl3) 
5 FORMAT(l615) 

WRITE(396)(XNOME(J) 1 J=l,20) 
6 F.ORMAT( 1 1 1 ,T21,20A4) 

WRITE<3,7) 
7 FORMAT(T17,86('-' )) . 

WRITE(3,UJNTA,NTU,NX 7 IA,ALFA,NAB,INT 
8 FORMAT(T21,4I5,F5 o l,215) 

DO 9 I = l, NTA 
·9 WRITE(3,10J(N(I,Jl,J=l,NTB)
10 FORMAT(T21,1615)

lí-(NX)78,78,79 
78 NY=0 

NX=l 
GOTO 121 

79 NY= NX 
121 DO 11 I=l,NTB 

NJ(I)=O 
B(l)=O .,

DO 11 . J = l, NX 
R2A{J)=Oº 
P ( J) =O ,.

CAST(J)=Oo 
D(I11J)=O., 
XM( J )'=Oe 
DO 11 K=l,NX 
RlA{J,K)==O o

11 XfJ r K)=O., 
DO 19 I=ldHA 
DO 19 J=l,NX 

19 A( [,Ji=O @ 

SQINT=O .. 
G=O .. 
KV=l 



SQfOT=0 
NC=O 
00 21 I=l,NTA 
KK=O 
00 12 J=l,NTB 
KK=KK+N( l, J)

12 NJ(J)=NJ(J)+N(I,J) 
Nl(I)=KK 
REA0(2,13)(YY(KJ,K=l,KK) 

·13 FORMAT(8Fl0e0)
IF(NY)74,74,75 

75 DO 14 J=l,NX 
14 READ(2,13)(XX{J,K),K=l,KK) 

GO TO 180 

7-4 DO 80 JJ=l,KK 
80 XX(l,JJ)=O .. 

180 WRITE(3,l5)(Yf(KJ,K=l,KK) 
15 FORMAT(Tl7,'Y-',8Fl0o3) 

JF(IA)l82,182,181 
. 181 CALL TRANS(YY,KK,fA,ALFA) 

182 IF(NY)76,76,77 
77 DO 16 J=l,NX 

KT=l 
KV=B 

l F { KK-KV) 183, l8lt 1 184

183 KV.::::KK 

l 8 4 W R I TE{ 3, l 7) J, rx X { J, K ) , K = K T, K V )

17 FORMAT(T17,'X',Il,8P10&3)
IF(KK-KV)l6,16,185 

185 ·K T=KT+B 
KV=KV+8 

IF(KK-KV)l83,184,184 
16 CONTINUE 
76 TT=O .. 

DO 18 J=l,KK 
TT=TT+YY(J) 

18 SQTOf=SQTOT+YY(J)**2 
l( I )=TT 
G==G+TT 
KT=O 
DO 21 �=l,NTB 
DO 275 JJ=l,NX 

275 QQ(JJ)=Oo 
KK=N(I,J) 

IF(KK)21,21�190 

190 TT=O., 
NC=NC+l 

DO 81 K=l,KK 

KT=KT+i 
B(Jl=B(,J)+YV(KT) 
TT=TT+YY(KT) 
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DO 20 L= l, NX 
QQ(�)=QQ(L)+XX(L,KT) 
XM(ll=XM(L)+XX(L,KT) 
P(L)=P(L)+YY(KT)*XX(L,KT) 
A(I,L)=A(l9L)tXX(L,KT) 
D(J,L)=O(J,L)+XXCL,KT) 
DO 20 MM=l,NX 

20 X(L,MM)=X(l,MM)+XX(L,KT)*XX(MM,KT) 
81 CONTINUE 

IF( INT)Zl i,21,257 
257 DO 251 ML=l,NX 

R2A(ML)=R2A(Mll+QQ(ML)*TT/FLOAT(KK) 
DO 251 MM=l,NX 

251 RlA(ML,MM)=RlA(ML,MM)+QQ(ML)*QQ(MM)/FLOAT(KK) 
SQINT=SQINT+TT**2/KK 

21 CONTINUE 
SQIN=SQJNT 
IF(INT)2?9,259,258 

258 DO 252 ·r=l,NX 

R2A( I )=P( I )-R2t-\f I) 
DO 252 J=l,NX 

2 5 2 R l A ( I 9 J ) = X ( I ; J ) - R l A-( I , J )

KK=0 
DO 2 5 3 I = 1 , NX 
DO 253 J=l,NX 
KK=KK+l 

253 YY(KK)=RlA(I,J) 
CALL MINV{YY,NX,DELT,LX,MX) 
KK=O 
00 254 I=lvNX 
DO 254 J=l,NX 
KK=KK+l 

254 RlA{l,J)=YY(KK) 
DO 255 I=l,NX 

DO 255.J=l,NX 
255 CAST(I)=CAST(I)+RlACl,J)*R2A(J) 

SQREI=O., 
DO 256 I=l,NX 

256 SQREI=SQREI+CAST(Il*R2A(I) 
QMREI=SQREI/FLOAT(NX) 

· 259. NRO=O
NTOT=O 

DO 2 2 I = 1 , NT A 

22 NTOT=NTOT+NI ( I; 
CC"'G,;c;;,z; i'JTOT 
SQTOT=SQTOT-CC 
WRITE(3v7} 
DO 26 I::::1,NX 
P( I )=P( I )-XM( I )*G/NTOT 
DO 23 J=lvNX 

23 X{I,J)=X([9J}-XM(I)*XM(J}/NfOT 
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DO 2 1+ K= 1, NT A 
24 A(K,I)=A(K,I)-NI(K)*XM(I)/NTOT 

00 25. L=l,NTB 
25 D(L,I)=D(L,I)-NJ(L)>�XM(l}/NfOT_ 
26 CONTINUE 

143 00 28 1=1,NTA 
00 28 J=l,NX 
TT=Q,, 
DO 27 K=l,NTB 

27 TT=TT+N(I,K)*O(K,J)/NJ(K) 
28 Z(l,J)=A(l,J)-TT 

DO 30 I = 1, NX 

00 30 J=l,NX 
TT=O. 
DO 29 K=l,NTB 

. 29 TT=TT+D(K,l)*U(K,J)/NJ(K) 
30 W(I,J)=X(I,J)-TT 

DO 32 I=l,NX 
TT=Oo 
DO 31 J-=1,NTB 

31 TT=TT+D(J,Il*B{J)/NJ(Jl 
32 S(l)=P(Il-TT 

KK=O o

DO 3 3 I = l, NX 

DO 33 J=l,NX. 
KK=Kl<.+l 

33 YY(KK)=W(I,J} 
CALL MINV(YY,NX,OELTvLX,MX) 
KK=O .. 
DO 3 1+ I=l,NX 
DO 34 J=l,NX. 
KK=KK+l 

34 Wl(I,J)=YY(KK) 
DO 38 I=l,NT/\ 
DO 38 J=l,NTA 
TT=O .. 
00 35 K=l,NTB 

�5 TT=TT+FLOAT(�(I�KJ*N(J�KJ)/FLOAT(NJ(KJ) 
IF ( I·<J) 361' 37, 36 

36 C(I,J)=""'TT 
GO TO 38 

37 C(I�J)=NI(I)-TT 
38 CONTINUE 

DO 40 I=l,NTA 
DO 40 J=l v NX 
TT=O., 
DO 39 K=l,NX 

39 TT=TT+Z(liK)*WI(K,J) 
40 ZW(I,J)=TT 

DO 42 l=l,NTt\ 

TT=O .. 
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DO 1+1 J=l,NTB 
41 TT=TT+FLOAT(N( I,J) )*B(J)/FLDAHNJC J)) 
42 Q(l)=T{l}-TT 

DO 43 I=l,NTA 
00 43 J=l,NTA 

43 M( l,J)=C( 1,Jl-C( 1,2). 
KK=O 
DO 44 1 = 1, NTA 
00 44 J=l,NTA 
KK=KK+l 

44 YY(KK)=M{I,J) 
CALL MINV(YY,NTA,DELTjLX,MX) 
KK=O 
00 45 I=l,NTA 
DO 45 J=l,NTA 
KK=l<.K + 1 

45 Ml(I,J)=YY(KK) 
DO 47 l=l�NTA 
.TT=O., 
00 46 J=l,NTA 

. 46 TT=TT+MI{I,J)*Q(J) 
47 TAL{I)=TT 

SQTAB=O., 
DO 48 I=l,NTA 

48 SCTAB=SQTAB+TAL(I)*C(It 
DO 50 l=l,NTA 
DO 50 J=l,NTA 
TT=O 
DO 49 K= l, NX 

· 49 TT=Tf+ZW(I,K)*ZCJ,K)
50 é<I,J)=C(l,J)-TT

00.52 1=1,NTA 
TT=O� 
DO 51 J=l,NX 

51 TT=TT+ZW(I,J)*S(J) 
52 QQ(I}=Q{I)-TT 

00 54 I=l,NTA 
IF(C(l,1))53,54,�4 

53 KK=I 
GO TO 55 

54 CONTINUE 
55 bo 56 r= 1, NTA 

DO 56 J=t,NTA 
56 M(I'l'Jl=C!I1J)-C(l,KK) 

KK=ú 
DO 57 I=l,NTA 
DO 57 J=l,NTA 
KK=KK+l 

57 YY(KK)=M(I,J} 
CALL MlNV(YYfNTA,DELT,LX,MX) 
KK=O 
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00 58 I=ltNTA 

D O. 5 8 J = 1 , N TA 
KK=KK+l 

58 M(I,J)=YY(KK) 
DO 60. 1=1,NTA 

TT=O. 
DO 59 J=l,NTA 

59 TT=TT+M(I,J)•QQ(Ji 
60 TALAS(I)=TT 

SQTBR=Oo 
DO 61 I=hNTA 

61 SQTBk=SQTBR+lALAS(l)*QQ(l) 
DÓ 63 1=1,NX 
00 63 J=l,NTA 
TT=O. 
DO 62 K=l9NTA 

62 TT=TT+Z(K,I)*Ml(K,J) 
63 ZW(J,I·)=TT 

DO 65 .l=l,NX 
TT=O. 
DO 6lt- J = 1, NT A 

64 TT=TT+ZW(J,J)*Q(J) 
_65 S(I>=S(I>-TT 

DO 67 1=1,NX 
00 6 7 J= 1, NX 
TT=Oo 
DO 66 K=L,NTA 

66 TT=TT+ZWlK1l)*ZCK,J) 
67 W(I,J)=W(I,J)-TT 

KK=O 
DO 68 I = l t NX 

DO 68 J=l,I\JX 

KK=KK+l 
68_ YY(KK)=W{ I ,J)

CALL MINV(YY,NX,DELT,LX,MX} 
KK=O. 
DO 69 I=l,NX 
DO 69 J= 1, NX 
KK=KK+l 

69 tH I,J)=YY(KI<.) 

DO 71 I = 1 t NX 
TT=O., 
DO 70 J=l,NX 

70 TT=TT+W(lgJ)*S(J) 
71 BETA<I)=Tf 

NGLTA=NTA-1 
NGLTO=NTOT-1 
SOBLO=O., 
IF(NTB-1)196,196,72 

72 DO 73 I=L,NTB 
73 SQBLO=SQílLO+B(Il**2/NJ( 1) 

SQBLU=SQBLO-CC 
196 NGLTB=NH!-1 
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NGLIN=O 
SQREG=O. 
NGLRE=O 
IF{NY)l97,197,82 

82 NGLRt=NX 
DO 83 I = 1, NX 

83 SQREG=SQREG+BETA(I)*S(I) 
QMREG=SQREG/NX 

197 IF(lNT)286,286,84 
84 NGLIN=NC-NTA-NTB+l 

IF(NRO)240,240,85 
240 SQINT=SQINT-SQTAB-SQBLO-CC+SQREI-SQREG 

QMINT=SQINT/NGLlN 
GOTO 85 

286 SQINT=O. 
85 IF(INT)260,260,26l 

261 NGRAK=NTOT-NC-NY 
I F ( NY ) 2 7 O? 2 7 O 7 2_·7 J. 

271 SORAR=SQTOT-SQIN-SQREl+CC 
GOTO 264 

260 NG�AR=NGLTO-NGLTA-NGLTB-NGLIN-�GLRE 
270 SQRAR=SQTQT-SQBLO-SQTAB-SQINT-SQREG 
264 QMRAR=SQRAR/NGRAR 

QMTBR=SQTBR/NGLTA 
QMT=SQlAB/NGL TA 
DO 155 l=l,NTA 
00 155 J=l,NH\ 

TT=O. 

DO 154 K=l,NTA 
154 TTFTT+C(I,K)*M(J,K) 
155 MI(f,J)=TT 

DO 157 I=l;i.NTA 
DO 157 J=l,NTA 
TT=O º 
00 156 K=liNTA 

156 TT=Tf+M(I,K)*MI(K,J) 
. i 5 7 DA ( r , J) = T T 

CALL 'CABEC ( Tr> 
l<l=l2+NRD 
K2=13-NRO 
If(NTB-1)86,86,87 

87 IF(NAB)BB,88,90 
86 WRITE(3,89)NGLTB,SQBLO 
89 FORMAT(/,fl9,'BLOCOS NA □ AJUST. 1 ;T44,l2,Fl9.4) 

GO TO ôó 
90 [F(NR0)9lv91,93 
9 l w R I TE ( 3' 9 2 l e A V ( 4) ? e A V ( 1 3 ) , e A V { 2 ) ,, e A V ( 3) 1 NG l T 8 , s Q B L(J

92 FURMAT(/,T19,A69A2,A4vA6,T44,I2,Fl9o4) 
GO TO 86 

93 WRlTE(3v92JCAV{4),CAV(l2),CAV{2},CAV(·3l,NGLTB,SQBLO 
86 IF{NY)95,95 y 97 
95 FC=(JMT /QMRi\R 

87.



KK=TEF�(NGLTA.NGRAR,FC) 
IF(NTB-1)96,96,102 

88. 

96 WRifE(3,94lCAV(4),CAV(3),CAV(l4),CAV(l5),NGLTA,SQTAB,UMl,FC,AT(KK) 
94 FORMAT(/,Tl9,A6,A6,A 2,A6;T44,I2,Fl9.4,Fl7.4,TB7,Fll.3,A2) 

GOTO 106 
102 IF(NAB)98,98,99 

98 WRITE(3,94)CAV(4),CAV(3),CAV(5),CAV(l),NGLTA,SQTAB,QMT,FC,AT{KK) 
GOTO 106 

99 �RITE(.3,lOO)CAV(4l,CAV(Kll,CAV(3),CAV(5),CAV{K2),NGLfA,SQTA8,QMT,F 
lC,AT(KK) 

l00·FORMAT(/,Tl9,A6,A2,A6,A 2,A 2,T44,12,Fl9.·4,Fl7.4,T87,Fll.3,A2) 
GO TU 106 

97. IF(NTB-1)101,101,103
101 WRITE(3,94)CAV(4),CAV(3),CAV(l4),CAV(l5),NGLTA,SQíAB 

GOTO 106 
103 IF(NAB)l04,l04,105 
l O 4 W RI TE ( 3 , 9 4 ) C A V ( 4) , C A V ( 3 ) , C A V ( 5 ) , C A V(. 1 ) , NG L TA , SQ l A B

GO TO 106 

105 WRITEC3,100)CAV(4),CAV(Kl),CAV(3),CAV(5},C4V(K2),NSLTA,SQ1AB 
106 IF(I NT)l09,l09,107 
107 FC=QMINT/QMRAR 

KK=TEFE(NGLIN,NGRAR,FC) 
WR1TE(3,108)NGLIN,SQINT,QMINT,F0,AT(KK) 

108 FORMATC/,fl9, 1 1NTERACAO li. X 8',T4'i-,.l?.,Fl9 .. �,Fl7 ,. 4,1"87,Fll.3,A2,l 
109 IF(NY)ll6,ll69 115 
115 IF(INT)262,262,263 
263 SQREG=SOREI 

QMREG=QMREI 
262 FC=QMREG/QMRAR 

KK=TEFE(NGL RE,NGRAR,FC) 
WRITE(3�lli)CAV(17),CAV(l8l,CAV(l�l,CAV(l4»,CAV(l4),CAV(l4},CAV(l4 

ll,NGLRE,SQRE� 7 QMREG,FC,Af(KK) 
111 FORMAT(/,Tl9,A5,A3,A2,A 6,A2,A3,A2,T44,I2,Fl9.4,fl7.4 1 l·81,Fll.3,A2) 

GOTO 228 
116 W RITE{3,227)CAV(9l,CAV(l0),CAV(l6),CAV(l4l•CAV(l5),NGRAR,SQRAR,QMR 

lAR 
227 FORMAT(/,Tl9�A6,A2,A3,A2,A6,T447 12,Fl9.4,Fl7.4,/l 

GO TO 229. 
228 WRITE(3,227)CAV(9),CAV( lO),CAV(lll,CAV(5),tAV{6),NGRAR 9 5QRAR,QMRAR 
229 WRITf:(3 9 7) 

IF(NY)236,236,230 
230 FC=QMTHR/OMRAR 

KK=TEFE(NGLTAiNGRARvFCJ 
lF(NTB-1)238,238 9 239 

238 WRITE{3,94)CAV{4),CAV!3),CAV{5),CAV(6)vNGL1AvSOfBR 1 üMTBR,FC,AT{KKI 
GOTO 235 

239 IF(NAB)231,�3l,233 
231 WRITE(3,232)CAV(4),CAV(lll,CAV(5),CAV(7),C�V(B)�CAV{6) 9 NGL1A,SQTBR 

l9QMTBR9FC,AT(KK) 
232 FORMAT(/,Tl9,A6,A3vA2,A3,A2,A6,T44,12,�19G�,Fl7.4,T87,Fll.J,A2) 

GOTO 235 
2 3 3 WR I TE { 3 i 2 34) e A V ( '1 ) V e A V ( K l l 'l,C/1i V ( 11 ) 'e A V ( 5) 1rL A V ( K 2) te A V ( 8 ) f e AV ( 6 ) V NG 



89. 

lLTA,SQTBK,QMTBR,FC,AT(KK) 
234 FORMAT(/,Tl9,A6,A2,A3,A2,A2,Ai,A6,T4�,12,fl9.4;F17.4,187,Fll.3,A2) 
235 WRITE(3,7) 
236 WRITf(3,237)NGLíO,SQTOT 
237 FORMAT(Tl9,'T O T A  L',T43,I3,Fl9.4) 

WRITE(3,7) 
DO 160 l=l,NTB 
TT=O. 
DO l 61 J = l, NX 

161 TT=fT+D(l,J)*BEfA(J) 
160 YMED( I )=TT 

DO 119 I=l,NTB 
TT=O. 
00 118 J=l,NTA 

118 TT=TT+N(J,l)*TALAS(J) 
119 YMED(I)=(R(I)-TT-YMED(I))/NJ(l) 

XMI =O ., -· 
00 120 I=l,NTB 

120 XMI�XMI+YMED(l) 
XMI=XMI/Nf!3 

DO 250 I=l,NTA 
250 YMED(I)=XMI+TALAS(l)� 

WRITE(3 9 l27)XMI 
127'FORMAT(//,T21,'MEDIA GERAL = ',Fl2e61-

1F(NAB)212,212,213 
212 KK=l4 

. GO TO 215 
213·KK=l2+NRO 
215 WRITE(392l4)CAVCKK) 
214 FORMAT(//,T34�'TEStE DE DUNCAN PARA MEDIAS AJUSTADAS DE TRATAMENTO 

1S ',A2) 
DO 249 I=l,NTA 

249 LX ( 1 ) =NI ( I l 
CALL ODE06(YMED,LX,NTA,IA,ALFA,NGRAR,QMRAR,DA) 
WRITE(3,128) 

128 FORMAT(//,T41,'M A T R I Z D E D I S PE R SA 0 1)

- WRITEC3,7)
DO l 66 I = l, NT A
KT= l
KV=4

125 IF(NTA�KV)l62,162,163 
162 KV=NlA 
163 WRITE(3, 164) l, (Dil.( I ,JJ ,J=KT,KV) 
l6 1t FORM,H{T17,'L1NllA', I3,4F-l8e9i 

IF(NTA-KV)l66,l66,l65 
165 KT=KT+4 

KV=KV+4 
GOTO 125 

166 CONTINUE 
WRITl:(3 9 7) 

IFCNY)216,216r217 
217 WRITE(3,218) 



218 FORMAT(j/,T27, i M A T R I  l D E. 
1 E G R � � S A 0 1)

WRITE(3,7) 
00 219 I=l,NX 
KT=l 

KV=4 

223 IF(NX-KV)220,220,221 
220 KV=NX 

221 WRITE(3,164)1,(W(l,J_),J=KT,KV) 
IF(NX-KV)219,2l9,222 

222 "KT=KT+4 
KV=KV+4 

GO TO 223 
219 CONTINUE 

WRITE(3,7l 
216 IF{NRO)l31,131,142 
131 IF(NAB)l42,l4?,132 
132 NRO= 1 

DO_ 133 l=l,NT'A 
· LX(Il=NI(I)

133 VY{l)=T(I) 
. DO 134 I = 1, NT 8 
N I { I ) = NJ ( I l 

131t T(I)=B(Il 
DO 135 I=l9NfA 
NJ ( I l = L X ( I ) 

I
°

35 B( I l=VY( l) 
DO 139 I=l,NX 
DO 136 J=l,NTA 

136 YY(Jl_=A(J,I) 
DO 137 J=l,NTB 

137 A(J,Il=D(J,I) 
DO 138 J::1,NTA 

138 D(Jd)=YY(Jl 
139 CONTINUE 

IF(NTA-NTB)246,246,247 
246 KV=NTB 

GOTO 248 
247 KV=NTA 
248 DO 140 I=l,KV 

DO 14Ç) J=l,KV 
IF(I-J)245,l40,140 

245 KT-=N(I,J) 
NCI,J)=N(J,I) 
N(J,I}=KT 

140 CONTINUE 
DO 141 l=l,NTA 

141 LX(I)=O .. 
KK:::.::.NT A 
NTA=NTB 
NT B::f<K 
KV=l 

90. 

D 1 S P E R S A U o t: R 



GOTO 143 

142 GO •TO 1 

EN0 

.FEATURES 5IJPPORT EO 

ONE WORD INTEGERS 

EXTENDED PRECISION 

I OCS 

CORE REQUIREMENTS FOR 

·. COMMON O VARlABLES 

END OF COMPILATION 

// XEQ 

-*FIL E S C l O, OU NC ) 

*FIL.ES(8,TABf.l)

-*FILES(9,TABF5) 

3 

3758 PROGRAM SS64 

2. SUBROTINAS E FUNÇÕES UTILIZADAS PELO PROGRAMA

91. 

Subroutine MINV - subrotina para a inversão de matrizes. 

- Subroutine CABEC - subrotina que escreve o cabe çârio da

análise da variância . 

- Subroutine ODED6 - subrotina que efetua o teste de Dun

can. 

- Function TEFE - função que executa o teste F.
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