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DELINEAMENTO EM ANGULOS COMPLEMENTARES

Autora: ELIZA HELENA FARIA SIMOES CORREA

Orientador: Prof. Dr. Humberto de Campos

RESUMO

Um novo tipo de delineamento, com dois
paradmetros 0, e 8, foi desenvolvido, tendo em vista o estudo

de superficie de resposta através do ajustamento aos dados
de um polindémio do segundo grau com duas variaveis
independentes X; e X,, onde cada uma apresentou 9 niveis,

dado pelo seguinte modelo matematico.

Yn - —Y = BIXIu + BZXQU + Bll(xiu - —if) + B??(Xgu - -X-;) + BIZXIuXZu + eu
O delineamento ora proposto, denominado

Delineamento em Angulos Complementares, é constituido por

17 pontos, a saber:

(0,0)
(d,O), (—dIO)I (O,d),(O,"d)
(111)/ (lr°1)r (—lll)l (—11_1)

(dcosB,06senb,), (dcosB,-6senb)
(-0 cos0,,60senB,), (dcosB,,-86senb,)
(dcosB,,0senb,), (8cosHO,, -dsenb,)

(-8 cosB,,6senB,) e (-8 cosB,,-3senb,)
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onde 0, +0, = 90° e 6, < 4°5°.

A ortogonalizagao do delineamento foil obtida
em funcado de 0, e foram desenvolvidas férmulas gue permitem
a determinacdo das estimativas dos coeficientes do
polindmio do segundo grau com suas respectivas variancias,
quando o mesmo ¢é ortogonal, como também as respectivas
somas de quadrados.

Comparando-se a eficiéncia do Delineamento
em Angulos Complementares, gquando o mesmo é ortogonal, com
as eficiéncias dos Delineamentos Fatoriais 3%, 5%, 7% e 9?,
em relagdo as varidncias das estimativas dos coeficientes
polinomiais e considerando que se deva ter em conta a mesma
area total a ser gasta bem como o0 mesmo comprimento de
intervalo das doses, foi verificado que o Delineamento em
Angulos Complementares ¢é menos eficiente do que o

Delineamento Fatorial 3°. Por outro lado, com relacao as

\dﬁi) e V(Bm), o referido delineamento é mais eficiente do

que o Fatorial 52 qﬁando 6§ < 0,86603 e mais eficiente para &

> 0,86603. Foi também verificado gque conforme o valor de 9,

o Delineamento em Angulos Complementares poderd ser mais ou

menos eficiente do que os Delineamentos Fatoriais 5%, 7% e

9°, quando se leva em conta a V(ﬁn).



COMPLEMENTARY ANGLE DESIGN

Author: ELIZA HELENA FARIA SIMOES CORREA

Adviser: Prof. Dr. Humberto de Campos

SUMMARY

A new design, with two parameters (6;, and

), was developed with the specific purpose of fitting

second order response surfaces where two variables X; and X,
are used and each variable ¥X; must take nine different
levels.

The design, denominated Complementary Angle
Design, was constructed using 17 treatment combinations,

where 12 of them belong to three 2 x 2 factorials and the
coded levels of the Xi - variable were -1 and +1; #0 cosin
0: and *8 sin 0,; and #d8 cosin 0, and #*6 sin 0,. The other
five treatment combinations are axial points (0,0), (6,0),
(-0,0); (0,d), and (0,-8) subject to the restrictions 6; +
0. = 90° and 0, < 45°

The formula obtained makes the design

orthogonal in function of the parameter 6,. Formulas to

estimate the polynomial equation coefficients, the
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variances of the polynomial regression coefficients, and
the sums of the squares of the polynomial equation
coefficients were also determined.

The Complementary Angle Design was compared
with the 3%, 5%, 7° and 9° Factorial Designs on the basis of

efficiency, that is, efficiency in estimating the Bi, Bii

and B;; coefficients in the response surface. The criteria

used in comparing these designs were an equal number of the
trials required and the use of the same interval lenght. It
was verified that the 3 Factorial Design was more
efficient than the Complementary Angle Design proved more

efficient than the 7° and 9° Factorial Designs. This design

was more efficient than the 5° Factorial Design when & >
0,86603, and less efficient if & < 0,86603, when the
variances of the ﬁi and Bm were also considered. Finally,

when the variance of the ﬁn regression coefficient was
considered, the Complementary Angle Design was found more
efficient than the 5°, 77, and 9° Factorial Designs for

certain values of 9.



1. INTRODUGAO

A produgdo de alimentos é de 1importéncia
fundamental para o desenvolvimento de um pais, cdmo também
para o bem estar de sua populagao. Por outro lado, obtém-se
uma producdo mais econdmica nem sempre associada & melhor
produtividade.

Um dos fatores que influenciam na
produtividade das culturas agricolas & a adubacdo e, nesse
particular, delineamentos estatisticos foram propostos
visando ao estudo de obtencdo de melhores férmulas,
associadas aos niveis 6timos de adubacdo. No entanto, esses
primeiros delineamentos introduzidos na experimentacéo
agricola levam em consideragcao um grande numero de
combinacdes entre 0s niveis dos fatores a serem
pesquisados, aumentando consequentemente o} erro
experimental, quando comparados com outros que envolvam
poucos tratamentos. Além disso; a experimentacdo torna-se
mais trabalhosa e onerosa.

Com o aparecimento dos delineamentos
fatoriais fracionérios, diminuiu-se o tamanho dos blocos

sem, no entanto, tornar-se menos trabalhosa e onerosa a



experimentacéo.

Os delineamentos compostos centrais foram
inicialmente desenvolvidos na experimentacdo guimica e
adaptados & experimentacgdo agricola. Esses delineamentos
apresentam um pequeno numero de combinag¢des entre as doses
dos fatores e, desse modo, eliminam as desvantagens
apresentadas pelos outros delineamentos. 0 objetivo
principal dos delineamentos compostos centrais ¢ ajustar
aos dados, polinémios do segundo grau, envolvendo dois ou
mais fatores.

Pode-se dizer que o] aparecimento dos
delineamentos compostos centrais foi essencial para o
estudo de novos delineamentos com esse objetivo.

No Brasil, principalmente em Piracicaba
(ESALQ), Campinas (Instituto Agrondémico) e Itaguail (UFRRJ),
novos delineamentos vem sendo apresentados com o intuito de
se ajustar aos dados um polinémio do segundo grau.

O autor se propde a desenvolver um novo
delineamento objetivando ajustar aos dados um polinémio do
segundo grau, com dols fatores, onde sao utilizados
parametros para a construcao desse delineamento. A
caracterizacdo principal do novo delineamento € em relacgao

a um menor numero de fatores e a ortogonalizagdao do mesmo.



2. REVISAO DE LITERATURA

MITSCHERLICH. (1909) sugeriu uma fungdo nao
linear para relacionar o 1insumo nutriente. a  producéo
agricola.

SPILLMAN & LANG (1924) relataram que
SPILLMAN apresentou uma funcgdo exponencial para relacionar
as respostas de producdo aos niveis de fertilizantes,
quando estudou resultados de experimentos de adubacdo com
algoddo, na Carolina do Norte, USA.

FISHER (1935) comegou a pesquisar os
delineamentos mais adequados ao estudo de superficies de
resposta.

YATES (1937) apresentou na Estatistica
Experimental os delineamentos fatoriais, tendo descrito
numerosos tipos. Segundo o) autor, 0s delineamentos
fatoriais podem apresentar uma pequena eficiéncia relativa
quando sdo comparados com delineamentos gque envolvam poucos
tratamentos, devido ao numero elevado de tratamentos que
sdo obtidos entre as combinagdes dos niveis dos fatores,
dificultando desse modo a eliminacdo de diferencas de

fertilidade dentro de uma mesma repeticdo e, assim, o0 erro



padrdo por parcelas tende a ser elevado.

FINNEY (1945) apresentou os delineamentos
fatoriais fraciondrios, de modo a minorar o problema de um
numero excessivo de tratamentos resultantes das combinacdes
entre os niveis dos fatores, haja vista que a técnica
experimental recomenda que seja utilizado um numero de
tratamentos por bloco que ndo prejudique a homogeneidade
dentro deles, diminuindo assim o0 erro experimental.

PLACKETT & BURMAN (1946) descreveram
diversos delineamentos fatoriais para N-1 fatores, onde N é
um multiplo de quatro e o seu valor méaximo é 100,
Entretanto, para N = 92, esses autores ndo conseguiram
fracionar o delineamento e a solucdo desse problema somente
foi conseguido por BAUMERT et alii (1962).

Qutros pesquisadores estudaram 0s
delineamentos fatoriais e dentre eles podem ser citados
DANIEL (1956), JOHN (1961, 1962), NELDER (1963) e MARGOLIN
(1967) .

BOX & WILSON (1951) apresentaram 0os
delineamentos compostos centrais, adequados ao estudo de
superficies de respostas, quando se adota polinémios do
segundo grau. Os autores procuraram diminuir o numero de
combinacgdes entre os niveis dos fatores, em comparacdo com
os fatoriais completos, na confecgcdo destes delineamentos.

O modelo polinomial do segundo grau com K

varidveis usado por BOX & WILSON (1951), é dado pela



seguinte expressao:

Estes autores obtiveram os delineamentos
compostos centrais a partir de um delineamento fatorial 2k
onde os niveils das varidveis estd@o codificados em -1 e + 1,

adicionando as seguintes combinacgdes:

(0,0,...,0) (-, 0,...,0) (a,0,...,0)
(O,"(X.,...,O) (O,(I,...,O)
(0,0,...,‘-(Z) (0,0,...,(X.)

Portanto, o numero de combinagdes entre os
niveis das variaveis é& dado por 2* +2k + 1; sendo que 2 & o
numero de tratamentos provenientes do fatorial 2%; 2k é o
numero de tratamentos dos pontos axiais; e 1 refere-se ao
ponto central. O ponto central pode ser repetido P vezes e
assim o numero total de tratamentos do delineamento
composto central serd dado por 2% + 2k + P.

O valor de o pode ser escolhido de modo a
fazer os coeficientes da equagdo polinomial ortogonais uns
aos outros, ou para minimizar os erros que s&o obtidos se a
verdadeira forma da superficie de resposta nédo for

quadrdtica ou entdo para dar ao delineamento a propriedade

de ser rotacional.



0 critério de rotacionalidade nos
delineamentos compostos centrais foi proposto por BOX &
HUNTER (1957) . Segundo esses autores, um delineamento
composto central é rotacional se a variéncia da estimativa
da resposta do polindmio do segundo grau é a mesma para
todos os pontos eqiiidistantes do ponto central.

A partir dos delineamentos compostos
centrais, diversos autores estudaram o assunto e podem ser
destacados os trabalhos efetuados por TRAMEL (1957), ROJAS
(1963, 1972), STAVROU & CADY (1967) e VOSS & PESEK (1967).

CAMPOS (1967) impulsionou no Brasil o estudo
de superficie de resposta comparando o delineamento
composto central rotativo para trés fatores e somente um
ponto central com o delineamento fatorial 3%, concluindo
naquela oportunidade que em igualdade de condigdes, ©
delineamento fatorial é mais preciso do que o delineamento
composto central rotativo.

PIMENTEL GOMES (1969) apresentou um estudo
de determinacdo de ponto de médximo, minimo ou de sela nas
superficies de respostas polinomiais, usando o critério de
congruéncia de matrizes. O autor informou que CAMPOS
(1967), em 50 casos estudados, encontrou 84 % de casos de
ponto de sela agrupando de maneiras diversas os ensaios
fatoriais 3%, em adubacdo de milho.

PENTEADO & BATISTA (1971) estudaram a
eficiéncia do delineamento composto central em comparagao

com os fatoriais completos de dois fatores e uma das



conclusdes obtidas por eles é que o delineamento composto
central é menos eficiente do que o fatorial 5 x 5. Naquele
trabalho, os autores levaram em consideracdo que a area a
ser usada na experimentagcdo deve ser 1igual, para dgque a
comparacdo da eficiéncia seja imparcial.

PIMENTEL GOMES & CAMPOS (1972) estudando a
eficiéncia do delineamento composto central rotativo, com
somente um ponto central, em relacdo ao fatorial 33,
criaram o critério de correcgdes entre os comprimentos de
intervalos das doses de modo que os mesmos fossem iguais.

BATISTA (1976) estudou a ortogonalizacdo do
delineamento composto central, com um sé ponto central, e
um maximo de quatro fatores. Naquele trabalho, o autor
determinou as férmulas das varidncias das estimativas dos
coeficientes do polinémio do segundo grau.

BATISTA & SILVA (1978) estudaram a
ortogonalizacdo do delineamento composto central, usando
diversos pontos centrais. Os autores concluiram que quando
sdao usados 8 pontos centrais, a precisdo da estimativa do
coeficiente quadréatico f;; é praticamente igual a preciséo
da estimativa do coeficiente linear f; e superior a da
estimativa de B;;. Foi também observado pelos autores que
quando se usa somente um ponto central, a precisdo da
estimacdo de Bi; é€ baixa em relacdo as demais.

BATISTA (1978) apresentou o "Delineamento em
Circulos™, onde na formulagdo do mesmo procurou-se usar um

maior numero de nivels para cada fator, menor numero de



combinacdes entre eles e independéncia na estimacdo dos
coeficientes. Nesse novo delineamento, tem-se dois
conjuntos de pontos distanciados do ponto central, sendo
que no primeiro a distancia é J—, enquanto que no segundo
conjunto a distancia ¢é av2. Com a ortogonalizagcao do
delineamento em circulos, o autor determinou férmulas para
estimar as varidncias das estimativas dos coeficientes do
polinémio do segundo grau. O autor observou gque .&a medida
que o valor de P aumenta, as estimativas das varidncias das
estimativas dos coeficientes do polindmio do segundo grau
diminuem, aumentando a precisdo das estimativas destes
coeficientes.

COSTA (1980) desenvolveu um novo tipo de
delineamento para permitir o ajuste aos dados de um
polinémio do segundo grau com duas variadveis independentes,
de modo a oferecer maior flexibilidade na escolha dos
delineamentos fatoriais. Naquele trabalho, o autor usou
dois fatores, cada um com sete niveis. O delineamento
apresentado é composto por dois fatoriais 2 x 2, sendo que
no primeiro os niveis estdo codificados em -1 e +1 e no
segundo em - e + Q, acrescido pelos pontos (O,aJE),
(0, -aVE),(—aJE,O) (—aJE,O) e o ponto central é repetido
até 8 vezes. O autor pesquisou também a eficiéncia do
delineamento em funcdo do numero de repetigdes do ponto
central, chegando a conclusdoc de que se deve de preferéncia
utilizar somente um ponto central com o valor de a igual a

0,716332 a fim de que o delineamento seja mais eficiente.



JORGE (1980) estudou o) delineamento
Guadalupe para trés fatores, analisando através de modelo
de regressdo polinomial gquadratica e concluiu que para
ensaios de adubacdo, o delineamento Guadalupe € menos
eficiente que o fatorial 3 x 3 x 3 e mais eficiente que o
composto central original. Foi também constatado gque para
ensaios no campo industrial, o delineamento Guadalupe ¢é
mais eficiente que o fatorial 3 x 3 x 3 e o, composto
central original.

CONAGIN (1982) apresentou um novo tipo de
delineamento objetivando o estudo de superficie de
resposta, o qual foi denominado “Delineamento Composto
Central com Duas Estrelas”. Segundo o autor, trata-se de um
delineamento simétrico, da “Familia do Composto Central”,
caracterizado pela presenca de duas estrelas. 0
delineamento é composto por um fatorial ao nivel de * W,
duas estrelas aos niveis * a e * y para cada fator (a nivel
Zero dos fatores remanescentes) e pontos centrais,
apresentando cinco ou sete niveis para cada fator. O autor
descreveu que na agricultura os experimentos, diversamente
dos tecnoldgicos, devem ser montados com todos 0os
tratamentos do delineamento colocados no campo, de uma s6
vez. Afirmou, ainda, que no caso de experimentos de
adubacdo do tipo NPK, as respostas podem ser mais amplas
nos anos bons e menos amplas nos anos ruins. De acordo com
o autor, esse delineamento possibilita, nos anos bons, a

avaliacdo da resposta sobre toda a amplitude pesquisada e,
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nos anos ruins, com “resposta em platd”; pode-se, pela
eliminacdo da estrela exterior, analisé-lo como um composto
central.

PERECIN et alii (1982) construiram as 155
fragdes regulares dos fatoriais fracionéarios (1/5) 5°,
geradas pelo confundimento de componentes ortogonais,
derivadas da teoria de “Campo de Galois”, mostrando que as
3 fracdes de CONAGIN & JORGE (1977) e outras 37 apresentam
propriedades semelhantes para serem utilizadas como
delineamentos para superficie de resposta de experimentos
de adubacao.

RODRIGUES (1984) desenvolveu um novo tipo de
delineamento, denominado “Delineamento em Angulos” que teve
por finalidade o ajustamento aos dados de um polindmio do
segundo grau, com duas variaveis. Nesse delineamento, foram
considerados oito novos pontos, em relagdo ao delineamento
composto central, escolhidos de modo a ortogonalizar o
citado delineamento. Foram obtidas férmulas que determinam
as estimativas dos coeficientes do polindmio do segundo
grau e suas respectivas varidncias. Segundo o autor, o
Delineamento estudado mostrou-se mais eficiente que o
fatorial 3° e menos eficiente do que os fatoriais 5% e 7° na
estimacdo dos coeficientes polinomiais. Quando o autor
considerou a mesma &area total a ser gasta, para efeito de
comparacdo entre os delineamentos, o Delineamento em
Angulos é mais preciso quando se usa um ponto central e

neste caso ele é mais preciso do que os fatoriais 5° e 7° na
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estimacdo dos coeficientes B; e B.;: e menos preciso que os
fatoriais 3%, 5° e 7° na estimacdo do coeficiente Bi:

SILVA et alii (1985) estudaram um novo tipo
de delineamento, o qual tem por meta o estudo de superficie
de resposta, <com duas variaveis. O delineamento foi
denominado “Delineamento de Trés Pardmetros”, sendo
constituido por P pontos centrais, um fatorial 2 x 2 onde
os niveis codificados das variadveis sdo = 1l.e os pontos
codificados (6, 0), (-8, 0), (O, y) e (0, -y). Os autores
determinaram férmulas que permitem a ortogonalizagdo deste
delineamento, sendo que quando & = y o delineamento torna-
se um Composto Central Ortogonal, com P pontos centrais.
Ainda, os autores determinaram férmulas das estimativas dos
coeficientes polinomiais e suas respectivas somas de
quadrados e varidncias. Segundo os autores, gquando & = 1,
as variancias das estimativas de B: e B> sdo minimas se P =
1 e a variancia da estimativa de B,; é minima quando P = 4.

Por outro lado, quando y = 1, as varidncias das estimativas

de B, e Bi; sdo minimas se P = 1 e a varidncia da estimativa
de B, é minima quando P = 4. Finalmente, os autores
verificaram que quando P é maior do que um, para 6 = 1 as

variadncias de B, B, e Bz sdc menores do gque gquando O
delineamento torna-se um Composto Central Ortogonal e para
Yy = 1 as varidncias de B2, P22 e PBi2 sdo menores do que
quando o delineamento torna-se um Composto Central

Ortogonal.
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PEREIRA & PERECIN (1985 a) estudaram a
maxima particdo ortogonal em fracdes regulares (1/5) 652,
para analise de uma superficie de resposta e chegaram a
conclusao que as fracgdes que apresentaram melhores
estruturas de “aliases” sao as classificadas como tipo W,
conforme classificacdo das fragcdes em tipos Y, Z e W
sugerida por PERECIN et alii (1982).

PEREIRA & PERECIN (1985 b) apresentaram um
estudo da eficiéncia de delineamentos (1/5) 5° , em relacéao
ao delineamento composto central (15 pontos), gquando usados
para estimar uma superficie de resposta de modelo
polinomial de segunda ordem. Os autores compararam as
fragbes Y, Z e W com o composto central ortogonal e
chegaram as seguintes conclusdes: (i) as fragdes Y, Z e W
estimam os coeficientes lineares com a mesma precisao; (ii)
as fracgdes do tipo W sdo mais eficientes na estimacdo das
interacdes Bu; (iii) as fragdes do tipo Y sao mais
eficientes na estimacgdo dos coeficientes quadréaticos Bii; e

(iv) as fracdes do tipo Z sdo menos eficientes na estimacao

dos coeficientes Bi: © Bij-



3. MATERIAL E METODOS

O delineamento em éstudo, denominado
Delineamento em Angulos Complementares (Figura 1), tem por
objetivo o ajustamento aos dados de um polindmio do segundo
grau, com dois fatores. O delineamento é constituido por um
conjunto de 17 pontos codificados, sendo um o ponto central
(0,0); quatro pontos axiais codificados em (8, 0), (=8, 0),
(0, 8) e (0, =8); quatro pontos do fatorial 2 x 2 com os
niveis codificados em * 1; quatro pontos do fatorial 2 x 2
com os niveis codificados em + & cos 6; e £ & sen 0;; e os
quatro ultimos do fatorial 2 x 2 onde os niveis codificados

sdéo * & cos 6, e £ & sen 0,. Assim, os 17 pontos do
delineamento sdo dados por:

(0,0)

(1, 1), (1, -1), (-1, 1), (-1, -1)

(6 cos 0, & sen 0,), (& cos 6,, -8 sen 0;)
(-8 cos 0;, & sen 6,), (-8 cos 6;, -8 sen 6.)
(8 cos 0,, & sen 6:), (8 cos 6,, -8 sen 0,)

(-8 cos 0,, & sen 0,) e (-6 cos 6,, -3 sen 6,)
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Neste novo delineamento admite-se gque o
ponto central (0,0) estd localizado prdéximo ao ponto de
maximo (ou de minimo) da resposta do polindmio do segundo
grau e que 6, + 0, = 90°, isto ¢é, 0. e 0O, sao 4&ngulos
complementares e, conseqgiientemente, cos 0, = sen 01 e sen 0,
= cos 0;, como também 6, < 45°. Portanto, os 4 ultimos
pontos podem ser substituidos por (8 sen 0:, & cos 0:); (&
sen 6,, -8 cos 6.), (-8 sen 6., & cos 0,) e (-6 sen 0,, -8 cos
0,), respectivamente.

Os valores de & e 0; podem ser escolhidos de
modo a ortogonalizarem o) Delineamento em Angulos
Complementares e, nesse caso, € necessario gque a matriz X'X

obtida do modelo matemadtico seja diagonal.



X2
(-Ll)r __________________________ {(1,1)
l(-3c0s8;, 5send,) ___/_______________ —-, (dcosB,, 8senb,))
| - Z\ <
I /7 N |
J/ i s 1 N\ i
: / E III E \ |
(~8cos0;,8spnb;) F----m-- i e R CE TP P - ;-——%———-f—;,\\(ﬁcost?l,55en91)
| /l i , I ’ I
| / E : / 9 ‘ 2 |
I / i i IL\\ 2 ,':’ i A
i ' ST ! |
I ’ I : /, - \ : t \ i
(-80)] ! (0,00 |~-"58: ) P 18,0
T | g | o
Py v S ! S
' Ptad i ' I
b 47 : : |
| 1 P ) !
| -7 i I t |
I 1 .7 | 4 t '/
(-5cosH;, -3genb,) \3\1 ------ I*-—-;ri ---------------- m———--- 7 (6cos(|§1, -dsen6,)
I I
RN | |
I ) | I
Ve ! |
(-8osH.,, -8senh,) wg----—--==-f-----oo--
| B N S~ - (bcosez,—Bsenez):
‘ — — _
N L L
(-1,-1) (1,-1)

FIGURA 1. Delineamento em Angulos Complementares
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3.1. Modelo Matematico

O modelo matemdtico de um polindémio do
segundo grau com dois fatores que estima os coeficientes

polinomiais neste delineamento, & dado por:
Y T 2 _XC) 4 Ba(X2 - X2) 4 BX, X
V. =Y, - Y=03X,+ Bu(Xm = X7 )+ Bl XS, = X3 )+ BRX X, te,

Este modelo é bem mais pratico do que o

usado por BOX e WILSON (1951), haja vista que hé

simplificacdo na diagonalizacgdo da matriz X'X para tornar o

delineamento ortogonal. Por outro lado, os dois modelos séo

semelhantes, pols se adotassemos, neste caso, o usado por

BOX e WILSON (1951), teriamos:

2 2
YU = BO + Bleu + B2X2u + Bllxlu + B22X2u + BIZXIuXZu + e

u

Comparando-se entre si os dois modelos,

verifica-se que:
B, = Y - Bllx—f - Bzzizz

O sistema de equacdes obtido, em forma

matricial, do modelo adotado, é dado por:

Y = X B + g, onde



Onde y, = Y, —

Bl
B.
B..
BZZ

LBy,

ol

-
[0
-
J

17



>
[l N)

a

ro

Mas sen’® 0,

|

X, ®: - X}

0 0O-A

& - A

0 8 - A

) 0O-A

-0 0-A

1 1-A

-1 1-2

1 1-A

-1 1-A
5sen6, &7 cos’6,
-6 sen6, &% cos®9,
8 senB, &° cos’ 6,
-8 senB, & cos’ B,
8cosH, &% sen’ 0,
-8 cos B, &° sen®6,
8cosH, &° sen’ 8,
-8 cos B, & sen’®9,

4 + 68° _
= A = ———— poils
17

0 + & +...48" sen® @,

+

17

I

8 -
8 -

O IR

= P = - - - -

0

()

o]

N N
DO DO D DD DD D D D

o

4% cos® 9, + 4% sen’ 0,

17

16*(cos’ 0, + sen’ 0,)

cos® 6,

1.

20° + 4 + 4&°

17

17

Assim,

18

8% sen©, cos 6,
"-8%-sen 6, cos 6,
-8 sen 6, cos 6,
8% sen 0, cos 6.
5’ sen O, cos 6,

-8° sen ®, cos 9,

I A

-8 sen 6, cos 6,

A &% sen®, cos6, |



19

Portanto,

. 4 + 65°
X“ -

De modo anédlogo, pode-se verificar que

, 4+ 6
2= - = A
- 17

|

3.2. Equagdes Normais

Através do método dos quadrados minimos

obtém-se as equagdes normais, que, em forma matricial,

ficam:
X'Xﬁ = X'Y, onde
_ , -
4 + 60 0 0 0 0
0 4+ 6° 0 0 0
X'X = 0 0 E F 0
0 0 F E 0
.0 0 0 0 G |
Onde:
(4 + 662)2

E =4+ 2+ &*cos' 0, + sen®9,) — e



(4 + &%)
17

F =4+ 8°sen®”9, cos’ 0, -
G = 4 + 8 sen’ 9, cos® 0,

Visto que:

E=(0-2)+28 -n) +20-2)°+41- 587 +

+45 cos® 0, - A)2 + 4(82 sen® 0, — A)

2
s

E = A® + 28" + 28" — 4A8° + 2A° + 4 + 4A® — 8A +
+48° cos® 0, + 4A° - 8A8° cos” 0, + &° sen' 0§, +

4n° — 8A%° sen’ O,

E = 178° — 4A8° — 8A + 4 + 28° + 48*(cos’ B, + sen @) -

~8n8*(sen® B, + cos’ )
Mas sen’ 0, + cos’ 9, = 1, entdo
E = 1787 — 1288° — 8A + 4 + 28° + 45*(cos' 0, + sen‘0))

Porém

20



Portanto,
E = 4A + 6A8’ — 12B8° — 8A + 4 + 28° + &'(cos’ 0, + sen‘ 0,)
E = —4A — 6A8° + 4 + 26° + 85*(cos’ 6, + sen’ 0,)

E = -A(4 +67%) + 4+ 28 + élé’)“(cos4 0, + sen 0,)
(4 + 65°)
17

=
I

4+ 28 + 46“(cos4 6, + sen'9,) -

Para r temos:

F=(0-2a)"+48 -n)0-1)+41-21)+

+8(8'3 cos® 0, — A)(52 sen’ 0, - )

2

F = A” - 4n8® + 4A* + 4 + 4A* - 8A + 83" sen’ 0, cos’ O, —

—-8A%" cos’ ©, — 8Ad° sen® B, + 8A’

F = 17A° - 488" — 8A + 4 + 83" sen® 0, cos’ O, -

—82&82(sen2 0, + cos® 6,)

Mas

n

en® 0, + cos’ §, = 1. Entéao,

F = 17A° - 1288° - 8A + 4 + 83° sen® O, cos’ 6.

Como 3& vimos, 17A% = 4A + 6A8°. Portanto,

F = —4A — 6A8° + 4 + 88* sen® 0, cos’ 0,

21
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it

4+ 8" sen” 0, cos® 0, — A(4 + &7)

(4 + 68)

F = 4+ 8" sen” 0, cos’ 0, — T

A matriz X'Y é dada por:

- -I :
; XIUYU ‘_Z Xluyu_ W
Z XEuYu ‘

( ) Z X?_uyu
4 + 68° N
X'y = Z Xquu - Z Yy | = Z Xiuyu

ZX:V _(d+68) Zy nguYu

N X X’u u
LZ X‘_UXZU Yu L; e ! -

uma vez que:

(4+68) ZY

= 0 pois Zyuzo

Se trabalharmos com os dados originais Y,

isto é, os dados sem transformagdo, teremos:

Z Xlu u
Z X2uYu

4 + 68°
X'YZ ZXIUU_( )’ZYU

17 o ’
(4 + 65%)
ZXM u - 17 * uz Yu
me ”u u
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pois,

a)ZXlUYU = EXIU(Y\J - Y) leu J - —Z leu u

u

pois me =0

) ZXBuYu :ZXZu(Yu‘.Y) ZX?“U‘?ZXN:ZX ¢

2u Tu

pois Zqu =0

C) Z Xluyu = Z Xiu(Yu - ?) = ZX%UYG - YZ Xiu
2,
— 2 o 2 —
_;X“Y T .(4+66)

- Yy, - “66 I

u

i

) ZXZUYU = zxgu(Y\x - _Y_) = ZXZZ’UYU - _‘fz Xiu =
u u u

Yy, 2wy
. 17 a
) ZXIuXZUYu = leuXZU(Yu - ?) =
= Z Xl XZuYu _Y-Z XluXZu =

- me 2u u
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Porque:

Portanto, o sistema de equag¢des normais

X'Xp = X'Y fica:

_Z XluYu - N 1
i-4 § 682 0 00 OT —Bl | Z XZuYu
L0 4+68° 0 0 0B, i ( .
‘ - 4 + 63%)
i 0 0 E F OLIB, | = {2: XY, - TR 4
‘ 0 FE O ﬁz ) (4 + 682)
l— 0 0 0 GJ _élz- ; Kty = 17 ) ; e
L; XluXZUYu ]

3.3. Solugdo do Sistema

A solugd&o do sistema X‘Xﬁ =X'Y é obtida
através da matriz (X'X)™, pois X’X é ndo singular.

Assim,
B = XxTXY
Nota-se na matriz X’'X que a mesma nado é

diagonal. Para tornéa-la diagonal basta fazermos F=0 e neste

caso teremos:



F

donde,

0 = 4+ 83" sen® 0, cos” 6, — —

e conseqiientemente,

., 4 + 68)
4 + 88* sen® B, cos® 9, = g——————)
: 17
2\ 2
4 5 N 4 + 60°
G = 4+ 8" sen’ 8, cos® 0, :L—-i—gé-l-

Assim, temos:

-cos’ 9, =

4+ 25* + 4%(cos* 0, + sen® ) -

4+ 25* + 4%(cos* 0, + sen®,) — 4 — 85* sen’ B, cos’ 6,

28' + 4*(cos* 0, + sen' 8, — 2sen’ B, cos® 6,)

28 + 45*(sen? B, - cos’ 91)2

Mas como

sen’ 0, — 1. Assim,

1

28% + 4‘(sen’ 0, + sen? O, — 1)°
28° + &‘(2sen’ 0, — 1)
2'[1 + A2 sen’ 6, - 1)’]

Portanto, quando F=0, vem:

(4 + 682)2
17

(a + 68%)°

17

sen 0, + cos’ 9, =1

25

vem:



o

(4 + 65° 0
4 + 66°

X'X =

0 0 0 28°[1 + 2(2 sen? 0, - 1)’
| o 0 0 0
Conseqgiientemente, (X'X)™" é
(4 + 68%)" b) 0
0 (s +88%)7 0
o o 0 0 (28 + A2 sen’ 0, - 1)2]) 0
. 0 5 0 (281 + Az senv o, - 1)21)_1
0 0 3} 0
Assim,
b= B = e DY
1T 4 + 682 . - w~u/ M2 T 4 + 662 " 2u U
~ . 2\t , 4 + 6°
B, = {28“(1 + A2 sen® 0, - 1) )} .{Z XY, - (Tl
~ -1 4 + 65°
B,, = {254(1 + 2{2 sen’ 8, - 1)2)} . {Z XY, - (Tl
~ 17
B, = m . ;XNXZuYu
3.4. Soma de Quadrados

0
0

0 28“[1 + 22 sen® 0, - 1]

A soma de guadrados devida aos parémetros ¢é

sabidamente dada por:

SQ Par = ﬁ'X'Y,

isto &,
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ZX].U u
ZXZU u

4 + 68°
SQ Par:[Bl Bz 611 ﬁ Bn]zx*“”—.( - )ZY

u

T, —(4+65)ZY
LZXNX 7, u

[
[N

Como as estimativas dos coeficientes
polinomiais sao determinadas independentemente, no caso do
delineamento ser ortogonal, entdo a soma de quadrados

devida aos parédmetros pode ser desdobrada em:

612 Xlu u
SQ éz = BZZXZU Y,

SQ ﬁll = Bu{z Xlu u = MZY\J}

17 -

SQ [322 = Bzz{z qu u = MZY\;}

17 u
SQ Blz = BlszIuXZuYu

u

sQ B,

3.5. Variincias das Estimativas

As variéncias das estimativas dos
coeficientes polinomiais sdo obtidas através da matriz de

dispersao (matriz das wvariéncias e covariadncias) dada por:

v () = x 07
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3.6. Testes de Significéncia

Admitindo-se a prova de t, o wvalor de "t"

para se testar a hipdtese H;:B, = O vs. B, # 0 é dada por

L. B
Jv (8)

3.7. Estudo do ponto criticoe (maximo, minimo ou ponto de

sela) através de congruéncia de matrizes:

Para se estudar o ponto critico (maximo, minimo ou

o ponto de sela) através de congruéncia de matrizes ¢é

necessario estudar a matriz Hessiana:

[ &%y Fadl

H = % oy 0K, %
o°Y o’y

tﬁxlaxz 03 J

que, para o modelo em estudo resulta:

H = “:ZPII BAIZ }
Blz 2B22
Se a matriz for definida positiva entéo

haverd ponto de minimo e se for definida negativa entéo

haverd ponto de maximo. Se a matriz ndo for definida, entéo

haverd ponto de sela.
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Pode-se estudar a matriz (definida ou néo
definida) através de congruéncia de matrizes que consiste
diagonalizar a matriz H. Se na matriz diagonal os termos da
diagonal principal forem positivos, a matriz serd definida
positiva; se forem negativos, serd definida negativa; e em
outro caso (termos ©positivos e neéativos) serd néo

definida.
3.8. Eficiéncia do Delineamento

A eficiéncia do delineamento seréd estudada
tomando por base os diversos valores de & e 6;, como também
comparando este delineamento com os delineamentos fatoriais
3%, 5%, 7% e 9°.

No estudo da eficiéncia do delineamento,
tomar-se—-&4 por base as varié&ncias das estimativas dos
coeficientes do polinémio do segundo grau, como também
aplicar-se-4 a técnica preconizada por PIMENTEL GOMES &
CAMPOS (1972), 0s quals mostraram que ao se fazer
comparagdes de eficiéncias deve-se igualar os comprimentos
dos intervalos das doses dos niveis.

Assim, tomando-se como referéncia o
Delineamento Fatorial 9° que tem 81 parcelas, visto ser
este o maior em termos de parcelas e, assim, tem-se que
repetir os demais delineamentos tantas vezes quantos forem
os resultados das razdes 81/9; 81/25; 81/49 e 181/81,

respectivamente, aos Delineamentos Fatoriais 3%, 52, 7% e 92
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(Tabela 5). Com relacdo ao Delineamento em Angulos
Complementares, o n°® de repeticdes é dado pela razado 81/17

(Tabela 6} .
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4. RESULTADOS E DISCUSSAO

Ajustando-se aos dados provenientes do
Delineamento em Angulos Complementares o modelo matematico
expresso por:

Y, Y = BXy, +BX, + ﬁll(Xiu - X12) + BZZ(X;\ - X;) + BLK X, e

u

Obtém-se a matriz X j& apresentada em 3.1.

Em forma matricial, o sistema de equacgdes
normais é representado por (X'X)B = X'Y. A matriz X'‘X (3.2)
¢ de suma importdncia pois através dela pode-se estipular
se o delineamento serd ortogonal, além da estimacdo dos
coeficientes polinomiais, das somas de quadrados, das

varidncias e covariadncias dos <coeficientes polinomiais,

etc.
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4.1. Ortogonalizagao do Delineamento

4.1.1. Determinagdo de 6 para ortogonalizar (o)
Delineamento
Quando a matriz X'X é diagonal, o)

delineamento ¢é ortogonal e portanto as estimativas dos
coeficientes polinomiais serdo independentes.- Entdo, para
que o Delineamento em Angulos Complementares seja
ortogonal, deve-se tornar a matriz X'X diagonal, isto ¢,
deve-se igualar F a zero (F=0). Assim,

(4 + 662)2

4+ 8 sen®0, cos’9, - ————— =0
17

Desenvolvendo-se, tem-se:
5‘(34sen’ 0, cos® 0, - 9) - 128° + 13 = 0

Resolvendo-se, vem:

6 + ‘/36 - 13(34sen® 6, cos’ B, - 9)

5 =
34sen’ 9, cos® 0, — 9

Para que haja solugdo no campo real, é necessario que:

13(34 sen’® 0, cos® 0, - 9) < 36, isto &,



sen’ 0, cos® 0, < 0,3461538
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Como 0° < O; < 45°, esta inequacdo é satisfeita para 0, =

0°, pois:

0, = 0°=> sen(’ =

Verifica

0 = sen’ 0§, cos® 0, =

r-se-é agora se

satisfeita para 0°< 0, £ 45°, Para tanto,

funcao dada por:

Assim,

Y = sen®

determinando Y',

9, cos’ 6,

tem-se:

0 < 0,3461538

a -ineguacdo ¢é

basta estudar a

Y'= 2sen®, cos®, cos’ 0, — 2cos 6, senh, sen® §,

Y'= 2 sen @, cos 0,(cos® B, — sen? 91>

v'=0 > ZSenGICOSGACOSQOI—-sen29J = 0 e como no intervalo

considerado, (O <6, <

z2ero,

tem-se de Y'=0:

cos® 6, —

e portanto,

45")sen9l e cos6,

sdo malores que
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cos” 0§, = sen’ 0, = sen®, = cosh, = 0§, = 45°

Assim, a funcdo atinge o madximo quando 6, = 45°.

Entdo, para 6, = 45°, tem-se:

Y = sen’ 0, cos® 6, = 0,25 < 0,3461538

Vé-se, pois, que (e.2) estd satisfeita para

qualquer valor de 6;, onde 0° < 0; < 45°,

Por outro lado, 34sen’®, cos’ 6, -9 < 0, para
qualquer valor de 0; e, assim, o denominador dessa férmula
serd negativo. Portanto, o numerador também deverd ser

negativo para se determinar 6 no campo real, isto &,

0 =

6 — \/36 ~ 13(34 sen® B, cos® O, - 9).-}1/2
_J (e.3)

1r
‘_ 34sen’ 0, cos’ 0, — 9

que é a expressdo de & para que o Delineamento em Angulos

Complementares seja ortogonal.
Atribuindo-se valores a 6. no intervalo
0°< 6, < 45°, obtém-se valores de & que ortogonalizam o

Delineamento em Angulos Complementares (Tabela 1).



Tabela 1.

Exemplos de valores de 9,

35

em funcdo de 6;, que
tornam ortogonal o Delineamento em Angulos
Complementares, para 0°< 0, < 45°.
Valor de 6, Valor de &
(graus)
0 0,6412502
3 0,8423721
6 0,8457422
9 0,8513712
12 0,8694489
15 0,8818835
18 0,8965058
21 0,8965058
24 0,9131534
27 0,9315075
30 0,9510029
33 0,9707158
36 0,9892650
37,98 1,0000000
39 1,0048115
4?2 1,0152997
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Pela Tabela 1 e pela Figura 1, pode-se
notar:
a) A medida que 0; aumenta, o valor de & aumenta.
b) Quando 0; = 0° e levando-se em conta que 6; e 6, sao
dngulos complementares, os pontos axiais (6,0), (-§,0),

(0,8) e (0,-8) ficam repetidos trés vezes pois:

(6 cosB,,8senB,) = (8cosb,,-8senB) = (5, 0)
(-0 cosB,,6senb,) = (-8cosB,,-dsenb,) = (-5,0)
(0 cos6,,8senB,) = (-8cosH,,8senb,) = (0,8)
(6 cos0,,-8senB,) = (-6cosH,,-dsenb,) = (0,-9)
¢) Quando O, = 30°, obtém-se & = 0,9510029, valor esse

encontrado por RODRIGUES (1984) para ortogonalizar o seu

Delineamento em Angulos, para um s6 ponto central.

d) Quando O, = 45°, os pontos (8cosH,,0senb), (dcosH,, -
dsen®,), (-8cosH,,8senB,) e (-8cosB,,-dsenb) ficam
repetidos duas vezes pois sen 0; = sen 0, e cos 6, = cos
8.

4.1.2. Determinagdao dos Coeficientes Polinomiais.

As estimativas dos coeficientes polinomiais

sdo determinados matricialmente por:

B=XXT'XY
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(_Ll)r __________________________ (1,1)
I |
I *(0,0) !
I (3 vezes) :
|
i |
i |
‘ I
{ f
t I
| |
| t
I (=6,0) (0,0) (6,0
; (3 vezes) (3 ve—zes)l X:—
i |
i |
]
| l
|
| l
| |
l |
i |
i L (01_6) ‘
| (3 vezes) |
- —-_— - — - e e e e - I
(—ll—l) (11'1)

FIGURA 2. Delineamento em Angulos Complementares, guando o

mesmo é ortogonal para 6; = 0°, onde os pontos

axiais (8,0), (-6,0), (0,d8) e (0,-9)

repetidos 3 vezes e & = 0,8412501.

estdo cada um
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|

I x,

“L“,r———————————;?f) __________ (1,1)

I l

| (-6cosby, Osenb) (6cosbq, Osenb;) |

e e et B

| (2 vezes) (2 vezes)! !

l ¥ i !

| 5 i i

H !

| i ! :

] | i I

| i ! !

t : : |

i ' ' |

L ! ‘
(-6,0) 1 : (0,0) ' : (0,0)

s : _ S

Lo E :

1 1 I |

l : : !

! i : ‘

| | : '

o L

! | E :

' [}

Lo ! '

i 1 (2 vezes) (2 vezesu |

I (8cosb,, bsend;) (-b6cosb,, -6sendy) :

I

) it
(-1,-1) (0, -8) (1,-1)

FIGURA 3. Delineamento em Angulos Complementares, quando o

mesmo é ortogonal, para 0; = 45°, onde os pontos

do fatorial, no qual

repetidos duas vezes,

tem-se sen O,

e & = 1,0190215.

e

COSs

911
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Quando e} delineamento em Angulos
Complementares ¢é ortogonal, a matriz X’'X ¢é diagonal,
facilitando sobremaneira a determinagdo dos coeficientes

polinomiais. Assim, para r repeticgdes, tem-se:

~ 1

B, = e+ 68 ;XMY‘J

" - ( 2 \
B, = {2r64(1 + 2(2 sen’ 0, — 1)2)} 1LZ Xty - E—:—;—:]@—l > YUJ
ﬁlZ = —i?—_— leuxquu

I(4 -+ 68r>2 ) u

onde X. X e X. ¥X. sdo valores encontrados na matriz X.

i in Tt

Ja foi visto que B, = ¥ - B,,X7 ~ B,,X’. Assim,

desenvolvendo a expressao, vem:

. (a+ ed?) a )
Bo = ¥ - 17 (ﬂll + Bzz)
sz =g = AF 65
ois - = = —_—
P ! z 17
Se nas foéormulas determinadas anteriormente
fizermos 6, = 30°, teremos:
A 1 .,
B.i = M ZXL)Y\J

I(4 + 66:> u
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17 B
s (a+ 687 . .
B, = - 17 ( 1 T Bzz)
~ 17 0,1 7
ﬁz: Z X, XY, = & Z LS. O &

) 4+ 62) % r .

As trés primeiras foéormulas s&o semelhantes
a2s obtidas por RODRIGUES (1984), gquando usou somente um
ponto central. A Gltima difere da obtida por aquela autora
na maneira de apresentagdo, pois:

R 1
B, = —— . DX X, ¥, (RODRIGUES, 1984)

e+ 758 %

[*]

Para 6 = 0,9510029 vem:

A 0,191317 ) _
B, = “*—--§:memxﬂ que é a mesma obtida
r u
anteriormente.

4.1.3. Determinagdo das varidncias das estimativas dos

coeficientes polinomiais.

A matriz de dispersédo (D), isto &, a matriz

N . . o . P -1 .
das varidncias e covariéncias é dada por ¢ (X'X)" . Assim, no
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caso presente onde X'X é diagonal, temos a seguinte matriz

de dispersdo D = ¢(X'X)

(4 + 86%)7". 02 0 0
o (4 + 66%)7. 0 0 0 0
-1
G 0 {26‘[1 + 22 sen’ 6, - 1)2]} . o 0 0
9 0 0 {26“[1 + 22 sen? 6, - L)Z];*, ot 0
170°
o 0 0 0
(4 + 66°)°

Para r repeticdes, temos:

~ 1 ,
v(.) = m-c‘
V(ﬁii) = {23:84(1 + A2 sen® 0, - 1)2)}_1.63
Wp) = ——— .o

= - .0
r{4 + 68%)°

Atribuindo-se valores a o que tornam
ortogonal o Delineamento em Angulos Complementares, tem-se
uma tabela das variédncias das estimativas dos coeficientes

do polinémio do segundo grau, com dois fatores (Tabela 2).



Tabela 2.

Variancias

polinomiais,

de estimativas

dos
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coeficientes

quando o Delineamento em ZAngulos

Complementares é ortogonal.

tabela devem ser multiplicados por dyr),

(Os valores desta

Valor de 8; Valor de Variancias
(graus) ) ﬁi .Bﬁ ﬁm
0 0,8412501 0,1212678 0,3327731° 0,2500000
3 0,8423721 0,1211013 0,3334324 0,2493142
6 0,8457422 0,1206028 0,3354256 0,2472657
9 0,8513712 0,1197748 0,3387972 0,2438822
12 0,8592718 0,1186227 0,3436196 0,2392129
15 0,8694489 0,1171557 0,3499884 0,2333328
18 0,8818835 0,1153893 0,3580123 0,2263499
21 0,8965058 0,1133486 0,3677924 0,2184146
24 0,9131534 0,1110729 0,3793829 0,2097322
27 0,9315075 0,1086220 0,3927221 0,2005786
30 0,9510029 0,1060846 0,4075223 0,1913170
33 0,9707158 0,1035868 0,4231225 0,1824140
36 0,9892650 0,1012979 0,4383427 0,1744415
37,98 1,0000000 0,1000000 0,4473437 0,1700000
39 1,0048115 0,0994245 0,4514608 0,1680491
42 1,0152997 0,0981835 0,4604736 0,1638803
45 1,0190215 0,0977476 0,4636995 0,162428
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Analisando a Tabela 2, pode-se verificar:

a)

A medida que 6. aumenta, as variancias de
Bi e Blz diminuem, mostrando gque hé& maior
eficiéncia para valores altos de 0i;

A medida que 6 aumenta, a variancia de
Bi; aumenta, mostrando que hé& maior
eficiéncia para valores baix'os de 0..
Quando 6. = 30°, as variancias defi_,ﬁii e
612 sd&o 1iguais as do Delineamento em
Angulos, para um ponto central, estudado
por RODRIGUES (1984).

Para 6; > 30° este delineamento é mais
eficiente do que o Delineamento em
Angulos, com um s& ponto central,

estudado por RODRIGUES (1984),

considerando V(Bl) e V(Blz).

Para 0; < 30°, este delineamento é mais
eficiente do que o Delineamento em
Angulos com um s&é ponto central,

estudado por RODRIGUES (1984),

considerando V(Bn) .
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4.1.4. Determinagdo das varidncias das estimativas dos
coeficientes polinomiais usando-se os mesmos

comprimentos de intervalos.

PIMENTEL GOMES e CAMPOS (1972) introduziram
uma técnica quando se deseja fazgr comparacdes de
eficiéncias entre delineamentos, na qual 1iguala-se os
comprimentos dos intervalos dos niveis ~ utilizados.
Portanto, aplicando-se a técnica desses autores no,
presente estudo, multiplica-se as coordenadas dos pontos do
delineamento por 1/8 para gqualquer valor de &6 2= 1.
Conseqiientemente, o intervalo passa a ser 2 para qualquer

valor de & e cada variancia da estimativa do coeficiente do

polindémio do segundo grau (Tabela 2) ficard multiplicada

A

por &, & e &' correspondentes a V(Bi), V(ﬁii) e V(Blz),
respectivamente (Tabela 3).

Assim, as foérmulas das variancias das

estimativas dos coeficientes polinomiais serdo dadas por:

- 1 ,
v(p,) = —— : 0,8412501 < §< £.1
(ﬁl) a1 &) o para 0,84 <8<1 ( )
v(B,) = sz“ggz‘)"oj para 1 < §<1,0190215 (£.4)
v(B,,) = L ~.¢" para 0,8412501 < § < 1 (£.3)
2r84(1 + A2sen? 0, - 1) )
v(p,) = - ;-0 para 1 < §<1,0190215 (f.4)
21:(1 + 22sen® @, - 1) )
) 17 .
v(B,) = =———=7 .0 para 0,8412501 < § < 1 (£.5)

r(a + 68?)
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Tabela 3. Variancia de estimativas do coeficiente

polinomiais, quando o Delineamento em Angulos

Complementares ¢é ortogonal, considerando o

mesmo comprimento de intervalo. (Os valores

desta tabela devem ser multiplicados por ¢°/r).

Valor de 6; Valor de Varidncias
(graus) ) Bi Bii ﬁlz
0 0,8412501 0,1212678 0,3327731 0,2500000
3 0,8423721 0,1211013 0,3334324 0,2493142
6 0,8457422 0,1206028 0,3354256 0,2472657
9 0,8513712 0,1197748 0,3387972 0,2438822
12 0,8592718 0,1186227 0,3436196 0,2392129
15 0,8694489 0,1171557 0,3499884 0,2333328
18 0,8818835 0,1153893 0,3580123 0,2263499
21 0,8965058 0,1133486 0,3677924 0,218414¢6
24 0,9131534 0,1110729 0,3793829 0,2097322
27 0,9315075 0,1086220 0,3927221 0,2005786
30 0,9510029 0,1060846 0,4075223 0,1913170
33 0,9707158 0,1035868 0,4231225 0,1824140
36 0,9892650 0,1012979 0,4383427 0,1744415
37,98 1,0000000 0,1000000 0,4473437 0,1700000
39 1,0048115 0,1003835 0,4602125 0,1713067
42 1,0152997 0,1012108 0,4893073 0,1741421
45 1,0190215 0,1015015 0,5000000 0,1751437
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v(B)—*l—mi-— ¢ para 1 < §<1,0190215 (£.6)
YT e+ e8%) P - T .

Analisando-se as foérmulas referentes a V(ﬁi),

tem-se que

V(ﬁi) = MU para 0,8412501 < 8 < 1 é minima

quando & atinge o valor méximo, isto é, quando d =.1.

Assim, para 6 = 1, obtemos 6, = 37,98° pois:
‘(34 sen’ B, cos® @, — 9) — 128° + 13 = 0
e, considerando 6 = 1, vem:
34sen’ 0, cos° 0, —9 - 12+ 13 = 0

34 sen’ 0,(1 - sen? 0,) -8=0

) 4
sen*®, - sen’ 0, + — =0
17
Resolvendo, temos, no intervalo 0 < 0, < 45°:

sen O; = 0,6154122 e assim 0, = 37,98°.

2
v(g,) = ﬁ'& para 1 < § < 1,0190215
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Desenvolvendo, vem:

. 1 .
V(B.L) = WU.

Nota-se, portanto, que o denominador da

férmula diminui quando & aumenta e assim a V(fii) aumenta.
Portanto, a V(ﬁi) é minima quando & = 1.

Analisando as férmulas da V(Bii), temos:

1 5
2r8“(1 + A2sen’ 0, - 1)2) 7

V(Bn) =

para 0,8412501 < & < 1.

Atribuindo valores numéricos a essa funcéo,

facilmente se verifica que V(f}ii) aumenta & medida que &

A

aumenta. Portanto, a varidncia de B,; decresce com o valor

de 6, alcancando o minimo quando & = 0,8412501.

1

) ) 21*(1 + 2(2 sen’ 8, — 1\)2)

~

v(B.,

o para 1 < & < 1,0190215.

E facil notar que para 6 = 1, a medida que §

cresce, cresce também 6; e conseqgiientemente sen 6, cresce.
s 2

Assim, a expressao (2 sen” (t)1 - l) tende a zero e quando 6; =

45°, é zero. Entdo, & medida que & cresce, a V(Bn) cresce
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também. Portanto, a ‘dﬁn) ¢ mais eficiente quando & = 1,

isto &, 0, = 37,98°.
Portanto, com a anédlise das duas férmulas
verifica-se que a varidncia é minima gquando 6, = 0°, isto é

d = 0,8412501.

Analisando as fdérmulas da'v(ﬁm>, temos:

v(B,) = ﬁ.cﬁ para 0,8412501 < & < 1.

Pode-se verificar que & medida que & cresce,

a \iﬁm) diminui, atingindo o minimo quando & = 1, isto §&,

quando 6, = 37,98°.

R 178 .
)= ———— .6 para 1 < § < 1,0190215
r{4 + 68%)

Desenvolvendo, vem:

~ 17 ,
V(Blz) (16 48 —lq
r.L—g; + E‘Z— + 36J

E féacil verificar que para & = 1, o
denominador da férmula decresce a medida que & cresce.
Entdo, obtém-se a variadncia minima quando & = 1, 1isto ¢,

quando 6, = 37,98°.
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Portanto, considerando as V(G) e V(le),
podemos dizer que o delineamento é mais eficiente quando &

= 1, isto é, 6; = 37,98°. No entanto, levando em

consideracédo a V(B) podemos dizer que a eficiéncia do

il

delineamento é maior & medida que 6 diminui (Tabela 3).

4.1.5. Comparag¢do da eficiéncia do Delineamento em
Angulos Complementares, quando .o ~mesmo é

ortogonal, com a dos Delineamentos Fatoriais 3%,

52, 7% e 9%

Para se comparar a eficiéncia deste
delineamento com a dos fatoriais, através das wvaridncias
das estimativas dos coeficientes do polindémio do segundo
grau, é necessario determinar as variéancias destes
coeficientes naqueles delineamentos, partindo-se do

seguinte modelo matematico:

Y, - Y = lem + BZXZu + Bll(xiu - 3<_12) + BZZ(X;‘ - —}Zj) + BIZXIUXZU + e
4.1.5.1. Determinagdo das varidncias das estimativas
dos coeficientes do polinémio do segundo

grau, com duas varidveis, no Delineamento

Fatorial 32.

No Delineamento Fatorial 3¢, codificando os

niveis das varidveis ¥X; e X; em -1, 0 e 1 e ajustando aos
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dados o modelo matemético supra citado, obtém-se a matriz

X:

11 y3 13 1]
1 0 13 -2/3
1 -1 Y3 13 -1
0 1 -2/3 13
0 0 -2/3 -2/3
0 -1 -2/3 1/3
-1 1 /3 1/3 -1
-1 0 1/3 -2/3 ©
-1 -1 13 13

Pré-multiplicando a matriz X ©pela sua

transposta X’ , vem:

X'X =

o O O O O
O O O o O
O O N O O

O N O O O
= O O O O

Assim, facilmente se consegue a matriz

, -1 . j .
inversa (X'X)™, visto que a mesma é diagonal:

(x'x)7 =

=

o

o

o
o o o o
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Como Jj& foi wvisto, as variancias das
estimativas dos coeficientes ©polinomiais sdao obtidas
através da matriz de dispersdo (D), dada por D = (X'X) ‘o .
Portanto, para r repetigles, as variancias das estimativas

dos coeficientes do polindmio sd&o dadas por:

N 1 R
XABJ = g; G
~ 1 N
V(Bii) = z a
~ 1 R
V(B}.Z) = E -0

4.1.5.2. Determinagdo das variancias das estimativas
dos coeficientes do polindmio do segundo

grau, no Delineamento Fatorial 52.

Codificando os niveis das variaveis X; e X,
em -1, -1/2, 0, 1/2 e 1 e ajustando-se aos dados o modelo

matematico citado anteriormente, obtém-se a matriz X:

[aN]

"
i
B

Onde:



fot

T

[1/2
1/2
A, =11/2
1/2

Ll/z

s
it
O o o 0o o

[-1/2
~1/2
A, =|-1/2
~1/2

-1/2

1/2

1/2

1 -y4 Y2 2]
/2 -1/4 =14  1/4
0 -4 -1/2 0
~y2 -4 -4 -1/4
-1 =14 1/2 -1/2]

1/2 -1/4 -1/4 -1/4

-2 -4 -1/4  1/4
-1 -1/4 12 12

1
1/2
0
~1/2
-1

1/2
1/2
1/2
1/2
1/2

1 -1/2
12 -1/2
0 -1/2
-1/2 -1/2
-1 -2
1 -

0 -

1/2
1/2
1/2
1/2

1/2

52

12 1
-1/4 12
-2 0
-1/4 -1/2

12 -1

/2 0]
-1/4
_1/2
-1/4

12 0]

o O O o

ya 12 -12]

/4 -2 0

12 -1
~1/a -12
-2 0
-4 12

2 1]

A divisdo da matriz X, de dimensdo 25 x 5,

em 5 matrizes de dimens&o 5 x 5, tem por objetivo facilitar

a apresentacdo do presente trabalho.



Pré-multiplicando a matriz X pela sua

transposta X', temos:

A
A
x'x = [a, A, A, A, Al.|A
A

X'X = [A/A, + AJA, + AJA, + AA, + ALA]

[25/2 0 0 0
0 252 0 0
(X'¥) =

S S —

0

0
0 0
0o 0 0 358 0
0 5/

Entdo, a matriz inversa (X’X)™* & facilmente

determinada, como se segue:

[2/25 0 0o 0
0 225 0 0
0 0 835 0
O 0 0 835
0o 0 0 0 425

0

0

(x'x)7 = 0
0

Assim, como as varidncias das estimativas
dos coeficientes do polindmio do segundo grau sao obtidas
da matriz de dispersdo (D), onde D = (X"X) 'c®, temos para r

repeticgdes as seguintes variadncias



R 2 R
v(B.) = PY SRl
N 8 .
V(Bii) =329
- 4 ,
V(Bzz) = 20

4.1.5.3. Determinagcdo das variadncias das estimativas
dos coeficientes do polinémio do segundo
grau, com duas variaveis, no Delineamento

Fatorial 7°2.

Neste delineamento, codificando os niveis
das variaveis X; e ¥, em -1, -2/3, -1/3, 0, 1/3, 2/3 e 1 e
ajustando-se aos dados provenientes deste delineamento o

modelo matemdtico j& adotado, tem-se a seguinte matriz X:

]
N ol

w

w

(9]

>
I
L T

f
<3
L

onde:



1 5/9 59 1]
2/3 5/9 0 2/3
1/3 5/9 -3/9 1/3
5/9 -4/9 0
-1/3 5/9 -3/9 -1/3
-2/3 59 0 -2/3
-1 59 5/9 -1]

i
T = T = T SR = =
o

f

[2/3 1 0 509 23]
2/3 2/3 0 0 4/9
2/3 1/3 0 -3/9  2/9
2/3 0 0 -4/9 0
2/3 -1/3 0 =3/9 -2/9
2/3 -2/3 0 0 -4/9
12/3 -1 0 59 -2/3]

(13 1 -3/9 s5/9 1/3]
/3 2/3 -3/9 0 2/9
/3 1/3 -=3/9 -=3/9 1/9
13 0 -3/9 -4/9 0
1/3 -1/3 -3/9 -3/9 -1/9
1/3 -2/3 -3/9 0 -2/9
/3 -1 -3/5 /9 -1/3]

[0 1 -49 5/9 0]

0 2/3 -49 0 0
0 1/3 -4/9 -3/9 0
0 0 -49 -49 0
0 -1/3 —-4/9 -3/9 0
0 -2/3 -49 0 0
L0 -1 -49 5/9 0]



[-1/3
-1/3
-1/3
A, = -13
-1/3
~1/3
-3

(—2/3
-2/3

-2/3

-2/3
—2/3

2/3

1/3

_]7/3

~2/3

2/3

1/3

~1/3
_2/3

2/3
1/3

_1/3

~2/3

-3/9
~3/9
~3/9
~3/9
-3/9
~3/9
-39

5/9
5/9

59 -3/9 -1/3
59 —49 0
5/9 -3/ 1/3

5/9
5/9

o o o o o o o
|
£
)
o

59 -1/3]

0 -2/

-3/9 -1/9

~4/9

-39 1/9

59 1/
5/9 —2/3]
309 —2/9

39 2/9

59 2/3

59  -1]
0 -2/3

0 2/3
59 1

Pré-multiplicando

transposta X', vem:

xx =[a; &, A, A, A, A, Al

9

3.

a

matriz

N A

o

LA,

56

sSua
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X'X = [AA, + AA, + AJA, + AA, + AA, + AR+ AR |

Entao,
[196/9 0 0 0 0 ]
} 0 196/9 0 0 0
X'Xx =| O 0 588/81 O 0
l 0 0 0 58&81 0
L 0 0 0 0  784/81]
Assim, a matriz inversa (X’'X)™ ' é dada por:
(9196 0 0 0 0 ]
0 W196 0 0 0
(x*x)™* =] © 0 81/588 0 0
0 0 0 8U588 0
| 0 0 0 0  81/784]

Portanto, para r repetigdes, as varidncias
das estimativas dos coeficientes polinomiais serdo dadas

por:

. 9 ,
v(p.) = 1o6r C
- 81
i) = 555
v(p,) = .o

784r °



4.1.5.4.
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Determinagdo das variancias das estimativas
dos coeficientes do polinémio do segundo
grau, com duas variiveis, no Delineamento

Fatorial 9°.

Codificando, neste delineamento, os niveis

das variaveis X; e X, em -1, -3/4, -2/4, -1/4, 0, 1/4, 2/4,

3/4,

o modelo

1 e ajustando-se aos dados obtidos deste -delineamento

matemdtico gque vem sendo adotado, tem-se a

seguinte matriz X:

onde:

A

o ~J =23 wt B w N -

P A B

i
©
{




[ 3/4
34
34
34
3/4
3/
3/4
3/3
13/3

[2/4
2/4
2/4
2/4
2/a
2/4
2/4
2/4

| 2/4

1 28/48
3/4 28/48
2/4 28/48

1/4 28/48 -17/48
0 28/48 -20/48

~1/4 28/48 -17/48

~2/4 28/48
~3/4 28/48
-1 28/48

1 7/48
3/4 /48
2/4 /48
1/4 7/48

0 7/48
-1/4 /48

- 2/4 /48
-3/4 /48
-1 /48

1 -8/48
3/4 -8/48
2/4 -8/48
1/4 -8/48

0 -8/48
-1/3 -8/48

- 2/4 -8/a8
-3/4 -8/48
-1 -8/48

28/48 1]
/48 3/4
-8/48  2/4
1/4
0
-1/4
-8/48 — 2/4
7/48 —3/4
28/a8  -1]
28/48 3/4]
7/48  9/16
-8/48  6/16
-17/48  3/16
-20/48 0
-17/48 -3/16
-8/48 - 6/16
7748 -9/16
28/48  —3/4]
28/48  2/4]
7/48 /16
-8/48  4/16
-17/48  2/16
-20/48 0
-17/48 -2/16
-8/48 -4/16
7/48 -6/16
28/48 —2/4J

59



[1/4
1/4
1/4
1/4
1/4
1/4
1/4
1/4
L1/4

O O o ©O O O o o

—
o

[-1/4
-1/4
-1/4
~1/4
| —1/4
-1/4
-1/4
-1/4

| -1/4

~1/4 -20/48 -17/48
—2/4 -20/48 -8/48
~3/4 -20/48  7/48

1 -17/48 28/48
3/4 -17/a8 /48
2/4 -17/48 -8/48
1/4 -17/48 -17/48

0 -17/48 -20/48

-1/4 -17/48 -17/48 -1/16
-2/4 -17/48 -8/48 -2/16
-3/4 -17/48  7/48 -3/16

-1 -17/48 28/48

1 —20/48 28/48 O]
3/4 -20/48  7/48 O
2/4 —20/48 -8/48 0
1/4 -20/48 -17/48 0
0 -20/48 -20/48 O

0
0
0

-1 -20/48 28/48 OJ

1 -17/48 28/48
3/4 -17/48  7/48
2/4 -17/48 —8/48
1/4 -17/48 -17/48

0 -17/48 -20/48
-1/4 -17/48 17/48

—-2/4 -17/48 -8/48
- 3/4 -17/48  7/48
-1 -17/48 28/48

1/4]
316
2/16
1/16

~1/4])

-

~2/4
~6/16
~416

-2/16

2/16

416

6/16

2/4]

60



[-2/4
-2/4
—2/4
~2/4
—2/4
~2/4
-2/4
—2/4
[-2/4

[-3/4
-3/4
—3/4
-3/4
-3/4
-3/4
—3/4

1
34
2/4
1/4

0

-1/4

-2/4

~3/4
-1

3/4
2/4
1/4

~1/4
~2/4
~3/4

3/4
2/4
1/4

-1/4
~2/4
-3/4

~8/48  28/48  -2/4]
-8/48 -7/48 -6/16
-8/48  -8/48 -4/1¢6
-8/48 -17/48 -2/16
-8/48 —20/48 0
-8/48 -17/48 2/16
-8/48 -8/48  4/16
-8/48  7/48 /16
-8/48 28/a8  2/4]
7/48  28/48  -3/4]
7/48  7/48 -9/16
7/48  -8/48 -6/16
7/48 -17/48 -3/16
7/48 -20/48 0
7/48 -17/48  3/16
7/48 -8/48  6/16
7/48  7/48 916
7/48  28/48 3/4J
28/48 28/48  -1]
28/a8  7/48 -3/4
28/48 -8/48 -2/4
28/48 -17/48 -1/4
28/48 —20/48 0
28/48 -17/48  1/4
28/a8 -8/48 2[4
28/48  7/48  3/4
28/48 28/48 1]

Pré-multiplicando

transposta X', vem:

a matriz

X

pela

(@)
[

sua
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=

w uhy Ww ny

w

X'X

[a: A, A, A, A, A, A A, Al

P

-

p

8
LA,

X' = [AA, + AJA, + AJA; + BA, + AR, + AR + AR, + AA, + AA,]

[135/4 0 0 0 0 ]
0 1354 O 0 0
X'X = 0 0 693/64 0 0
0 0 0 69364 O

L 0 0 0 0  225/16,

Portanto, a inversa (X'X)™' ¢é facilmente

obtida, como se segue:

(4135 0 0 0 0 |
0 4135 O 0 0
(xrx)* =| O 0 64/693 0 0
0 0 0 64693 O

e 0 0 0  16/225]

Entdo, para r repetigdes, as varidncias das

estimativas dos coeficientes polinomials serdao dadas por:

viB) = 5
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693r

225 "

4.1.5.5. Variincias das estimativas dos coeficientes
do polindmio do segundo grau, nos

Delineamentos Fatoriais 32, 52, 7% e 92.

As variancias das estimativas dos

coeficientes polinomiais nos 4 delineamentos fatoriais sao

dadas na Tabela 4.

Tabela 4. Variadncias das estimativas dos coeficientes do
polindémio do segundo grau, nos Delineamentos

Fatoriais 3%, 5%, 7% e 9°. (0s valores desta

tabela devem ser multiplicados pela fracdo ¢°/r).

Fatorial V(Bi) V(Bii) V(B12>
32 0,1666667 0,5000000 0,2500000
52 0,0800000 0,2285714 0,1600000
72 0,0459183 0,1377551 0,1033163
g2 0,0296236 0,0923520 0,0711111

Comparando estas variancias (Tabela 4) com
as variadncias das estimativas dos coeficientes polinomiais

do Delineamento em Angulos Complementares, quando o mesmo €



ortogonal, e ajustadas para O  mesmo intervalo de

comprimento (Tabela 3), vem:

1) Com relagdo a V(ﬁJ, o) Delineamento em Angulos

Complementares, quando o mesmo ¢é ortogonal, ¢ mais
eficiente do que o Delineamento Fatorial 3° e menos

eficiente do que os Delineamentos Fatoriais 5%, 7% e 9.

2) Com relagdo a \4ﬁn), o Delineamento em Angulos

Complementares, quando o mesmo ¢ ortogonal, ¢é mais
eficiente do que o Delineamento Fatorial 3° para 0, < 45°
e mesma eficiéncia quando 0; = 45° e menos eficiente do

que os Delineamentos Fatoriais 5%, 7% e 9°.

3) Considerando a \4Bn), o Delineamento em Angulos

Complementares, quando o mesmo ¢ ortogonal, ¢é mais
eficiente do que o Delineamento Fatorial 3° para 0; > 0°
e mesma eficiéncia quando 6; = 0° e menos eficiente do

que os Delineamentos Fatoriais 5%, 7% e 9°.

Nas comparagdes efetuadas anteriormente, nao
se considerou que na experimentagdo a ser efetuada se deve
ter o mesmo custo em termos da &rea total do experimento.
Portanto, para que a comparagdo seja exeqiiivel é necessario

igualar-se o numero de parcelas dos 5 delineamentos

considerados.



Delineamento Fatorial 9°

este o0 maior em termos de parcelas,

Assim,

tomando-se como

que tem 81 parcelas,

referéncia
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O

visto ser

tem-se que repetir os

demais delineamentos tantas vezes quantos forem os
resultados razdes 81/9; 81/25; e 81/81,
respectivamente, aos Delineamentos Fatoriais 3%, 5%, 77 e 9°
(Tabela 5). relacao Delineamento em Angulos
Complementares, o n® de repeticdes é dado pela razdo 81/17
(Tabela 6).
Tabela 5. Variédncias de estimativas dos coeficientes do
polindmio do segundo grau, nos Delineamentos
Fatoriais 3%, 57, e 9%, considerando a mesma
area total de 81 parcelas e o mesmo comprimento
de intervalo. Os valores desta tabela devem ser
multiplicados por o°.
Fatorial V(Bi) V(Bﬁ) V(ﬁn)
3° 0,0185185 0,0555556 0,0277778
5° 0,0246913 0,0705467 0,0493827
7¢ 0,0277778 0,0833333 0,0625000
9¢ 0,0296296 0,0923520 0,0711111
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Tabela 6. Varidncias das estimativas dos coeficientes do
polindmio do segundo grau, no Delineamento em
Angulos Complementares, considerando-se o mesmo
intervalo de comprimento e a mesma area total
utilizada (81 parcelas). Os valores desta tabela
devem ser multiplicados por c°.
Valor de 6; Valor de Variancias
(graus) 8 B, B B
0 0,8412501 0,0254512 0,0698412 0,0524691
3 0,8423721 0,0254163 0,0699796 0,0523252
6 0,8457422 0,0253116 0,0703979 0,0518952
9 0,8513712 0,0251379 0,0703979 0,0511851
12 0,8592718 0,0248961 0,0711055 0,0502051
15 0,8694489 0,0245882 0,0721176 0,0489710
18 0,8818835 0,0242175 0,0734543 0,0475055
21 0,8965058 0,0237892 0,0771909 0,0458401
24 0,9131534 0,0233115 0,0796235 0,0440178
27 0,9315075 0,0227972 0,0824231 0,0420967
30 0,9510029 0,0222646 0,0855293 0,0401529
33 0,9707158 0,0217404 0,0888034 0,0382844
36 0,9892650 0,0212600 0,0919978 0,0366111
37,98 1,0000000 0,1000000 0,4473437 0,1700000
39 1,0048115 0,0210681 0,0965878 0,0359532
42 1,0152997 0,0212417 0,1026941 0,0365483
45 1,0190215 0,0213027 0,1049382 0,0367585
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Comparando-se as varidncias das estimativas
dos coeficientes do polindmio do segundo grau, nos
Delineamentos Fatoriais 3%, 5%, 7° e 9°, considerando a
mesma area de 81 parcelas e o mesmo intervalo de
comprimento (Tabela 5) com as varidncias das estimativas
destes mesmos coeficientes no Delineamento em Angulos
Complementares, gquando © mesmo & ortbgonal, com as 81

parcelas e o mesmo comprimento de intervalo (Tabela 6),

tem-se:

1) Quanto a V{ﬁJ, o Delineamento em Angulos Complementares,

quando o mesmo é ortogonal, ¢é menos eficiente do que o
Delineamento Fatorial 3° e mais eficiente do que os
Delineamentos Fatoriais 7° e 9%. Quando & < 0,86603, o
Delineamento em Angulos Complementares é menos eficiente
do que o Delineamento Fatorial 5° e & > 0,86603 é& mais

eficiente.

2) Considerando a V(ﬁn), o Delineamento em Angulos

Complementares é menos eficiente do que o Delineamento
Fatorial 3% e podera ser mais eficiente do que os demais

delineamentos, para certos valores de §.

3) Com relagdo a \dﬁm), o Delineamento em Angulos

Complementares é menos eficiente do que o Delineamento

Fatorial 3° e mais eficiente do que os Delineamentos
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Fatoriais 7° e 9°. Quando & < 0,86603, o Delineamento em
Angulos Complementares ¢é menos eficiente do gque o
Delineamento Fatorial 5° e para & > 0,86603 ¢é mais

eficiente.

4.1.6. Determinagdo das somas de quadrados devida aos

coeficientes polinomiais.

Pela teoria de modelos lineares, sabe-se que
a soma de quadrados devida a regressdao é dada por ﬁ'X’Y

Entdo, no presente delineamento, tem-se:
ZXM u |
ZXZu .1

. A . . (44—68)
X'y = [Bl B, B By Blz]' ZX“ Yo ZY

szud —(4+68)ZY
leu "uu

Assim

SQ regressdo = BIZ XY, EZZX Y, +

4+ 65 7
+B11{\Z xlu u (_i-]T—)- Z Y
BT -8 sy

+B14X X, Y

2u ~u
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Mas, como o delineamento é ortogonal e
portanto 0os coeficientes polinomiais sé&o estimados
independentemente, a soma de quadrados devida & regresséo

pode ser decomposta, em:

SQ (ﬁl) = B leu u

’
i
-
s
g
<

so (B.)
- lu ~u 17 - u

so (3 = fsn[zxfy, .. (ii"iaﬁzy}

2 i
SQ (Bzz) = Bz{Z qu u T M Z Y, J
SQ (Blz) = Blzz XX ¥y

Substituindo as estimativas dos coeficientes

polinomiais pelos seus respectivos estimadores, vem:

2 5o (B) = (4+662)(ZX Y)

17 ”

b) sQ (B,) =

pream Lt
)

2r8’(1 + 22 sen’ 0, - 1)’
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c) so (B.) = ——-1—7——*(2 X-‘,UXZUYJ

r(4 -+ 662)2 u

4.1.7. Analise de variancia do Delineamento em Angulos

Complementares
Se o Delineamento em Angulos Complementares
for repetido r vezes, em blocos ao acaso, tem-se o seguinte

quadro da anadlise de variidncia (Tabela 7).

Tabela 7. Quadro da Anédlise de Varidncia, no Delineamento

em Angulos Complementares, com r repetigdes
(blocos) .
Fontes de Variacgéao GL SQ
Total 17 r - 1 [ T

" 17r
Blocos r-1 1 )
17457
Bl l Blz XluYu
Bz l B2Z XzaYu
B 1 .l (4 + &%) ]
11 BILLZ XiuYu 17 Z Y“‘J
A 1 ul 4 + 65° 1
Bzz BZZLZ Xquu - ( 17 ) Z Ydj
Bzz l rBuZ XIUXZUYU
Falta de ajuste 11 SQ trats. - SQ Bl - SQ ﬁz"

-SQ Bn - SQ Bzz - 8Q Blz
Erro l6(r-1) por diferenga




5. CONCLUSOES

Do presente estudo, pode-se chegar

seguintes conclusdes:

5.1. A férmula de o que permite ortogonalizar

Delineamento em Angulos é dada por:

1/2

6 ~ y36 - 13(34sen® 0, cos* 0, - 9)
34sen’ 0, — 9
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as

5.2. Quando 671 = 30° obtém-se & = 0,9510029, valor esse

encontrado por RODRIGUES (1984) para ortogonalizar o

seu Delineamento em Angulos, para um sé ponto central.

5.3. As estimativas dos coeficientes polinomiais, quando o

delineamento é ortogonal, s&o dadas pelas seguintes

férmulas:

N 1
i = X511Y.y_1
b= ey 2%
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- 4 + 68°
s - (e
2

ﬁn = = -
2r84(1 + 2(2 sen? 91,1)2)
- 17
Blz - I(4 " 662)2 M Zu: XluXZUYu
. (4+68) . N
Bo - - _—:—LT]"”_' (Bu + Bzz)

As variéncias das estimativas dos coeficientes
polinomiais, gquando o delineamento é ortogonal, séo

dadas por:

V(ﬁn) = (218%1-%2(25en291—-1f))ﬂ.62

A 17 2
V(B ) = G*
P r(a+ 68
Com relagdo as V(ég e V(ém), para um mesmo

comprimento de intervalo dos niveis utilizados, o
delineamento é mais eficiente quando & = 1.

A

Considerando a V(B,,), para um mesmo intervalo de

11

comprimento, o delineamento é mais eficiente quando &

= 0,8412501.
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5.7. Comparando-se o Delineamento em Angulos Complementares
com os Delineamentos Fatoriais 32, 52, 72 e 92, para
um mesmo intervalo de comprimento e mesma &rea total a

ser gasta, na base da eficiéncia, tem-se:

5.7.1. O Delineamento em Angulos Complementares &
menos eficiente do gque o Delineamento Fatorial

3%,

A

5.7.2. Considerando as V(Bi) e V(ﬁm), o Delineamento em

Angulos Complementares é mais eficiente do que
os Delineamentos Fatoriais 7 e 92. Para & <
0,86603, o Delineamento em Angulos
Complementares ¢é mals eficiente do que os

Delineamentos Fatoriais 5 e quando & > 0,86603

é mais eficiente.

~

5.7.3. Com relagdo a V(&i), o Delineamento em Angulos

Complementares poderd ser mais eficiente do que
. . . 2 2 2
oS Delineamentos Fatoriais 5, 7 e 9,

dependendo do valor de §.

5.8. As somas de quadrados referentes aos coeficientes

polinomiais s&o dadas por:



(@)l

8.1. 50 |
8.
8.3 SQ(

B,

- T [? o

M

2rs 1+2(Zsen 0, —1))

)= ]

r(4 + 652>
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EXEMPLO DE APLICAGAO DO DELINEAMENTO EM ANGULOS

COMPLEMENTARES

Com o objetivo de exemplificar a aplicacéo
da.metodologia desenvolvida no presente estudo, foi
simulado um experimento do Delineamento em Angulos
Complementares, em Dblocos ao acaso, com 4 repeticdes,
quando & = 1,0048115 (Figura 4).

Os dados apresentados foram obtidos através
de uma funcéo polinomial onde adicionou-se erros
provenientes de uma distribuigdo normal, com média zero e

desvio padrdo igual a um (Tabela 8).
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Tabela 8. Dados de um Delineamento em Angulos
Complementares, quando o mesmo é ortogonal e & =
1,0048115, com 4 repeticgdes.

Tratamentos Blocos

o Total
codificados I I1 ITI Iv
1 1 32,85 35,55 34,30 33,57 136,27
1 -1 29,23 27,04 29,36 28,58 114,21
-1 1 27,19 28,79 27,64 27,56 111,18
-1 -1 25,40 24,76 25,69 24,28 100,13
a b 33,20 33,79 32,22 32,12 131,33
a -b 29,19 29,45 30,43 30,40 119,47
-a b 28,72 29,50 28,17 27,18 113,57
-a -b 26,77 25,51 25,41 27,08 104,77
b a 33,14 33,32 32,30 32,69 131,45
b -a 27,94 28,15 30,61 29,52 116,22
-b a 30,12 29,51 28,61 28,96 117,20
-b -a 26,97 27,84 25,94 25,91 106, 66
5 0 30,81 31,47 32,53 32,45 127,26
-5 0 28,40 26,06 27,54 26,92 108,92
0 S 31,52 32,13 31,66 29,48 124,79
0 -5 26,33 26,87 28,65 28,13 109,98
0 0 30,21 30,44 28,69 29,40 118,74

Total 497,99 500,18 499,75 494,23 1.992,15

91 = 39°

8 = 1,0048115

a =98 cosb] = 06 cos 39° = 0,7808852

b = § senf] = & sen 39° = 0,6323483
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FIGURA 4. Delineamento em Angulos Complementares, para
9, = 3%° e & = 1,0048115



1.

Determinacdo dos coeficientes polinomiais.

1.1. Determinacé&o de él

ZX“Y‘*‘ 98, 001989
B, = u = ! = 2,4359512
r(4 + 68%)  40,231508
1.2. Determinacdo de ﬁz
ZX°“Y“ 81,178986
" 2 ]
Bz - u — ! = 2,0177962

r(4 +65°) 40,231508

1.3. Determinacdo de ﬁu

i (a-68)
D TR B VD ki
" 2r64(1 +2(2sen’ 8, - l)2>

- 1174,8692 - 1178,6350
B,, = = -0,4250323

N 8,8601259

1.4. Determinacdo de Bn

, (4 +68%)
R

2

\
)

{ / ° \
2r8*(1 + 2(2sen® 8, - 1)

A 73,9473 - 1178, 635
g, = X 4 11 2 = _0,5291008

8,8601259

86



1.5. Determinacgao de ﬁm
A 17
Bm = T TG Z X KoY,
r(a+68°) S
1.6. Determinacédo de ﬁo

A T 44—682(~ > )

Bo = 7 Bn + B12
By =
B, = 30,19689

87

252,22702

0,6233314
404, 64352

= 29,296324 - 0,5916398(-0, 4250323 - 0, 5290782)

2. Determinacdo das Somas de Quadrados

2.1. Determinagdo de SQ Total

. (zu)

" 1l7r

SQ Total

]
]

SQ Total 459,422000

2.2.

SQ Blocos = 1,339840

Determinacdo de SQ Blocos
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2.3. Determinacdo de SQ Tratamento

1
SQ Tratamento = = » T/ - C
r:
SQ Tratamento = 417,449000
2.4. Determinacéao das Somas de Quadrados dos

Coeficientes Polinomiais.

2.4.1. Determinacdo de SQ (ﬁl)

SQ (éz) = él'ZXIuYu

s0 (B,) = 2,4359512 x 98,001989 = 238, 728060

2.4.2. Determinacgdo SQ (ﬁ:)
SQ (él) = é2zx2uYu

so (B,) = 2,0177962x81,178986

0

| @)
—
w»
N
S—"

1

163,802650



2.4.3. Determinacdo de SQ (Bn)

N A ) (4 +68%)
SQ (Bll) = Bll ZXZuYu - T'ZYU

50 (B,,) = -0, 4250323x(~3, 7658)
so (B, = 1,600587)

2.4.4 Determinacdo de SQ (Bm)

A

sQ (B,.) = 2,480372
2.4.5 Determinacdo de SO ()
50 (B.) = .3 waxa,
s0 (B,) = 0,6233314x14, 836883

A

50 (B,) = 9,248037
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2.4.6. Determinacdo de SQ Falta de ajuste

A

SQ Falta de ajuste = SQ Tratamento - SQ ﬁl - SQ B,

- SQ ﬁu - SQ Bzz - 3Q Blz

SQ Falta de ajuste 417,449000 - 238,728060 -
- 163,802650 - 1,600587 -
- 2,480372 - 9,248037 =

0,249460

2.4.7. Determinacdo da SQ Erro

SQ Erro = SQ Total - SQ Bloco - SQ Tratamento

SQ Erro = 40,632800

Portanto, temos o seguinte Quadro de Analise

de Varidncia (Tabela 9):
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Tabela 9. Quadro da Anélise da Variéncia

F.V. GL SQ oM F
Total 67 459,422000 - -
Blocos 3 1,339840 0,446615 -

61 1 238,728060 238,728060 282,01**
Bz 1 163,802650 163,802650 193, 50**
ﬁu 1 1,600587 1,600587. ~ 1,89
ﬁm 1 2,480372 2,480372 2,93
ﬁm 1 9,248037 9,248037 10,92*~*
Falta de ajuste 11 0,249460 0,022678 -
Erro 48 40,632800 0,846517
3. Determinagdo das estimativas das variancias das

estimativas dos coeficientes polinomiais.

3.1. Determinacdo da ﬁ(éi)

F(B) = —— &
: r(4 + 68"

0,846517
)= L= =0,0210411
40,231508

)
—
o>
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3.2. Determinacdo da v(ﬁn)
1

V(Bii) = 2]:84(1 + 2(2 en’ 6, - 1)2) .C

2

. 0,846517
7By ) = 2222217 _ g, 0955423
8,8601259

3.3. Determinacgado da V(ﬁm)

Determinacdo dos valores de "t"para testar as hipdteses
de que as estimativas dos coeficientes polinomiais né&o

diferem de zero.

4.1. Valor de "t" para testar Hy :B1 = 0 vs H1 : P2 O

A

B, 24359512
Jﬁ(ﬁJ ~ Jo,0210411

t = = 16,79

4.2. Valor de “t” para testar Hy; : B = 0 vs H; : B = O

B, 2,0177962

t = T —J—O—-2—4—213,91
JVU%) ,0210411




4.3. Valor de “t” para testar Hyo : B:;; = 0 vs H;

B.. ~0,4250323
© T Ry Joosssazs . °
Jilg,) Vo

4.4. Valor de “t” para testar Hy : B, = 0 vs H;

B,, -0,5291008

= -1,71
v0,0955423

4.5. Valor de “t” para testar Ho : B, = 0 vs H;

B., 0,6233314

© = o) ~ Joosssear
Wp.) VO

Bi

BZZ

Biz

#
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5. Estudo do méximo, minimo ou ponto de sela através de

congruéncia de matrizes.

l"2[311 ﬁlZ -]
5218, %)

Substituindo, vem

[-0,8500646 0,6233314 |

H =
L 0,6233314 —1,0582016J

L, = 0,8500646 L, + 0,6233314 L,
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[-0,8500646 0,6233314 |
H= 0 «0,5109977J

Usando o mesmo procedimento para as colunas,

temos:

C, = 0,8500646 C2 + 0,6233314 C1

[-0,4250323 0 )

i 0 —Q434381J

Como a matriz é definida negativa, entdo a

fungdo atinge o ponto de maximo.
5.1. Determinagdo do maximo da funcgédo.

A equagao polinomial do segundo grau, com

duas variaveis, no presente exemplo, foili estimada em:

¥ = 30,19689 + 2,4359512X,, + 2,0177962X,, —

~0,4250323%%, - 0,5291008X;, + 0,6233314X, X,,

Para se determinar o maximo da funcdo, visto
que a matriz anteriormente estudada foi negativa definida,

devemos determinar:

- = 2,4359512 — 0,800646X,, + 0,6233314X,,
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a3,
3 = 2,0177962 - 1,0582016X,, + 0,6233314X,,
2u
F d o, 0 o, 0
azendo = e = 0, vem:
axlu 6XZu

0,8500646X;, — 0,6233314X;, = 24359512

-0,6233314X, + 1,0582016X,, = 20177962

Resolvendo o sistema de eqgquacdes em forma

matricial, obtem-se:

[0,8500646 -0,6233314][x° 1 [24359512]

1u

-0,6233314 1,0582016_l' .0 L2,0177962_|

2u

A = 0,5109977

%] 1 [1,0582016 0,6233314][2,4359512]
LX;J - o,5109977Lo,6233314 O,8500646_|'L2,0177962J

(%, 1 T[7,5058715]

{x;u - L6,3281339J
Valores de X;, e X, onde a fungdo atinge o

ponto de maximo.





