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Vii i. 

O problema considerado foi o de estimar as fre 

quências esperadas m .. k de uma tabela de contingência ·RxSxT
1 J 

quando algumas frequências marginais são consideradas fixas. 

Admite-se que os dados são provenientes de uma única popula

ção multinomial. 

O principio da informação mfnima de discrimi

naçao e usado para gerar hipóteses de interesse concernentes 

a interações e efeitos na análise de uma tabela de contingê� 

eia tridimensional. O método baseado na informação mfnima de 

discriminação conduz a modelos log-lineares e permite calcu

lar as estimàtivas das frequências esperadas em cada casela 

sob várias hipóteses de interesse, assim como também 

essas hipóteses. 

testar 

Para as condições estabelecidas, isto é, quan

do impõem-se restrições nas frequências marginais observadas, 

a x*-tabela fornece estimativas de máxima verossimiihança e a 

estatistica da informação minima de discriminação é igual a 

duas ·vezes o logarftimo natural da razão de verossimilhança com 

sinal menos. 

A estatística da informação mfnima de discri

minação, sob uma determinada hipótese, pode ser analisada em 
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componentes que por sua vez são estatísticas de informação mí 

nima d� discriminação sob sub-hipóteses , dado que essas esta

tísticas são aditivas, assim como tambim os graus de liberda-

de associados. Uma tabela de anã li se de informação pode ser 

construída onde a tabela apresenta uma análise aditiva compl� 

ta da tabela de contingência e não apenas uma parte da anâl i

se. 

Apresenta-se um exemplo ilustrativo e, para uma 

tabela de contingência de três entradas, são dadas tabelas 

de análise de informação. Foi elaborado um programa computa

cional em Pascal. 
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ON THE ANALYSIS OF THREE-DIMENSIONAL CONTINGENCY TABLES: 

APPLYING THE PRINCIPLE OF MINIMUM DISCRIMINATION INFORMATION. 

SUMMARY 

Author: LUSBI ANTONIO HERRERA SANDOVAL 

A d v i se r : P r o f • D,r . A N T O N I O F R ANC I S C O I EM MA 

ln its simplest formulation the problem considered 

is to estimate the cell frequencies m
ijk 

of an R X s X T 

contingency table for w hich certain marginals are considered 

as fixed. We shal 1 look upon a contingency table as a single 

sample from a multinómial population. 

-The principle of minimum discdmination information 

is used to generate hypotheses of interest concerning various 

interactlons and effects in the analysis of three-dimensional 

contingency tables. The minimum discrimination information 

approach leads to loglinear m odels and enables one to find 

estimates of cell frequencies under various hypotheses and 

to test these hypotheses. 

For the procedures discussed herein with observed 

marginals as the given constraints, the 0-table provides maximum 

1 ikel ihood estimates and the minimum discrimination information 

statistic turn out to be equal to minus twice 

logarithm of a likelihood ratio.

the n=it-11.-=il 
- ... _' - 1 

The minimum discrimination information statistic 

under an hypothesis can be analysed into components under su� 

hypotheses, since the minimum discrimination 

statistics are additive, as are the associated 

information 

degree s of 
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freedom. An analysis of information table may be constructed 

wherein the. table p resents an add itive analysis of the complete 

contingency table, rather than just a esp ecial segment of the 

analysis. 

An i 1 lustrative example and analysis of in-

formation tables are given for a three-way contingency table. 

A Pascal program to aid in th e computation has been prepared. 



1. 1 NTRODUÇÃO

Consideremos, dentre outras, duas maneiras 

usuais de coletar dados estatísticos. Uma maneira e re

gistrar a medida de interesse para cada indivíduo. Uma 

outra maneira é classificar os indivíduos como perte�cen

tes a diferentes categorias de acordo a possuirem ou não, 

um ou vários atributos. 

Se os indivíduos de uma população podem 

ser descritos como pertencentes a uma das l categorias do 

atributo�' a uma das l categorias do atributo S e  a uma 

das� categorias ou níveis do atributo I, então tem-se u

ma distribuição de freqüências dos indivíduos em R x S x T 

classes. Ao tomar-se uma amostra de tais indivíduos o re 

sultado será uma tabela de classificação cruzada de três 

entradas. 

A informação que se deseja obter de uma 

tabela de contingência é geralmente de natureza prelimi-

na r. Pode ser de interesse conhecer a inter-relação ou 

associação entre uma classificação e uma ou mais das ou

tras classificações. Se em um experimento concluiu-se que 

um determinado atributo desejável está associado i pre-

sença de óutra característica, pode-se orientar uma futu-



2. 

ra pesquisa no sentido de se obterem indivíduos 

c ar a·c ter í s t i c a . 

com essa 

A estrutura de uma tabela de contingência 

tridimensional, geralmente e avaliada mediante a formula

ção das seguintes hipóteses: (a) independência mutua com

pleta das três variáveis; (b) independência parcial de 

uma variável das outras duas conjuntamente; (c) indepen-

ciência condicional de duas variáveis em cada nível da terceira e 

d) ausência de interação de segunda ord�m ou ausência de interação

entre as três variáveis. Para testar essas hip6teses, · as 

estatísticas usuais tem sido a X 2 de Pearson, a X 2

P n 
modi-

ficada de Neyman, o teste da razão de verossimilhança e o 

método de análise proposto por GRIZZLE, STARMER & KOCH 

(1969), conhecido como método GSK, que considera o uso de 

modelos lineares na análise de tabelas de contingência. 

Também, quando as observações têm distribuição de Poisson, 

pode-se uti 1 izar a metodologia dos modelos I ineares gene

ralizados propostos por NELDER (1974). 

Um procedimento alternati�o pode ser obti

do através da aplicação do princípio da informação mínima 

de discriminação, formulado por KULLBACK (1959). Ocorre 

que, apesar de ser altamente eficiente, esse procedimento 

tem sido pouco divulgado nos livro-textos elementares, 

dado o excesso de formalismo e rigor com que é apresenta

do, em geral, pelos autores, exigindo do leitor um conhe

cimento elevado de estatística matemática� Nesse contex-

to, o tema praticamente inexiste em periódicos inerentes 

às áreas aplicadas. Isto sem dúvida restringe drástica-
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mente sua divulgação e por conseguinte suas aplicações. 

Assim, por exemplo, encontra-se em IRELAND & KULLBACK 

(1968), um estudo formal sobre o uso da informação mínima 

de discriminação para tabelas de dupla entrada quando as 

probabi 1 idades marginais são conhecidas. 

A revisão bibliográfica nao registrou es

tudos formais para tabelas com mais de duas entradas. A 

bem da verdade, KU et alii (1971), KULLBACK & FISHER 

(1973) e KU & KULLBACK (1974), apresentam apenas resulta-

dos para tabelas tridimensionais com freqüências 

nais fixas. 

margi-

Pretende-se aqui, como uma aplicação da 

informação mínima de discriminação, apresentar um estudo 

formal sobre a análise de tabelas de contingência comple

tas de três entradas, com dados provenientes de uma Única 

população multinomial e com algumas freqüências marginais 

consideradas como fixas, visando atingir profissionais de 

areas aplicadas em geral. 

Para tanto, o estudo da teoria da informa

çao é abordada de modo tão didático quanto possível. Os 

principais teoremas são demonstrados em linguagem acessí

vel a profissionais da pesquisa agropecuária, visando o

timizar a assimilação. Apresentam-se exemplos ilustrati

vos, além de um programa computacional auto explicativo. 
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2. REVISÃO DE LITERATURA

BISHOP et aZii (.1977), KULLBACK (1959), 

FIENBERG (1978), dentre outros, concordam ao afirmar que 

a análise de dados discretos multivariados, especialmente 

na forma de tabelas de contingência tem ocupado um lugar 

de destaque na literatura estatística, a partir dos tra

balhos de Karl Pearson em 1904 e de R.A.Fisher em 1925. 

KULLBACK (1959), observa que Fisher em 

1925, em seu trabalho sobre Teoria da Estimação Estatís

tica, definiu uma medida da quantidade de informação que 

é proporcionada pelos dados acerca de um parâmetro desco

nhecido. O autor considera que essa medida é o primeiro 

uso da informação em estatística matemática. 

WALD (191¼5), define um teste seqüêncial de 

hipóteses estatísticas como sendo aquele em que em qual

quer etapa do experimento, seguindo uma regra estabeleci

da, pode-se tomar uma das seguintes decisões: (i) aceitar 

a hipótese nula que está sendo testada; (ii) rejeitar a 

hipótese nula (aceitar a hipótese alternativa) ou (iii) 

continuar o experimento fazendo observações adicionais. 

Considerando a primeira observação ou en-

saio, uma das três decisões mencionadas acima�i tomada. 
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Ao tomar-se a primeira ou a segunda decisão, o processo é 

terminado. Se pelo contrário, toma-se a terceira 

são, então realiza-se um segundo ensaio. Sobre a 

deci

base 

das du•s primeiras observações-uma das tr�s decisões é 

tomada e se a terceira é a escolhida, então realiza-se um 

terceiro ensaio e assim sucessivamente. O processo con-

tinua até que se tome uma das duas primeiras decisões. 

Seja� o número de observações -necessárias para que o 

processo termine. Então n é uma variável aleatória pois 

o valor de� depende do resultado das observações. S-upo-

nha-se que antes de tirar a amostra exi-sta uma probabi 1 ida

de conhecida que H0 seja verdadeira. Denotemos estra pr�

babilidade por g 0
• Então a probabilidade a priori que H1

seja verdadeira é g 1 
= 1 - g º. Depois que tivermos efe-

tuado várias observações, teremos obtido alguma 

ção adicional, a q�al afetará a probabilidade que 

informa-

(i = 0;1) seja verdadeira. 

H. 
1 

Sejam g º e g 1 as pro�abilida-m m 

desa posteriori que H0 e H1 sejam verdadeiras, respecti-

vamente, d�pois que� observações foram feitas, então 

conhecido pelo teorema de Bayes que: (ver Apêndice 1) 

g º p º glpl 

g º m gl m onde = e = 
' m 

g
º p º glpl m 

g º p º glpl 
+m m m m 

i 
Pm 

= p!(x1, Xz, . . .  ' xm) ' denota· a f . d . p . no espaço amos-

tral m-dimensional sob as hipóteses Hi (i = O; 1). Este 

trabalho, segundo KULLBACK ·(1959), pode ser considerado 

como a mai�r contribuiçio is aplicações estatfsticas da 

teoria da informação. 
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BARTLETT (1935), estudou a hip6tes� de nao 

-interação entre os três fatores numa tabela de contin· 

gêncla 2 x 2 x 2 e estabeleceu que a �ip6tese de não-1n

ter�çio indica que a associação entre duas variiveis i a 

mesma para os dois nfvei_s da terceira variivel. Essa as

sociação imedida pelo logaritmo da razão dos produtos 

cruzados, isto é, não hi interação de segunda ordem se: 

ln 
p 111 P221 

ln 
P112 P222 e l k= para 

P121 p 2 11 P122 P212

ln 

p l 11 P212 
=· ln 

P121 P222 i k 1· ' e para 

P112 P 21 1 P122 P221 

ln 
p 1 1 1 P122 

ln 
p 211 P222

l e k = para
p 112 P121 P212 P221 

ROY & KASTENBAUM {1956), numa situação em 

que as observações independentes são freqüências de uma 

tabela de contingência multidimensional e onde apenas o 

numero total de observações é considerado fixo, justifi

caram e generalizaram o teste de hip6teses de não intera

çao. Mostraram que os resultados de BARTLETT (1935), são 

casos particulares dos resultados obtidos ·por eles e des

tacaram as seguintes diferenças: (i) os resultados de 

BARTLETT (1935) estão referidos a situações em que os to

tais marginais de dupla entrada sao considerados fixos e, 

(ii) no trabalho de BARTLETT (1935) nao aparece qualquer

indicação do mecanismo matemitico que está por tris de sua 
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formulação de hipóteses de nao interação. Para uma tabe-

la geral R x S x T, estabeleceram a seguinte 

para a hipótese de 11 não-interação 11 : 

formulação 

Prst pi j t Prsk p .. k
f k 

= 1 , 2 , 
. . .  ' ( t -1 ) 

lj 

= para 

t
= 1 , 2 , ( s -1 ) 

pist P r j t Pisk p r j k
. . . , 

= 1 , 2 , 
. . .  ' ( r - 1 ) 

observa-se então, que têm-se (t-1) (s-1) (r-1) restrições 

sobre os p .• k; 
1 J 

k == 1,2, ... , t. 

= 1,2, ... , r; j = 1,2, ... , s e

KULLBACK (1959), apresenta um estudo geral 

sobre teoria da informação e sua aplicação nos testes de 

hipóteses estatfsticas. Afirma que a teoria da informa

ção fornece uma unificação de resultados estatfsticos co-

nhecidos e conduzi obtenção de novos resultados. Este 

livro é de fundamental importância para o nosso trabalho. 

O teste da razão de verossimilhança é usa

do por DARROCH (1962) para testar a hipótese de não inte

ração de segunda ordem numa tabela tridimensional e afir

ma que se numa tabela desse tipo temos um conjunto com

pleto e consistente de restrições de segunda ordem, isto 

é, todos os totais das marginais, então a hipótese de 

não interação àe segunda ordem conduz a um único conjunto 

de probabilidades para as diferentes caselas. 

GOOD (1.963), utiliza o princfpio de máxima 

entrripia para gerar hipóteses nulas e o aplica principal

mente em tabelas·de contingência multidimensionais. De-
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monstra também que se um conjunto completo de 

de ordem r sao dadas, então a hipótese de não 

restrições 

interação 

de ordem r e interações de ordem superior,l�va a obter um 

único conjunto de pro�abil idades para as caselas se as 

restrições são consistentes. Um tipo de dualidade entre 

máxima entropia e máxima verossimilhança é provada. 

t importante mencionar o trabalho de BIRCH 

(1963), que obteve estimativas de máxima verossimilhança 

para as freqüências esperadas numa tabela de contingência 

tridimensional. O autor demonstra que sob vários esque-

mas amostrais obtêm-se as mesmas estimativas de máxima ve 

rossimilhança, além de ressaltar as seguintes proprieda

des: (i) as equações de máxima verossimilhança têm solu

ção Única quando a verossimilhança é maximizada; (ii) as 

estimativas de máxima verossimilhança são as mesmas sob 

vários esquemas amostrais e; (iii) essas estimativas 

estatísticas suficientes. 

sao 

GOODMAN (1964), apresenta um teste baseado 

na análise das freqüências observadas para testar a hipó-

tese H
0: a interação entre os três fatores é zero, numa 

tabela de contingência 2 x 2 x k. 
. 

Quando H0 e verdadei-

ra, o teste estatístico tem uma distribuição assintótica 

de x
2 com K-1 graus de liberdade e o autor introduz um 

método para particionar esse teste estatístico em k-1 com 

ponentes assintoticamente independentes, cada um com um 

grau de liberdade. Nesse trabalho é desenvolvido um tes-

te aproximado para H
0 

em tabelas de contingência 2 x J x k 

. e  I x J x K. Temos que salientar que o autor apresenta 
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métodos que fazem possível estimar a magnitude da intera

ção entre os três fatores, obter intervalos de confiança 

para essa interação e, ainda, testar a hipótese que essa 

interação é igual a algum valor especificado. 

BHAPKAR ( 1966), demonstrou que para testar 

hipóteses lineares do tipo H0

t, onde as 1 inhas de Fk são! funções independentes das

P 
1 

5 e O ' = [ P 1 1 ' P 2 1 ' · • · ' P ( r -1 ) 1 ' · · · ' P 1 s' Pzs' • · · ' p( r-1) J

en1 dados categorizados provenientes de� populações mul-

tinomiais com� categorias, a estatfstica Xy de Neyman e 

equivalente (isto é, idêntica algébricamente) à estatfs-

tica de Wald. Mostra também que para testar h i pó te se s não 

lineares essas estatísticas continuam sendo equivalentes 

se aplicamos a técnica de 1 inearização de Neyman. Em am-

· bos os casos a estatística xf deve ser definida, isto e,

todas as freqüências das diferentes categorias sao posi

tivas.

BHAPKAR & KOCH (1968), consideram o rela

cionado com a formulação de hipóteses de não interação p� 

ra diferentes situações experimentais que produzem dados 

na forma de tabelas de contingência multidimensionais. 

Enfatizam a distinção entre "fatores", os quais denotam 

uma classificação descrevendo algum aspecto da sub-popu

lação à que o indivfduo pertence e 11 respostas 11 , as quais 

denotam uma classificação descrevendo alguma caracterfs

tica observável que possa acontecer com ele durante o ex-

perimento. Consideram ainda que 11fatores" têm as marginais 

totais fixas e as "respostas" têm as marginais totais a-
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leatorias. No caso de tabelas de contingência tridimen-

sionais, têm-se os seguintes modelos:. (ij três respostas, 

nenhum fator. Os aspectos considerados são análogos aos 

problemas de independência e correlação na análise mui-

tivariada; (ii) duas respostas, um fator. Neste caso es 

taremos interessados não apenas na associação entre as 

respostas mas também no efeito do fator sobre elas; (iii) 

uma resposta, dois fatores. Os aspectos considerados sao 

análogos aos problemas da análise da variância. Os cor-

respondentes testes estatísticos estão baseados nos ·t-er I e 

rios de Wald. 

GOODMAN (1968), apresenta vários métodos 

adequados � análise de tabelas di contingência nao trun

cadas (aqueias nas quais nenhuma das caselas e omiti-

da) que podem também ser aplicados� análise de tabelas 

freqüên-de contingência truncadas (aquelas nas quais as 

cias de algumas das caselas são omitidas da análise ou 

porque foram perdidas, ou por serem vazias, ou por algum 

tipo de restrição). Numa tabeia de contingência R x C e 

considerado um subconjunto� de caselas e as linhas e co

lunas são definidas como "quase-independentes" se as pro-

porçoes pij

case las (i, 

podem ser escritas como p .. = a.b;, 
1 J I J 

j) E S, onde a. e b. são constantes 
1 J 

para as 

positi-

vas. O autor destaca que esse conceito é muito úti 1 para 

analisar tabelas nas quais algumas caselas sao omitidas, 

pois permite uma análise mais detalhada da associação en

tre os níveis das variáveis categorizadas� e C. 

De forma similar, ao caso de tabelas nao 
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truncadas J quando numa tabela de contingincia as linhas e 

as do lunas nao são quase-independentes, é de interesse e� 

timar o tipo e a magnitude da interaçãoou associação pre-

sentes na tabéla. GOODMAN (1968) discute a estimação das 

interações presentes nesses tipos de tabela e apresenta 

tris métodos de anilise para as tabelas truncadas: (i) ·um 

método baseado na partição da tabela truncada em a-

propriadas subtabelas; (ii) um método baseado na estima-

ção das freqüincias esperadas caiculadas sob a hipótese 

de quase-independincia, e (iii) um método baseado na· es

timação de cer tas interaç�es. 

IRELAND & KULLBACK (1968), estimaram as 

probabilidades p .. das case las de uma tabela de
1 J contin-

gincia R x. C quando as pr obabilidades marginais p. e p . 
1 • • J 

são conhecidas e fixas, minimizando a informação de dis-

crimin·ação 1 (p 1r) = E p .. ln(p .. /7T •• ), onde 
i j I J I J I J 

proporçoes observadas em cada casela. 

7T •• 
1 J sao as

. p 
-

i. • -

a. E b. 7T •• e p . = b. Ea. 7T •• , como estimadores das
1 j J IJ ,J J i I IJ 

probabilidades, onde os a. e os b. são determinados su-
1 J 

jeitos �s restriç�es das probabilidades marginais. Em lu 

gar de achar os valor es correspondentes aos ªi e aos b. '
J 

consideram um processo iterativo para obter os valores de 

Pfj. Os autores usaram os resultados de Neyman (1949) 1 é demons

traram que os estima dores são BAN (Best asymptoticaUy no:r>

maZ) e que o procedimento iterativo é convergente. 

1 NEYMAN, J. Contribution to-the theory of the x 2 t est. 
Berkeley Symp. 239-273, 1949. 

Proc. 
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Usando as noções básicas da teoria da in

formação, KU & �ULLBACK (1963) apresentam um estudo uni

ficado da análise de tabelas de contingincfa multidimen

sionais e propuzeram � princípio da informação mínima de 

discriminação para gerar hip6teses de interesse 

certas marginais são consideradas como fixas. 

quando 

Para cada 

conjunto de marginais fixadas, .é obtido um Único conjunto 

de estimativas das probabilidades das caselas {p*}, mini-

mizando a informação de discriminação. Esse conjunto 

{p*} corresponde às estimativas das probabilidades das c� 

selas representando não interação e podem ser expressas 

numa forma linear na escala logaritmica. Por exemplo, 

ln p* = const. + ln a. + ln b., 
i j I J 

onde 

a • 
1 

e b. 
J 

sao funções das probabi 1 idades das case las das 

correspondentes tabelas de uma entrada com as marginais 

fixas. A diferença entre as probabi 1 idades estimadas dos 

dados (proporções observadas) e {p*} é por esse motivo u-

ma medida da interação. A analogia entre a análise de in 

formação e a análise de variância e ressaltada. Para re-

duzir as dimensões de uma tabela e também a complexidade 

da análise, a hip6tese de não interação é interpretada 

como equivalente a 11as tabelas com marginais fixas sao 

suficientes e contêm toda a informação de uma tabela com

pleta". 

ri • , 
1 • 

GRIZZLE et alii (1969), assumindo que há 

= 1, 2, ... , s, amostras de s distribuições mul-
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tinomiais, cada uma com � categorias de respostas, defi

nem µ funções das probabilidades verdadeiras de cada ca-

se la (n. . = 1 , 2, ... , s; j = 1 , 2, . .- . , r; í: 1T. • =
1 J j I J 

= 1). Sob .certas condições des�revem um procedimento ge-

ral não iterativo para ajustar essas funções a um modelo 

linear, para testar o grau de ajustamento do modelo e 

para testar hipóteses a respeit� dos parimetros do modelo 

1 i nea r. Nesse trab�lho é considerada a anil ise de tabe-

las de contingência como uma subclasse de problemas que 

podem ser abordados através de regressão ponderada. Os 

autores acham que essa unificação é meritória devido a 

simplicidade com que os modelos e hipóteses podem ser for 

mulados e testados. 

PLACKETT (1969), considera que os métodos 

amostrais para arranjar dados em tabelas de contingência 

tridimensionais conduzem a uma distribuição de probabi ]idade 

que pode ser obtida supondo que as freqüências de cada 

casela são variiveis Poisson independentes, as quais sao 

observadas sujeitas a certas restrições das freqüências 

marginais ou totais. Apresenta um resumo das idéias de 

BARTLETT (1935), ROY & KASTENBAUM (1956), DARROCH (1962), 

BIRCH (1963), G00D (1963), G00DMAN (1964, 1968) e KU & 

KULLBACK (1968) sobre associação, interação, estimação e 

teste de hipóteses e diz que quando as freqüências espe

radas são conhecidas, elas podem ser comparadas com as 

freqüências observadas, calculando-se 

A 2 = 2 ou 
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N�sse caso, so b H
0 

: nao interação de segunda ordem, am

bas as estatísticas convergem em distribuiçio para x
2 (v), 

onde v ,,; (r - 1) (s - 1) (t - 1), porém, para-um grupo de 

hip5teses hierárquicas, 6s valores de A 2 são aditivos e 

fornecem uma exata partição de x
2

, mas os valores de B 2

não são aditivos,exceto assintoticamente. 

Para tabelas de contingência m-dimensio-

nais, GOODMAN (1970) discute tanto a estimação direta das 

interações multiplicativas entre as� variáveis, como o 

teste indireto de hip5te ses relativas a essas interações. 

O autor considera hip5teses hierárquicas que podem ser e� 

pressas em termos de um ou mais dos seguintes conceitos: 

(a} o conceito usual de independência e equiprobabi lidade; 

(b) conceitos descrevendo propriedades condicionais rela

tivas a um subconjunto das m variáveis, dado o nível de
-

algumas das variáveis re�tantes; (e} conceitos relaciona

dos à usual logit-análise; e (d) conceitos relativos a um

modelo log-linear�

FIENBERG (1970), descreve o procedimento 

iterativo de ajustamento proporcional (PIAP) proposto i

nicialmente por Deming & Stephan (1940) 1 para estimar as 

probabilidades de cada casela de uma tabela de contingên

ci� R x C, baseadas nas observações e quando as �arginais 

totais p. 
1 • 

= L P·· _-, j IJ i = l, 2, .. , r; - e p • = r. .p .. ': • J i I J 

1 DEMING, W.E .. & STEPHAN, F.F. On a least squares adjustment of a 
sampled f�eqüency table when the expected marginal totals are 
known .. Ann. Hath. Stat i st. Ba 1 ti more, 11 : 427-444, 1940. 
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j = 1, 2, ... , c, são conhecidas e fixas. Deming e Ste-

phan propuseram o PIAP como uma fo rma de obter estimati

vas que minimizam 

E E (n .. - Np •• ) 2 /n .. ,,
1 J I J I J 

j 

suje ito as res triç�es das margina i s totais e assumindo 

n . . > O , ma s n ã o c o n s e g u i r a m p r.o v a r a c o n v e r g ê n c i a . 
IJ 

. 

FIEN 

BERG (1970)� também�apresenta um proc�dimento geométrico 

para demonstrar a convergência do processo iterativo numa 

tabela de contingência R x C e termina o seu trabalho com 

uma d iscussão sobre a extensão dos resultados obtidos a 

tabelas de contingência multidimensiona is e a tabelas com 

alguns zeros nas case1as. 

Suponha que X é uma variável aleatória com 

função de distribuição de probabil idade F (x),  desconhe-

cida. Antes de realizar um experimento é feita uma con

jetura in icial e determina-se que a função de .distribuição e

F
0 

(x). 

valor 

Depois de realizado o experimento e calculado o 

- -1
a = n E T ( X k) , onde 

T é uma função conhecida e x
1

, x
2

, .•. , Xk sao os valores 

de X em� ensaios independentes. De que forma pode o ex-

perlmentador modificar a sua suposição acerca de F (x), 

levando em conta a nova informação dada por esse nGmero? 

CAMPBELL (1970), considera que se pode modificar essa con 

jet ura através do uso de uma extensão do princípio de 

Gauss para a obtenção da distribuição de probabili dades 
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normal· e/ou atravis do mitodo da informação mfnima de 

discTiminação e demonstra que esses mitodos condutem a 

mesma afirmação acerca de F (x). 

KU et atii (1971) descrevem a estimação a

través do princfpio de informação mfnima de discriminação 

e é usado para obter estimativas para testes de hipóteses 

referentes. a ihterações e efeitos na an�lise de tabelas 

de contingência multidimensionais, quando algumas margi

nais são consideradas fixas. Eles destacam que quando se 

passa de uma tabela de contingência de dupla entrada � u

ma tabela multidimensional, aparecem novos problemas, 

dentre os quais destacam: (i) formulação de hipóteses de 

não interação; (i i) computação das freqüências esperadas 

e (ili) a interpretação de resultados. 

Um método passo a passo (step-by-step) e 

apresentado por GOODMAN (1971) para particionar um certo 

tipo de hipóteses H acerca de uma tabela de contingência 

multidimensional. No caso de tabelas tridimensionais, u

ma hipótese� pode ser particionada em (a) uma hipótese 

H' correspondente a uma tabela marginal de dupla entrada 

ignorando uma das três dimensões da tabela e (b) uma hi

pótese H" sobre independência, independência condicional 

ou equiprobabilidade condicional na tabela tridimensio-

na i t também proposto um procedimento passo a passo pa-

ra calcular estimativas de máxima verossimilhança para as 

freqüências esperadas numa tabela de contingência multi

dimensional sob H. Aplicando os métodos propostos nesse 

trabalho numa tabela tridimensional, pode-se facilitar a 
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análise de seis hipóteses hierárquicas acerca dos corres

pondentes modelos log-1 ineares. 

Um procedimento iterativo é proposto por 

GOKHALE (1971), para obter estimativas de máxima verossi

milhança das freqüências esperadas para uma classe de mo-

delas log-lineares em experimentos multinomiais. A con-

vergência do método também é demonstrada, porém o numero 

de ciclos necessários para consegui-la é elevado. 

GOKHALE (1972) apresenta um processo iter� 

tivo para obter estimativas de máxima verossimilhança das 

frequências esperadas das caselas e dos parâmetros de um 

modelo log-linear num experimento multinomial, com a di

ferença do proposto por GOKHALE (1971), que os coeficien

tes dos parâmetros do modelo log-linear podem ser dife-

rentes de zero ou um. GRIZZLE & WILLIAMS (1972), descre-

vem métodos de ajustamento de modelos log-lineares para 

dados multinomiais dispostos em tabelas de contingência 

multidimensionais. São desenvolvidos métodos estatfsti-

cos para testar independência numa tabela de contingência 

multidimensional, os quais são baseados na correspondên

cia ou similaridade entre a análise de experimentos fato-

riais e testes de independências marginais. Modelos 1 i -

neares da análise de regressão através dos mínimos qua-

drados ponderados são usados para calcular estimativas de 

probabi 1 idades. 

KULLBACK & FISHER (1973), examinaram uma 

particular tabela de contingência 9 x 2 x 2, na qual a 

variável idade tem nove categorias e a hipótese de não 



interação de segunda ordem foi rejeitada. 

18. 

Eles conside-

ram razoável s.upor que a presença da interação de segunda 

ordem deve estar relacionada a um efeito de idade e então 

propuzeram uma partiç�o dessa. hipótese. O estudo foi 

baseado no princípio da informação mínima de discrimina

ção, a representação dos modelos log-lineares associados 

e na análise de tabelas de infqrmação. As estimativas das 

freqLl�ncias esperad�s foram obtidas usando o algorítmo i

terativo de ajustamento de marginais de Deming-Stephan. 

Um procedimento geral para achar a distri

buição discreta que minimiza a informação de discrimina

ção com respeito a uma distribuição de probabilidade dada 

e sujeita a um conjunto de restrições 1 ineares sobre as 

probabi 1 idades é apresentada por GOl<HALE (1973). 

Considere s variáveis aleatórias discretas 

independentes X. ' 1 

xi2' ... ' X. d.)1 1 
= 

... , pi d i ) ; i = 

p 1 ) um vetor de
~ s 

as quais 

X• • '~ 1 

1 ' 2 ' 

com 

... ,

dimensão 

podem tomar d 
1 

probabilidades 

s . Seja e· 
=

d = }: d . e p 

i 1 

valores (Xi 1 '
p 1

. - 1 
= 

< e · 1 ,

um 

(pi 1 ' pi2'
1 

e z•
... ,

conjunto 

de todos os vetores e- Para um dado 7T 
1 = (!f

1

1•
1 

:rr 2' . . . ' 

n l ) E P e _P E P, a função de informação generalizada ~ s 

e dada por:

<e }: w.
1 

as constantes W. 
1 

W. < 1 
1 

e

d i 

}: 
k=1 

onde 

sao conhecidas e tais que }: W. = 1; 
• 1 
1 

Suponha que as probabilidades 

o <

estão sujeitas a r restrições lineares, além da restrição 

normal que }: p.k = 1. 
k 

• , 
Isso pode ser expresso como 
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se = e, onde B é uma matriz de dimensão (s + r) x d. 

No trabalho de GOKHALE (1973), é conside

rado o problema da escolha de um eo s P tal que minimiza 

(e �) sujeito à restrição B e=�- . O eo é obtido por 

um proces�o iterativo que nao requer iriversão de matrizes, 

usando um algoritmo que e uma extensão do algoritmo de 

Darroch e Ratcliff. 

K U & K U L L B A C K ( 1 9 7 lf) , i l u s t r a m com dois 

exemplos a estimação e teste de parâmetros no m6delo log

-1 inear o qual é para tabelas de contingência o correla-

tivo do modelo linear no caso de variáveis contfnuas. 

ambos os casos, tem-se que propor e testar se o modelo 

Em

adequado e depois melhorá-lo se é necessário; adicionando 

ou excluindo parâmetros. Se o �odelo é adequado, 

de-se a estimar e testar os parâmetros. 

seguintes diferenças: 

Porém, .tem 

1. O princfpio usado na estimação.

proce-

as 

2. Nos modelos log-1ineares, em lugar de 

primeiro computar as estimativas dos parâmetros, computa� 

-se através de um processo iterativo as estimativas das 

freqüências de cada casela e depois obtêm-se as estimati

vas dos parâmetros. 

3. Nos modelos de análise da variância, g�

ralmente nosso interesse está centrado nos efeitos prin

cipais e nas interações de ordem mais baixa, enquanto que 

na a n á l i se d e ta b e l as d_e c o n t i n g ê n e i a multidimensionais 

algumas interações de alta ordem são também 

em nosso estudo. 

importantes 
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Modelos log-lineares para tibelas de con-

tingência são formulados por NELDER (1974) como u� caso 

especial de modelos generalizados com uma componente adi

tiva sistemática i, erros com distribuição Poisson e uma 

função de ligação exponencial entre os valores esperados 

das observações e a componente sistemática Y. 

Se as estimativas de máxima verossimi lhan

ça das freqüências das case las são funções explícitas de 

estatrsticas suficientes os modelos log-lineares são de-

nominados ou classificados como diretos. Em caso contrá-

rio são classificados como indiretos. Para modelos satu-

rados (portanto, diretos), GOODMAN (1970) e BISHOP et aZii 

(1975), usaram o método ô para calcular as variâncias as

sint6ticas dos µ termos dos modelos log-lineares. LEE 

(1977), faz uma extensão para os modelos log-lineares hie 

rárquicos diretos e não saturados. 

NUNES MAIA (1977), faz um estudo resumido 

baseado no livro de KULLBACK (1959) no referente a tabe-

las de contingência completas com. duas e três entradas e 

dá alguns exemplos de aplicação da informação estatística. 

·GOKHALE & KULLBACK (1978), fizeram uma re

visão sobre a aplicação da informação mínima de discrimi

naçao (IMD), em análise de dados categorizados na forma de 

perguntas e respostas e acreditam que a aproximação IMD 

tem, principalmente, as seguintes vantagens: 

1. Fornece um tratamento unificado

dados categorizados não necessariamente arranjados 

para 

como 
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uma tabela de conting�ncia ou para tabelas de conting�n

cia de qualquer dimensão, 

2. Estão disponfveis programas computacio

nais para realizar as,análises necessárias, e 

3 . A a p r o x i ma ç ã o lt1D é r a z o ã v e l n o s e n t i d o 

que as estimativas IMD são, em geral, estimativas BAN e 

para um grande tipo de análise são estimativas de máxima 

veross i mi 1 hança. 

CANTON & �ESTA (197�), fizeram um levanta

mento cronológico dos principais artigos envolvendo apli-

caç�es de dados categorizados usando modelos 

descrevem o artigo de GRIZZLE et aZii (1969) 

eles, originou essa série de trabalhos. 

lineares e 

que, segundo 

Além da listagem cronológica dos artigos é 

apresentado um breve resumo dos objetivos inerentes a ca

da um dos artigos. 

PERES (1978), comparando o uso prático da 

estatfstica "X 2 de Pearson" e a estatística obtida atra

vés da IMD, diz que o teste da Teoria da Informação apre

senta duas vantagens: 

1. O cálculo do valor observado da esta-

tística e mais fáci 1 e, 

2. A estatfstica da IMD pode ser particio

nada em parcelas que permitem explorar a rejeição da hi

pótese nula, fornecendo uma interpretação completa dos re 

sultados. 

O autor destaca que, embora o teste da teo 
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ria da informaç�o apresenta algumas vantagens em relação 

ao X 2 de Pearson, ele nao e divulgado nos livros textos 

elementares, da mesma forma que o X 2 de Pearson, devido 

ao fato de que o teste da Teoria da Informação é sempre 

apresentado nos 1 ivros e artigos com um formalismo rigo

roso, exigindo do leitor um conhecimento bastante grande 

de estatística matemática. 

CANTON (1980) apresenta de maneira sucin-

ta uma metodologia geral par� análise de dados categori

zados baseado no trabalho de GRIZZLE et alii (1969) e a

firma que esse enfoque tem a vantagem de permitir ao ana

lista maior flexibi 1 idade na escolha de modelos e testes 

de hipóteses. 

LIMA (1986), apresenta o modelo log-linear 

como um caso particular do modelo linear generalizado e 

dá vários exemplos de sua utilização através 

(GenePalized LineaP IntePative Modelling). 

de GLIM 



23. 

3. DESENVOLVIMENTO TEÕRICO

3.1. Introdução 

O desenvolvimento da metodologia baseia-se 

em um experimento onde os indivíduos de uma população po� 

dem ser classificados como pertencentes a uma das i cate

gorias da variável!, a uma das l categorias da variável 

S e  a uma das 1 categorias ou níveis da variável ou atri

buto T. Ao tomar uma amostra de tamanho N de tais indi

víduos; o resultado será uma tabela de contingência tri

.dimensional, onde as freqüências observadas em cada case-

la são consideradas como provenientes de uma única popu

lação multinomial. 

Considere a Tabela 1 de contingência tri

dimensional, para efeito de se estabelecer a notação. 

Tabela 1. Distribuição de freqüências observadas. 

j = 1 j = 2 j = s

k = 1 k =2. k=t k=l k = 2 ••.• k = t k=l k=2 ••• k=t 

i = t x1t1 Xl12 º º "X11t x121 X122 º • .Xt2t xlsl X152•••"tst 

1 =2 "211 X212 º ""X21t x221 X222 • • º "22t x2st x2s2" • .x2st 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •  9; • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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Tem-se que xijk e o numero de indivíduos

da amostra pertencentes à case la com as (i, j, k) - ési,mas 

categori�s e cumpre-se que 

X 
• k'• J 

= L X .k
j . J 

= L X .k
k • J 

X . •  
1 J • 

X . k' 1 • 

= :E x. 
k

= 

1 • 

= :E X• • = X 
1 J • • J • ; 

= E X. k = 
k • • 

x. 
1 • •  e 

X. . ; 
1 J.

r 

k 
x

ijk =
j 

E X. • = L X. 

= r

j 
X • 

• J • 
= :E 

k 

i j 

X 
•. k 

1 J • 

= X••" = N.

1 •• =

A probabilidade de um indivíduo ser elas-

sificado ou pertencer à (i, j, k)-ésima casela e p .• k,
1 J 

com a restrição que p. 'k > O e que r p. 'k = 1. l.sto
'J i j k • J 

e, neste trabalho considera-se a anil ise e interpretação 

de dados categorizados provenientes de uma Única popula

ção multinomial, dispostos em uma tabela de contingência 

completa tridimensional R x S x T. Assume-se que os in

divíduos são a�ostrados independentemente ao acaso, assim 

como também que a probabilidade de ser classificado na 

(i, j, k)-ésima case la, permanece constante de 

para indivíduo. 

indivíduo 



Para as probabi 1 idades p .. k,
 1 J 
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definem-se
.

relaç�es similares iquelas dai freq��ncias observadas, is 

to é, 

E P .. 
i j I J •

p • k; • J E p. 'k = p. ;j k I J 1 •• 

= E P . = l ; ·e t c •1 •• 

3.2. Distribuição multinomial 

Assume-se que um indivfduo da população.sob 

estudo pode sar classificado como pertencente a uma e so 

uma das R x S x T categorias com probabilidade pijk' de

ta 1 for ma que E p .. k = 1 . 

i j k I J · 
Isto é, essas ,categorias 

sao mutuamente exclusivas e exaustivas {FELLER,. 1968). 

Uma distribuição multinomial e especifica

da por um vetor e' = (plll' P112'··· pllt' P121'· ... , P12t'

... , Plst' ... , Prst). Se li ensaios independentes produzem

x111 eventos do tipo 111, x112 eventos do tipo 112, e as

sim sucessivamente atê produzir xrst eventos do tipo rst,

então tem-se que 

p (Xlll = x X -111' 112 -

N! 
= 

••• ' X t rs 

X rst 
Prst ' onde 

X rst 
= N ..: x 1 1 1 - x 1 1 2 - • • • - x r s(t -1) e p r s t = l - P111 -

- Prs(t-1)' Com o intuito de simplificar a no-

tação, as caselas serão enumeradas.em ordem lexicogrifica 
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a partir da casela 111 = 1, até a casela rst = l. Consi

der�ndo-se, por exemplo, uma tabela de contingência 2 x 

x 2 x 3, isto é, R = 2; S = 2 e T = 3, as freqüências das 

caselas enumeradas em ordem lexicogr�fica, sio: 

X 123.= X 6 ; X21 1 = x ] ; X 212 = X 8 ; X 21 3 = X 9 ; 

ser expressa 

A função densidade de probabilidade 

como sendo: 

onde x.e, 

N ! x1 
x l ' ·•·• X

t
-1 = x

t
-1' X

t 
= x

t
) = -------- P1

x 1 ? • •• Xt-l ! Xt!' 

- N - X 1
- X -

2 . . • - xl - 1 e

_ Pl, = 1 - P l - P2 - • • • - Pt -1 •

pode 

A função geradora de momentos da di stri-

buição multinomial (HOGG & CRAIG, 1978; MOOD et alii_, 1974) 

. . . ' 

Sabe-se que E(X.) = 
1 

ót. 
1 

+ . . .  +

i=l, 2, ... , l-1. . 
. .

é



E ( x.) = N p. 
1 1 

ô2M
E (X�)

ºd 

-= 

+ . • •

' i = 1 , 2, . . .  , 

t. = 0, 
1 

v. 
1 

+ • • • +

+ •••. +

l-1.

p.e
1 

27. 

t. 
1 . 
. . 

( 1 ) 

E (X�)= N (N - 1) p� + Np� = N 2p� - Np� + Np., logo
1 1 1 1 1 1 

E (X.X.) =1 J ót. ó t.1 . J

• • 

" . . 

1 'J 

(2)
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Cov (X., X.)= E (X. X.) - E (X.) E (X.), logo 
1 J I J 1 . J 

Cov.(X., X.) = N (N - 1) p. p. - Np. Np ..
1 J 1 J 1 J 

' 

Cov (X. ' X.) = -N p. p. . Tem-se então que se
J 1 J 

(3) 

, 

V{X)=N (4) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
. . . o- ) · .Pt-1 Pt-1 

Geralmente, as probabilidades populacio-

nais flao sao conhecida� e tim que ser estimadas. Para is 

so, pode-se aplicar o miiod� de estimação da m�xima ve

rossimilhança. Os estimadores obtidos atravis desse me-

todo tim ótimas propriedades relacionadas com as õt i mas 

propriedades das grandes amostras (MOOD et aZii, 1974). 

3.2.1.  Estimação das Probabilidades (parâmetros) de       uma 

Distribuição Mu1tinomia1 

Ao tomar uma amostra de N indivíduos de 
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uma popu1aç�o com distribuição mu1tinomia1, tem-�e a fun

ção "de verossimilhança 

L (X; p) = 

e sabe-se que o ponto de máximo de L(�,e) coincide com o ponto . de 

máximo de ln L (�,e). 

ln L (X, e) = ln 
l 
ff X. ! 

i = 1 1 

+ 

l 
E x. 

• 1 1 ln pi •1= 

Maximi�ando essa função, sujeito à restrição que E p. = 1;1 

p. > o' 1 = 1, 2, ... , l e usando o método dos multi-

plicadores de Lagr�nge, tem-se que achar o miximo da fun-

çao 

L <e, )d = 

x. 1
+ X o= 

p. 1 

X
-

'X j
+ pi

l 

E x. + X
i = 1 1

N ! l 
.tn + E x. 

l X. ! i =1 1 
• 1T 

1I• 

ln p. +1 

X.

= 1 
+ À e = 

Pj 

R.. 

r p. l oe 
- =

• 1 11= 

R.. 

o E p •. 1 ' logo = e = 

• 1 1 1= 

.e. R.. 

E p. = o ' mas E x. = N 
• 1 1 i = 1 1 1= 

Ã( E pi - 1) ....
i = 1 

l 
E p. - 1 • Portanto, 

• 1 1 1.= 

l 

e 1.: p. = 1 ,

• 1 1 1= 



e n tão N + Ã = O => Ã = - N • Logo 

x. • - N = o =>- p. = 

1 
= 1, 2, � •• , l 

- 3 o.

P. = x./N i uma estl�ativa de p. e o estimador de mixima
1 1 - 1 

ver�ssiml lhança de p. i dado por 
-· - - 1 -

3.2.2. Distribuição dos pi

X. 1

E ( p.) = E (-·) = E (X. ) 
1 

N N 
1 

X. 1

V = V (-') = V ( p. ) (Xi )1 N N
2 

p. ( l
V(p.) 1 

N

Cov ( p. ' p.)J 

-(-N p.p.)
N

2 1 J 

p.) 

X. X.
= Cov (-'' _J_) 

N N 

Cov (pi ' p.)
J 

1 

= 

N 

1 
= 

N
2 

l. 

= 
N

2 

= -

N Pi = p. 1 

N p. ( 1 - p. )1 1 

Cov (X. ' X.) 
1 J 

p. p.1 J 

N 

Da função geradora de momentos da 

(6) 

. 

distri-

buição multinomial, tem-se que a função geradora de mo-

mentos da dístribuição �arginal de X., 
1 

e:
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t. 

M (O, O, ••• , t., O, ... , O) 1 = (pl + P2 + •.. +pie 
1 

+

N 
+ Pi+l + •.. + P,e_)

M (O, O, ... , t., O, ... , O). . 1 

t. N
= [pie ' + (1 - pi�

que e a função geradora de momentos de uma distribuição 

binomial. 

N ! 
f (x.) =1 

(N - x.)!1 

x. 1
p i 

N-x.

(1 - p.) 
1

1 x. =-O, 1, ••• ,N1 

De forma análoga, verifica-se que a distr! 

buição marginal das variáveis X. e X., é trinomial, 1 J 
isto

e, 

N! X. X. N-x.-x.
(X. ' X.) 

1 J ( 1 p.). 
1 J = 

p. D,- - p. J x .. ! X .. ! (N X.)! 
1 'J 1 ·J - X, -. 

J 1 J 

De (6) tem-se que o estimador de máxima ve 

rossimilhança de p. é a estatística1 

X· 1 

N 

g (p.} =1 

. 

p. = o'1 

.

•• 

(N P;)! 

••• ' 1 

N ! 

logo 

�IP·1
p 1 

N-Np.

(.1 - pi ) 
1

(7)
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3.2.3. Resumo dos Resultados Obtidos no ftem 3.2. 

Considerando de novo a tabela de 

gência tridimensional R x S x T, tem-se que: 

contin-

(i) x. "k e a freqüência observada numa a-
lJ 

mostra de tamanho N do número de indivíduos pertencentes 

à (i, j, k)-ésima casela, com a restrição que E k
x i j k =N

j 
(i i) p. "k' e a probabilidade de um indiví-1 J 

duo ser classificado como pertencente a (i, j , k) - ésima 

casela, com a restrição que p .. k > O e 
IJ = 1

(iii) admite-se que as variáveis aleató-

rias X. "k' IJ 
= 1, 2, ... , r; j = 1, 2, ... , s e k 

= 1, 

2, ... , t, estão dist:ribuidas multinomialmente com para

metros e• = (p111' P112• ... , P11t' P121' .•. , P12t' ... 
,

Prsl, • • •, Prst), portanto E (X .• k) = N p. "k'
1 J I J 

V (X .. k) = N p. "k (1 - p .. k) e 
1 J I J I J 

Cov (Xijk' Xtmn) = -N Pijk Pfmn; � l, j � m e 
k � n

(iv) o estimador de máxima verossimilhança

de p. "k e p .. 1 = X .. k/N, que e uma variável
1 J I J < 1 J 

aleatória 

distribui da com uma função densidade de probabi ]idade da-

da pela expressão (7), e E (p. 'k) = p. 'k1 J I J 

V (p .. k) = (lJN)p. "k (1 - p .. k) e
1 J I J I J 

__ ·1 Cov (pijk' P ,tmn ) = N Pijk Ptmn; # l, j # m e k � n

(v) se m. "k é a freqüência esperada do nu-1 J 

mero de indivíduos pertencentes à (i, j, k)-ésima casela, 

numa amostra de tamanho.!!_, então mijk = E (Xijk) = Npijk'

portanto, a estimativa de máxima verossimilhança da fre-
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qüência esperada na ( i ' j, k)-ésima casela é ,íi .. -k
=E(X .. k)=

1 J I J 

N ·p i j k
= N p i j k = x i j k .

Evidentemente, cumpre-se também que 

í: 
-

í: N N í: N í: 

Xi j kmi j k 
= Pi j k

= p .. k
= 

j k j k j k
1 J j k N 

í: m .. k
= í: Xi j k 

= N' 

j k 
. 1 J j k 

m .. = í: mi j k 
= í: N p .. k 

= N í: 
xi j k = í: Xi j k 

= X. • ' 1 J • k k IJ k N k 1 J. 

m. = E mi j k
= N í: p .. k

= E Xi j k
= x. ' e assim 

1 •• 
j k j k 1 J 

j k 1 •• 

sucessivamente. 

Tem-se então que a freqüência observada 

xijk e a estimativa de máxima verossimilhança dá freqüên

cia esperada m .. k; x .. e a estimativa de máxima verossi-
1 J I J. 

mi lhança de m .. ; e assim sucessivamente. Tem que se de1. 
1 J • 

tacar que ao impor outras restriç6es sobre as probabili-

dades marginais unidimensionais ou bidimensionais, obtêm

-se outras estimativas de máxima verossimilhança para as 

freqüências esperadas m .. k.
1 J 

3.3. Tabelas de Contingência R x S x T 

3.3. 1. Introdução 

Quando se observam três variáveis catego

rizadas simultaneamente, tem-se uma tabela de contingên

cia tridimensional, onde cada variável corresponde a uma 

dimensão da tabela. Essas tabelas apresentam problemas 



especiais de análise e interpretação e segundo 

(1978), esses problemas têm ocupado um lugar de 

na literatura estatística desde o primeiro artigo 

34. 

FIENBERG 

destaque 

de 

BARTLETT (1935), relacionado com teste de hipóteses numa 

tabela de contingência 2. x 2 x 2. 

Uma tabela de contingência está relaciona

da basicamente com categorias qualitativas e dados de co� 

tagem Segundo KU et aZii (1971), a informação que se d� 

seja obter de uma tabela de contingência ; de natureza 

preliminar ou exploratória. Deseja-se inferir, com base 

numa amostra, se essas características qualitativas estão 

associadas uma com outra ou se �las são independentes. 

Na análise de variância univariada a pre

sença ou existência de interação indica que os efeitos de 

algum fator sobre a variável resposta depende do nível de 

algum outro fator. Em tabelas de contingência o termo 

interação tem sido usado para indicar a dependência ou u-

ma adequada medida de associação entre várias respostas 

dentro dos níveis ou categorias de outras variáveis res

postas ou dentro das categorias de outras variáveis con

sideradas como fatores, de acordo com a distinção feita 

p o r B H A P KA R & K O C H ( 1 9 6 8 ) . 

A relação entre o conceito de independê� 

eia ou associação e interação foi expressado por BARTLETT 

(1935), ao afirmar que o teste de independência numa ta

bela 2 x 2 pode ser considerado como testar a significân-

eia da interação entre as duas classificações. Ele defi-

niu a hipótese de 11não interação de segunda ordem" numa 



tabela 2 x 2 x 2, como implicando que 

P111 P221 

P121 P211 

que, pela sua vez, estabelece a igualdade de 

entre as classificações R e s n.as categorias· T 1

tre as classificações s e T nas categorias Rl e

t re as classificações R e T nas categorias s 1 e

35. 

associação 

e T2; en-

R2 e en-

s2. 

Toda a informação que o pesquisador espera 

obter de um experimento está contida nas observações ar-

ranjadas na tabela de contirtgência. Na análise de uma 

tabela de contingência o objetivo é poder expressar a ta

bela observada através de um número de parâmetros que de-

pendam de algumas ou de todas as freqüências marginais. 

Por exemplo, se a in�eração de primeira ordem e nao sig

nificativa, então admite-se que toda a informação da ta

bela está contida nas freqüências marginais de primeira 

ordem ou freqüências marginais unidimensionais, no senti

do que conhecendo essas marginais, a tabela completa pode 

ser construida dentro do limite do erro experimental. 

3.3.2. Modelo log-linear 

Na análise de tabelas de contingência, ad-

mite-se um modelo linear na escala logaritmica para as 

probabi 1 idades das respectivas caselas. BISHOP et aZii 

(1977), por analogia com os modelos de análise da variân-
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eia (ANOVA), prop6em o seguinte modelo log-linear: 

( 1 ) 

e o m i . = 1 , 2 , . . . , r , j = 1 , 2 , . . . , s e k = 1 , 2 , • . • , t .  

Impondo as restriç6es E µ1(1) = 

= E µ23 (jk) =
j k 

E µ123(ijk) = O, tem-se 
j k

E l og p .. k = 1 J K µ
j k 

i J µ = 

E log p. "k
k I J  

1 J K 

µé a  média dos logaritmos da� probabilidades. 

isto e' 

E log p .. 1 
µ + µ

1 
(i) = j k . IJ< (2)

JK 

isto e, µ+ µ
1

(i) é a média dos logaritmos das probabi

lidades no nível i da primeira variável, ou seja que 

( 
. ' µ l i, 

E 1 og p . .  k
= j k 'J 

JK 
- µ,

representam desvios com relação à média µ. 

Chamando log p. 'k = l. "k' tem-se que
1 J I J 
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� l og p .. k = 

j k 'J 
r: R. •• k = l ... ;

j k 'J . 
t: 1 og p .. k = 

j k 
a J 

r: R. .• k
j k 'J 

µ = 
1 J K 

µ2 ( j) 
=

µ3(k) 
=

µ12(ij)

JJ13(ik)

JJ23(jk)

= l ... , e assim sucessivamente, ·obtem-se:
1

média geral 

,e_. 
1 • •  

- µ, efeito principal  do nrvel i da variável�

____:__1-:_ -

IK 

.e. .. k 
-

IJ 

,e_ •• 
= � 

K 

.t. k 1 • 
= 

,e_ • k 
= _._J_

µ' efeito pr i nc i pa 1 do nrvel l da variáve l 1,

µ, efeito principal do nrvel k da variáve l  T.

As interações de primei r a ordem sao 

-
[µ + µ 1 ( i ) + µ2 (j) J '

-

[µ + µ 1 ( i ) + µ3(k)] e

-

[µ + µ2 (j) + µ3(k)J.

A interação de segunda ordem é 

Observa-se qu e os efeitos principais são 

.funções das somas marginais dos logaritmos das probabi li-
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dades em uma determinada categoria da variável, mas essas 

somas não correspondem às somas marginais p. , 
1 • •  

D • 

. • J • 
e 

P .. k na escala original. Observação análoga pode-se fa-

zer com respeito às interaç�es de primeira e de 

ordem. 

segunda 

As restrições impos tas no modelo (1), red.!:!_ 

zem o numero de parâmetros independentes representados em 

cada termo. Por exemplo, o valor de µ1 (i) é diferente P!!,

ra cada uma. das i categorias da vari�vel !, mas a restri

ção imposta reduz o n�mero de parâmetros independentes a 

1 - 1. Pode-se es tabelecer então o seguinte quadro: 

Quadro 1. Graus de liberdade associados a cada termo do

modelo log-linear ( 1)

Parâmet ros independentes = Graus de 
Termo 

1 i be rdade. 

µ 1 

µ 1 ( i ) (.1 - 1)

µ2 (j) (J - 1)

µ3 (k) (K 1 )

µ12(ij) ( 1 - 1) (J - 1 )

µ13(ik). ( 1 - 1) (K - 1 )

µ23 (j k) (J - 1 ) (K - 1 )

µ123(ijk) ( 1 - . 1) (J - 1} (K - 1 )

TOTAL . 1 JK 

Observa-se que o modelo log-linear (1) tem 
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um numero de parâmetros independentes igual ao numero de 

caselas, ou seja que é um modelo saturado. 

3.3.3. Modelos hierárquicos 

Em geral, tem-se que se v é o numero de di 

mensões de uma tabela de contingência, então o numero de 

µ-termos no modelo log-linear saturado é igual a 2v . No 

caso de tabelas de contingência tridimensionais verifica

-se que o modelo log-1 inear saturado contém 2 3 = 8 µ-ter-

mos. Cada µ-termo inclui um numero de parâmetros inde-

pendentes mostrados no Quadro 1. 

Considere dois µ-termos. Um com c sub-ín-

dices e outro com� sub-Índices, onde c > b. Diz-se que 

os termos são relativos se os c sub-índices contêm entre 

eles todos os b sub-índices. Por exemplo, µ12(ij) e um

relativo de ordem superior tanto de µ1{i) como de µ2{j) e

µ123
(ijk) é um relativo de ordem superior de todos os µ-

termos. Um conjunto de modelos e definido como 

hierárquico no caso em que quando um µ-termo é igual a 

zero, entao todos os µ-termos relativos de ordem superior 

também são iguais a zero. Inversamente, se um µ-termo e 

diferente de zero, então os seus µ-termos de ordem 

rios devem estar presentes no modelo log-linear. 

infe

Por e-

xemplo, se µ12(ij) = O, então µ123(ijk) = O e se µ12(ij) ':/:

O, os termos µ1(i) e µ2(j) devem estar presentes no mode

lo. Neste trabalho apenas serão considerados modelos log 

-lineares hierárquicos.
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3,3.4 . Hipóteses de interesse 

�uma tabela de contingência �ridimensional 

sao de inter�sse as s�guintes hip5tese��- _ 

(i) Independência mutua com�leta entr e as

três variáveis. 

HO p .. k =
1 J 

r p. 1 •• 
p . j • 

p 
•• k ,

r-

= 1 , 2, 
. . . , 

J = 1 , 2, 
. . . , 

s 

k = 1 , 2, 
. . . , t 

( i i) 1 nd ependênc ia pa r c  ia 1. Quando uma 

variável i independente das diferentes combinaç5es das 

outr as duas variáveis conjuntamente. 

p. p ºk'
1 • • • J 

,.

l

r
'. 

= 1. 2 • •••• •

J = 1, 2, ... , s 

k = 1, 2, ... , t 

A pro babilidade correspondente a uma particu

lar combinaçio das variáveis S e!� idada pela probabi

lidade total marginal p 'kº A variável Ri comple tamente 
• J 

independenti de S e  T, mas, as variáveis S e  T estio as-

sociadas. Há três hipóteses deste tipo.

(iii) Independência condicional. Quando 

duas variáveis sio independentes, dentro de cada catego

ria ou nfvel da terceir a variável. 

= 1 , 2, 
. . . , r 

p. k p . j k
HO 

1 • p .. k j -= 1 ' 2' s1 J . . . , 

•• k
k = 1 ' 2'

. . . , 
t 
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As variâveis R e S sao independentes para 

cad� nfvel da variâvel I, mas cada uma delas está asso-

ciada com a variâvel I, ou seja que as variáveis R e S 

são independentes condicionalmente dado um nível da va-

riável T. Há três hipóteses deste tipo. 

(iv) Não interação de segunda ordem. Quan

do alguma medida de associação entre qualquer par de va

riáveis é constante nos nfveis da terceira variável. ROY 

& KASTENBAUM (1956), generalizaram os critérios de BAR-

TLETT (1935) e estabeleceram que a hipótese de não inte

raçao de segunda ordem, impllca 

HO 
Prst 

Pi s·t 

pi j t Prsk
= 

P r j t Pisk 

k 
p .. k 1 J 

jpara 
p r j k

= 1 , 2, 
. . . ' ( t -1 ) 

= 1 ' 2 ' 
. . . , ( s -1 ) 

= 1 , 2 , 
. . . , ( r- 1 ) 

l�so indica que há (t-1) (s-1) (r-1) res-

trições sobre os p. ºk e que contrastes entre
1 J 

das probabilidades das case las para cada 

logaritmos 

sub-tabela 

2 x 2 x 2 são todos iguais a zero. 

3.3.5. Estimativas de máxima verossimilhança 

Considerando a hipótese (i) de independên

cia mGtua completa, tem-se que, sob H0, nenhuma das con

figurações bidimensionais apresentam interação, isto e, 

Portanto, o modelo 

ser testa d o é 1 o g p i j k = µ + U 1 ( i ) + µ 2 ( j ) + u3 ( k
)

a 

• 
• •



µ + µ 1 ( i )
p .. k

= e 1 J 

p = E p .. k 
= 

1 •• 
j k 1 J 

p = E p .• k 
= 

. j . i k 1 J 

p = E P •• k 
= 

.• k i . j 1 J 

p 
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+ µ2 (j) + µ3(k) 
Sabe-se que

µ + µ 1 ( i )e 

µ + µ2 (j) 
e 

µ + JJ3(k) 
e 

= eµ

j k 

µ2 (j) + µ3(k)
E e ( 1 ) , 

j k 

µ 1 ( i) + J..l3 ( k)
E e ( 2) ,

i k

µ 1 ( i ) + µ2 (j)
E e (3) e

i j 

µl(i) + 112(j) + µ3(k) 
e = 1 ( !�).

Verifica-se então que P .• k 1 J = (1) (2) (3)= p. p. p·- •1 • • • J • .. • • k 

Portanto, no modelo de independência mútua completa a hi-

p6tese a ser testada i HO : p. ºk = p. p º p k IJ 1 •• •J• •• 

No item 3.2., demonstrou-se que 

N p •• k :. 1 J 
= mi j k 

N 

(5)

BIRCH (19�3
), demonstrou que sob H0, as e�

timativas de máxima verossimilhança das marginais unidi

mensionais são as marginais unidimensionais das freqüên

cias observadas. Logo, (.5), pode ser expressa• como 

m. 
1 • •  

N 

m. 
1 • •  

m 

N 

m . m k 
• J • • • 

m k· . . 

N 

• •• 

As estimativas de máxima verossimilhança p� 

ra m. 'k'· neste modelo, são1 J 
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1 • •  

x· • 
• J • 

X • • k (6) 

� conv�niente ter presente que sob H0, cum

prem-se as seguintes relações: 

-

I: 
-

m. = mi j k1 •- • 

j k 

I: 
-m 

. j •
= mi j ki k 

m . . k
= X •• k •

x. X

... 1 . .
= 

t.. 

j k 

X. X

I: 1 . .
= 

·i k

. j . 
N2 

. j . 
N2 

X . k . . 

X • • k

= 

= 

x. ' 1 . . 

X 

. j . '
e 

Isto é, a tabela de contingência construi-

da com as freqüências estimadas mijk' sob H0, cumpre

com a restrição de que as freqüências marginais unidimen

sionais são iguais às freqüências marginais unidimensio-

nais da tabela de con�ingência das freqüências 

das. 

observa-

Observa-se que em geral se verifica que 

m. . -/, x. . ; m. k -/, x. k e m . k -/, x . k. Por exemp 1 o,
IJ. IJ, 1, 1, ,J •J 

m 'k = • J 

X • X k
• • J • • 

� 

N 2 
x. 1 •• m .k = • J 

X • X k 
.• J •• 

N 

Essa �ltima expressao nao necessariamente é igual a �  "k� 
•J 

Procedimento anál-0go pode ser seguido para-

se obter as estimativas de máxima verossimilhança das fre 

qÜências esperadas sob as hipóteses (ii) e (iii). Porém, 

no caso da hipótese (iv) nao pode-se obter diretamente u-
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ma estimativa para m. "k em função das marginais bidimen
lJ 

sionais. Uma alternativa para obtê-las, é usar um pro-

cesso iterativo. Esse assunto será discutido posterior-

mente. 

3.3.6. Resumo dos resultados obtidos no Ítem 3.3. 

Para a análise de dados categorizados, te!!!_ 

-se usado o método da máxima verossimilhança para estimar

os parâmetros do modelo log-1 inear admitido como sendo: 

=1, 2, ... , r; j=l, 2, ... , s

ek=l, 2, ... , t, com p. ·k > O e
IJ ijk pijk

= 1.

Pode-se associar a cada hipótese de inte-

resse um modelo log-linear não saturado, isto e, um mode

lo com menos parâmetros que o número total de caselas da 

tabela de contingência. 

Tem-se, entio, o seguinte quadro: 
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Quadro 2. Modelos associados a hipóte ses de interesse em 

tabelas de contingência tridimensi onais. 

Modelo Hipótese testada 

(i) µ + ·µi (i) + µ2(j) + µ3·(k) l�dependênci-a mútua completa

· {ii)µ + µ1{i) + µ2{J) + µ
3

{k)+µ23(Jk) Independência parcial

Hã três hipóteses deste tipo 

{iii) µ + µ1(i) + µ2(J) + µ3{k) +

µ2 3 { j k) + µ 13 ( ik)

Independência condicional 

Hã três hipóteses deste tipo· 

( i v) µ + µl(i) + µ2(j} + µ3(k) + ll23(Jk)+

µ13(ik) + µ12(ij)

Não interação de segunda 

ordem 

Cada uma des sas hipóteses leva implicita-

mente algumas restri ções sobre as probabi l idades 

nais unid imensionais e/ou bidimens ionais. 

margi-

KULLBACK ( 1959), KU & KULLBACK ( 1968) e 

KU et aZii (1971), princi palmente, têm u sado o princípio 

da  informa ção mínima de discrimin ação p ara estimar fre-

qUincias esperadas em amostras de populações di�tribuídas 

multinomialmente, assim como também a sua aplicação em 

tabelas de co ntin�ênci�. Um dos aspectos inte ressantes 

d e s s e m é t o d o é q u e não s e p r e s s u p o e a p ri o ri · um d e te r m i -

nado modelo p ara tes tar uma hipótese. O m od elo log-linear 

sera obtido a partir das restrições impostas às freqUên

cias unidimensionais e/ou bidimensionais da tabela de con 

ti ngênc_ ia observada. 
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Através do método da informação mfnima de discrimi 

nação' será abordado nos próximos ftens o relacionado com a formula

ção, interpretação e testes de hipóteses de interesse em tabelas de 

contingência tridimensionais, numa linguagem acessfvel aos pesquisa

dores da área agron�mica, visando a sua posterior aplicação. 

3.4. Teoria da Informação 

3.4.1. Introduçã o 

Estudar-se-á a teoria da informação como um 

ramo da teori a matemática das probabi 1 idades e da esta-

tfstica. A informação conti da numa mensagem acerca da 

ocorr ênci a de um evento está desprovida de qualquer as-

pecto emoci onal da mensagem. O conceito será dado apenas 

em função da probabilidade � de que um evento E possa o-

correr antes da chegada da mensagem fidedi gna e confiável 

que o evento E realmente ocorreu. O conteúdo de informa-

çao h(p) de uma mensagem é uma função decrescente da pro

babilidade E, isto é, quanto menor for a probabilidade de 

um evento antes da mensagem que ele ocorreu, maior será o 

conteúdo de informação dessa mensagem. 

Uma função decrescente e que apresenta al

gumas outras vantagens e: 

h ( p) = 
l log-p 

o < p � 0-:;: h(p) < oo l l )

Essa e uma função monótona decrescente no intervalo (O, l], 

como pode ser ilustrado esquematicamente na Figura l. 



h(p) 

\� h(p) = log 
p 

p 

Figura 1. Conteúdo de informação h(p) definida na 

ção (1}. 

4 7. 

equa-

Segundo THEIL {1967), a definição 1ogarit

mica da informação e o resultado de alguns axiomas: 

(i) Deseja-se definir a informação como u

ma função dependente unicamente da probabilidade E·

(ii) Deseja-se que h{p) seja uma

contínua no intervalo O <  p � 1. 

função 

(iii) Admite-se infinita surpresa quando é

recebida uma mensagem afirmando que um evento E ocorreu 

quando ele tinha probabilidade zero de acontecer; e admi

te-se zero surpresa quando é recebida uma mensagem afir

mando que um evento! ocorreu quando ele tinha probabili-

dade 1 de aconteceri isto e, o conte�do de informação 

h(p}, nesses casos e h(O) = oo e h{l} = O. 

(iv} Baseado em (iii), h(p} e uma 

monotona decrescente. Em símbolos: 

função 
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(v) Deseja�se que o conteúdo de informação

seja aditivo no caso de evento� independentes, isto e, 

� faci l verificar que a definição lega-

ritmica da informação, ou seja, h(p) = log 1/p, satisfaz a 

esses cinco axiomas. Por exemplo, o axioma (v) estabele-

c e q u e h ( p 1 p 2 ) = h ( p 1 ) + h ( p 2 ) , O < p 1 , p 2 � 1 . Se do i s

eventos E1 e E2 
são eventos independentes com probabili

dades p1 e p2, respectivamente, então P(E1 (') E2)=P(E1E2) =

P1 p2; logo

= log + 1 og

Conclui-se que h(p) como definida em (1) é 

apropriada e que ela e Única quando é referida a algum 

número positivo como a base logaritmica. Neste trabalho 

considera-se o número � como a base logaritmica, isto e, 

os logaritmos naturais. 

3.4.1.1. Informação esperada 

Seja um conjunto de n eventos E1, E2, ... ,

En' mutuamente exclusivos e exaustivos (FELLER, 196ô) ,

com probabilidades p1, p2, .•. , pn, respectivamente tal

que p.1 > O, E p. = 1; i = 1, 2, ••. , n. Quando e re-
• 1 1 •= 

 cebida uma mensagem de que E. ocorreu, então o 
1 

de informação da mensagem e h(p.) = 
1 

ln 1/p .• 
1 

conteúdo 

Antes de 

receber a mensagem não se conhece a quantia da infor�ação 
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por quanto pode ser qualquer dos númeras 

h(pn), porém, pode-se calcular o valor da informação es-

perada antes de que a mensagem tenha chegado. Como E. 
1 

tem probabi 1 idade p. de ocorrer então a mensagem indican-
1 

do que E. ocorreu, será 
1 

recebida com a mesma probabilida-

de, de tal forma que o conteúdo de informação será h ( p. ) 
1 

com probabi 1 idade p. e o valor esperado de informação e
1 

n n 1 n 
H ( p) = L p . h ( p. ) = L p. ln· = 

- L p. ln p ..
i = 1 1 1 i = 1 

1 i = 1 1 1 p . 
1 

Isto e' o valor esperado de informação e a Esperança 

logaritmos das probabi 1 idades com sinal negativo. 

H(p) não pode ser negativa dado que e 

média ponderada de valores individuais de informação 

dos 

uma 

h (p.) 
1 

que são não negativos e cujos pesos são positivos. Obser-

ve que se pi = O, o produto p. 
1 

ln p.
1 

é da forma O x (-oo), 

que nao está definido. 

se pi = O. 

Admite-se então que p. ln p. = O, 
1 1 

Dado que H(p) � O, tem-se que o valor m 1 -

nimo de H(p) é zero, valor que e atingido quando 

para algum e p. = O, par a todo j .; i . 
J 

1 
-

,sto e, 

p. = 1 ' 
1 

nenhuma 

informação deve se.r esperada de uma mensagem sobre a rea

lização de um entre � eventos, quando é conhecido com 

antecedência que algum E. tem probabilidade 1. 1 
Para a-

char o maior valor que H(p) pode tomar, maximiza-se essa 

função sujeita à restrição que í:p. = 1. 
1 

maximizar a função 

Tem-se então que 



z (p., À) 
1 

az 
= - 1 -

ap. 
1 

az n 
= [ 

3À i = 1 

Em ( 1 ) ,fu 

n 
E p = n 

i = 1
1 

Ã - 1 = ln 

l n

p. -

1 

p. 

Ã 
e 

1 

n 

n 

Z:: 

i = 1 

p. 
1 

1 

= 

- 1

= 

p. 
1 

+ 

o 

Ã -

Substituindo-se ( 3) 

Ã 

Ã 

n 

fn p. + 
1 

À ( [ 
i = 1 

= o' = 1 ' 

n 
[ pi

= 

i = 1 

Ã 
p = e 

1 

Ã 1 1
-

e = 

n 

= 1 - ln n 

em ( 1 ) ' tem-se 

- 1 - l n j3 
i 

+ 1 - ln n = O

ln p. = ln
1 p. = 1

n 

p. - 1) , 1 ogo
1 

2' . . .  ' n 

que 

5 o.

( 1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 

Isto é, a informação esperada assume seu máximo valor 

quando todos os eventos têm a mesma probabi ]idade. Esse 

valor é 
n 

H(p) = - E 

i =1 n 

O .:;; H ( p) � ln n 

ln = ln n, 1 ogo 
n 

( 5)
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3.4.l.2. Alguns comentários 

O conteúdo de informação de ·uma mensagem 

fidedigna, afirmando �ue um evento E. ocorreu, foi 
1 

defi-

nido como 

h ( p. ) = . ln 
1 p. 

1 

= ln 1 - ln p. = - ln o. 
1 ' 1 

( 1 ) 

Evidentemente, depois que o evento ocorreu, a probabili-

dade do evento E. é 1. 
1 

A diferenç� ln 1 - ln p., 
1 

e de 

finida como a informação recebida com a mensagem, que, em 

geral é definida como, I = ln �i - ln pi,

is to é, 1 = ln p•: /p. , 
1 1 

o n d e p' j e a p r o b a b i l i d a d e d e

(2) 

E. 
1 

a posteriori da mensagem e p. e a probabilidade a priori
1 

da mensagem. Obsérve que em (1) a informação recebida 

com a mensagem é igual ao conteúdo da mensagem. A equa-

çao (2) pode ser expressa 

I = ln 

p 1 . 
1

p 
1 

como 

{ 3) 

Seja por exemplo um experimento que consiste em jogar um 

dado e seja o evento E 1 
= {"obter um numero pari'} . 

Neste caso, o espaço amostral íl = { 1 ' 2, 3,

4, 5 ' 6}; E 1 
= { 2' 11 ' 6}; El

= 

E2 
= { 1 ' 3 ' 5}; E1UE2

= 

= íl; p ( E 1 ) = 1 /2; p ( E 2) = 1 / 2; p ( E 1) + p(E2) = 1. 

Considere que ·depois de realizado o expe

rimento e recebida a seguinte mensagem: 

Caso 1: 11 Foi obtido um número maior ou igual a 4 11

Tem-se então que p(E1) = p1 = 1/2 =>h(p1)=
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= e. n 2, e p 1 ( E 
1 

) = p 1 
1 = 2 / 3 => h ( p 1 

1
) = -t'. n 3 / 2 é 

Houve ganho de informação depois da mensagem. 

Caso 2: 11Fo i obtido um número menor ou i gua 1 a 211

E n tão , p 1 = 1 / 2 => h ( p 1 ) = -t'. n 2 , e 

p 1

1 = 1/2 => h(p 1

1 ) = f.n 2, logo 

I = h ( P 1) - h ( p 1 

1) = .tn 2 - ln 2 = o.

Não houve ganho de informação depois da mensagem. 

Caso 3: "Foi obtido um número primo" 

Então, p1 = 1/2 => h(p1) = ln 2 e 

p 1 

1 = 1 / 4 => h ( p 1 

1) = ln 4, logo 

I = h(p1) - h(p 1

1) = ln 2 - .ln 4 < o.

Houve perda de informação depois da mensagem. 

Observe que as mensagens M., 
1 

= 1, 2, 3, 

podem ser consideradas como eventos, as probabi ]idades a 

priori.podem ser consideradas como probabilidades incon

dicionais e as probabilidades a posteriori podem ser con

sideradas como probabilidades condicionais. Tem-se então 

que: 



Caso 1: E1 = {2, 4, 6}; M1 = {4, S, 6},

1 

1 
P{E1} = -;

2 

P{E1 M 1) 
= t, P ( E 1 ) p {M 1 } = Sabe-se que 

4 

P{E1 M 1
}

2 
P(E, IM1)" -· -- > p ( E 1} =

p (M l} 3 2 

Caso 2: El 
= {2, 4, 6}; M

2 
= { 1 ' 2}; 

1 
p ( E 1 M2) 

= = p { E 1) P(M2}.
Sabe-se que 

P(E1 M2)P(E,IM2} 
= = = P ( E 1} 

P(M2)
2 

Caso 3: E1 
= {2, 4, 6}; M

3 
= {1, 2, 3, S};

P(E1 M3) =

P(E1IM3) =

1 
'F 

P(E1

1 
P(E1) = -;

2 

p ( E 1) P(M3) =

M3) 1 
= - <

-. 

3 

P(M3) 4 

P(E1)'

Sabe-se 

= 
2 

e 

que 
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e 

Te��se então que a inform�çio sobre um e

vento E recebida de uma mensagem pode ser positiva, nula 

ou negativa. No caso em que a probabilidade a priori ou 

incondicional i igual i probabilidade a pasteriori ou ·co� 
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dicional, 
-

nao se obtem nenhuma informação adicional sobre 

o evento E.

No.apêndice 1 é demonstrada uma proprieda

de interessante da probabi 1 idade condicional conhecida co

mo Regra de Bayes, que sera de muita utilidade nos próxi

mos ítens. 

Na estatística experimental em geral e

na experimentação agronômica em particular, quando se faz 

observações de realizações de uma ou vária? variáveis a-

leatõrias está-se procurando informação. Isto é, através 

de um conjunto particular de observações deseja-se infe

rir sobre algumas características ou parâmetros da popu

lação amostrada. 

ln (p 1 
• /p .). 
1 1 

Considere novamente a expressão (3), I = 

No caso de uma tabela de contingência tridi-

mensional, p'. pode ser·a freqüência relativa 
1 

observada 

na casela l, já que é a posteriori. p. pode ser conside-
1 

rada como a probabilidade esperada na casela l, sob uma 

determinada hipótese H0, já que é uma probabilidade a 

priori. 

3.4.2. Informação de discriminação 

Ho ítem 3.4.1. apresentou-se uma abordagem 

intuitiva e axiomática do conceito de conteúdo de infor-

mação de uma determinada mensagem. Agora esses conceitos 

vão ser formalizados procurando a sua aplicação na expe

rimentação agronômica. 
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3.4.i.1. Definicão de informacã� 

Considere os espaços de probabilidades (íl, 

f3, P1)_ e (íl, f3, .P2), isto é, tem-se um conjunto de ele-

mentos x E íl, um campo de Borel f3, que é uma coleção de 

subconjuntos do espaço amostral íl e P1 e _ P2 são duas me

didas de probabilidade para todos os conjuntos ou eventos 

do campo de Borel f3. Os elementos de íl podem ser as pos

síveis amostras de tamanho N de uma população multinomial, 

f3 pode ser um campo de Borel do espaço euclideano n-di-

mensional e P1 e P2 podem definir as probabilidades das

diferentes amostras para diferentes valores dos parame-

tros da população. Admite-se que_ a medida de probabi li

dade P1 é absolutamente contínua com respeito a P2, isto

é, P1 (E) = O para todo conjunto mensurável E e: f3 para o

qual P2(E) = O.

Seja X uma variável aleatória com função 

de massa de probabi 1 idade_ f1 (x) quando! assume valores

em uma população 1 e f2(x) quando_! assume valores em uma

população 2. Considere uma Única população constituida 

pelos elementos das populações 1 e 2, e seja x o valor ob 

servado da variável X selecionado ao acaso nessa nova po-

pulação. 

Se H i , = 1 ; 2, e a hipótese que ! é da 

população estatística com medida de probabilidade Pi' en- _

tão pela regra de Bayes sobre probabilidade condicional 

(ver Apêndice 1), tem-se que 
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P(H.lx) = 
1 

, 

= xlH.,) 
= 1 ; 2 

( 1 ) 

onde P (X = xi H i) = f i (x), = 1 ; 2, 1 ogo 

f. ( x) p ( H. )
P(Hilx) 1 1 

1 ; 2 (2) = 

P(H1) f1(x) + P(H2) f2(x)

Portanto 
P(H1 lx) f 1 ( x) p ( H 1)

= 

P(H2lx) f2(x) P{H2)

f 
1 

(x) P(H1 jx) P(H2)
(3) 

f 2 (x) P(H21x) P ( H 1) 

onde P(H.), 1 • 2 
-

probabilidade a priori de H. = e a e , 
1 

é a probabilidade a postePiori de H. ou a proba-
1 

bi lidade condicional de Hi dado X =  x. Tomando-se loga-

ritmos neperianos a ambos os membros de (3), tem-se 

ln 

f 
1 
(x) 

f 2(x) 
= ln 

P{H11x)
- ln (4) 

O segundo membro da equação (4) é.uma medida da diferença 

entre os logaritmos dos odds (ahanaes) em favor de H de
1 

pois da observação X = x e antes dessa mesma observação. Essa 

d i f e r e n ç a p o·d e s e r p o s i t i v a , n e !) a t i v a ou z e r o • 

O logaritmo da razão de · ·verossimtt�ança 

ln f1 (x)/f2(x), é definido comb a informaç�o contida em

X = x · para discriminar_em favor de H
1 

contra H
2 

e é re

presentada por 

1 (1 :_ 2; x} = 
f 

1 (x) 
ln--- (5)
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Exemplo: Seja� uma variável aleatória dis 

tri�uida trinomialmente na população l com função de mas-

sa de probabi 1 idade 
N ! xl x2 X3 

f. ( X 1
= X 1 ' 

X2
= x

2' 
X3

= X ".l ) = 

p 1 i P2i P 3 i '1 ::, 1 x2! X3 ! X 1 

= 1 • 2; p 1 i + P21 + P31 
= e xl + x2 + X3 = N ' 

, 

x, X2 x
.., 

f l (X) ::, 

então 1 ( 1 ,, . x) ln ln 

p 1 1 Pz1 P31 
= =

'- ,. x, Xz x3 
f 2 (x) p 12 Pzz P32 

1 ( 1 2; x) = x
1 

A me d i d a d e i n formação 1 ( 1 : 2 ; x) d e f i n i d a em ( 5) d e pen d e 

de cada observação x. Ao co�siderar todos os valores que 

a variável aleatória X pode assumir, define-se informação 

midia por observação para discriminar em favor de H
1 

ver

sus H
2 

dado x E íl E S, por P
1

, como

1 ( 1 2; íl) 1 ( 1 2)
= ff 1 (x) ln 

f l (X) 
dx (6) 

f2(x) 

quando X e uma variável contrnua e 

N 
p 1 ( X = X j)

1 ( l 2) = r P 1 ( X = X.) ln = 1 , 2, ••• 'N

i = 1 1 
P2(X X•) 

quando X é uma variável aleatória discreta. Obviamente X 

,podé ser um vetor de variáveis aleatórias. 

No exemplo anterior, tem-se então que 
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N N-x N l xl x2 X3
. X 1 x2 X3

1 ( 1 2)
1 p 11 P21 p 3 1 

� E p 11 P21 P31 ln X 

x1=0 x2=o x1! x2? X3! 1 x2 X3
P12 P22 P32 

onde pl i + p2i + p3i = 1; · i = 1; 2 e x3 
= N - x

1 - x
2

, 

1 ( 1 

+ X3

1 { 1 

onde 

N 
E 

x1=0

1 ( 1 

1 ( 1 

N N-x 
2) 

1 
= E E 

x1=0 x2 = 0 

ln �1 . 

. • 

P32 

p 1 1 N 
2) = ln E 

P12 x1=0

sabe-se que 

N-x 
E 

1 

x2= 0
x.f1 (x)

J 
-

= 

2) N [r 1 1 ln 

3 
2) = N E Pcl

c= l 

[ X 1
p 1 1 p 21 

f 1 ( �) .ln .ln + x2
-- + 

P12 P22 

N-x P31 N N-x 

E 1 xtft (�) + . . . + .t'..n E E 1

x2==o P32 Xl "" O x2==0

El(Xc) = N P e 1 '
e = 1 ' 2' 3 ' logo 

p 1 1 'P21 ln P31 l 
+ P21 -tn - + P31

•• 

P12 P22 P32 

ln 
Pcl (7) 

Pc2 

x3 f 11
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3.4.2.2. Propriedades da informação 

No Ítem 3.4.1. demonstraram-se 

seguintes propriedades: 

algumas das 

( i } 1(1 : 2) é nao negativa, isto e 

1(1 2} � O, verificando-se a igualdade se e somente se

Não há nenhuma informação de discrimina

ção se as distribuiç�es das observações são as mesmas sob 

ambas as hipóteses. 

( i i } 1 (1 : 2} é aditiva para eventos a-

leatórios independentes, isto é, para f e! independentes 

sob H. , i = 1; 2, 
1 

X) + 1 (1 2; V) • 

tem-se que 1 (1 : 2; X, V} = ( 1 : 2 ; 

Aditividade da informação para eventos inde

pendentes é intuitivamente uma condição fundamental. U

ma amostra de N observações independentes da mesma popu

lação fornece N vezes a informação média de uma �nica ob-

servaçao. 

1 ( 1 

+ . . . + 1 ( 1

Isto e, se 

2 • X ) ' 
n 

1 ( 1 2; X) = N 1 {1 

( i i i ) 

X X Xn � ºº
., f(x),

1' 2' ... , , ._ 

Se E. E B, = 1 ' 2 ' 
. . .  , E.

1 

então 

(8) 

" E . 
J 

= cp ' i -/:- j e íl = U. E. , isto e ' quando se faz uma par-
1 1 

tição de íl em eventos E
i, E2,

. . .  ' tal que sejam disjun-
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tos dois a dois; tem-se que 

1 ( 1 
. 2

) � r P 
1 

( E i ) 
ln Pl(Ei)

P2(Ei) 
para x E E.·,. i = 1, 2, ... , 

1 

verificando-se a igual�ade se e somente se (1<.ULLBACK, 

19 59)

f 1 (x) P1(Ei)
E E. '= ' para x 

f2(x) P2(Ei)
1 

= 1 , 2, . . . , ou 

f 1 (x) f2(x)
E • '=

' para X E

P1{Ei) P2(Ei) 
1 

= 1, 2, ... 

A expressao (9) implica que uma 

necessiria e suficiente para que a informação não 

(9) 

condi'ção 

seja 

diminuida devido ao agrupament6 de observaç5es em eventos 

E. i que as densidades condicionais de X dado E. sejam as 
1 - 1 

mesmas sob ambas as hipóteses. 

3.4.2.3. Informação e suficiência 

Se a partição do espaço amostral na pro-

priedade (iii) do ítem 3,4.2.2., i tal que a condição 

necessária e suficiente para a igualdade e satisfeita, 

isto i, que a densidade condicional de X dado E. seja a 
1 

mesma sob ambas as hipóteses para todo Ei da partição, en

tão diz-se que a partição de íl = U.E.,· 
1 1 

= 1, 2, ••• , e 

uma partição suficiente para discriminação. KUL-LBACK 

(1959), baseado no fato de que uma estatfstica é uma par

·tição do espaço amostral íl, estabel�ce que uma estatísti-
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ca e suficiente para discrimi�ação se a condição necessa

ria � suficiente (9) para a igualdade e satisfeita. 

Seja Y = T(x) uma estatfstica, tal que e 

possível fazer uma tr�nsformação mensurável do espaço de 

probabili·dades (íl, f3, Pi) sobre o espaço de probabilidades

(y, cr, µ . ) , 
1 

= 1; 2. KUL.LBACK (19$9) demonstrou o se-

guinte teorema: 

Teorema: 1 ( 1 : 2 ; Q) � 1 { 1 2;. y), com a igualdade pr.!:_ 

valecendo se e somente se 

= 

g l (T (x)) 

g2(T(x))

f 1 (x)
ou equivalentemente 

f2(x) (10),

g 1 ( y) 92(y) 

onde g. (y) e a Esperanç·a condicional de f. (x) dado 
· 1 1 

y = .

T(x), isto e, gi(y)= E [fi(x)lv], i = l;2. Uma esta

tística que satisfaz a condição (10) e chamada uma esta-

tí-tica suficiente para discriminação. O teorema ante-

rior estabelece basicamente que quando se grupam ou se 

transformam observaç5es atravis de uma estatfstfca, em 9.!:, 

ral, implica uma perda de informação.· Se a estatística e 

iuficiente, não há nenhuma perda.de informação. 

3.-4.3. Informação mínima de discr.iminação '1 (* 2) 

Viu-se que a informação para dis-

cri minar em favor de Hl VeT'8UB H2, por p 1 , e:

1 ( 1 2) =f fl(x) ln 
f 1 (x)" 

dx

f 2 (x) 
( 1). 
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Para aplicações posteriores, f2(x) sera u

ma função de densidade associada com o conjunto de popu

lações da hip6tese nula e f1 (x) e um elemento que per

tence ao conjunto de densidades de probabi 1 idades que está 

associado à hipótese alternativa. 

Para uma f2(x) 

f1 (x) que esteja 

dada, p recurar-se-a a função 

de densidade mais próxima ou que tenha 

mais 11semelhança11 com a medida de probabi 1 idade p2 no sen 

tido de minimizar a informação de d i s c r_ i m i na ç ão 1 ( 1 2) 

Como 1 ( 1 : 2) � o ' com a igualdade se e s0mente se f1 (x)

= f2(x), é lógico que se deve impor algumas outras res-

trições adicionais sobre f1(x) para se obter uma 

medida de probabilidade diferente de f2(x). 

outra 

Deseja-se então minimizar a informação de 

discriminação sujeita à restrição que S T(x) f1 (x) dx = 0,

onde 0 pode ser um parâmetro multidimensional populacio-

nal e T(x) é uma estatística, que pela sua vez é um esti

mador imparcial de 0. 

Usando multiplicadores de Lagrange, o pro

blema consiste então em minimizar a função 

dx - t [fr(x) 

(2) 

KULLBACK (1959), demostrou que o mínimo de 

(2) ocorre quando f 1 (x·) = f* (x) (3) 

Integrando em ambos os membros de (3) tem-se que



TT(x) -À-1 e e dx 

1 = e -À - 1 f f 2 ( x ) e 
T T ( x ) d x 

63. 

( '•) '

mas sabe�se que a funç�o geradora de mo�entos de T(x) e 

1 o g o 1 = e - À -l 
M 2 ( T;)

À+l 
e = M . (T)2 

Definindo f f*(x) 
f *(x) 

ln--- dx == i(* 

f*(x) TT(x)-À-1e lembrando que, pela equaçao (3)1
= e 

f2(x) 

( 5) '

(6) 

(7) e

(3) 

2) '

f * (x) 

f2(x) 
= e

TT(x) -À-1 e , -mas, por (6), sabe-se que e -À-l =

logo 

ln 
.- f * (x) =
f2(x) 

logo, 1 ( * : 2) 

TT(x) 

TT(x)e 
== ---

- ln M2 (T)

== Jf*(x) [ TT (x) 

. . 

- ln 
_ M2 ( T)] dx

1 (* 2) == Sf*(x) TT(x) dx - lo M2(<) r f*(xl

( 9) '

dx . . 



1 ( * .. 2) = -rf*(x)._ T (x) dx - ln M2 ( T) 

1 ( * 2) = T e - ln M2(T) 

onde• e = Jrcx) f*(x) dx = S T (x) f2(�) 

= 
s

T (x ) f2(x ) TT(x) 

À+ 1 dx, mas 
e 

·�rT(x) f2(x) TT (x) 
dx

M2(T) 

e = 
1

(T(x) f2(x) eTT(x) dx, 
M2(T)). 

mas por (S) 

aM2{-r) a[f (x) eTT(x) l 

= s· 
2 

aT 
dx 

por ( 7) '

. 

e 

substituindo-se (12) em ( 11 ) , tem-se que 

a M2(T) 
a M2 (-r ) éh a 

e 
. 

e = . . = = 

t-12(T) dT M2(T) 

64. 

. 

(1:0)' 

TT (x)-Ã-1 dx . 

( 11) '

(_12) 

ln M2(T) 
(13)

aT 

Com base nos resultados anteriores, · enun

cia-se o seguinte teorema (KULLBACK, 19 59): "Se f
1 

(x) e

uma dada f2(x) sio funç�es de densidade de probabilidade 



do espaço mensurável { n, s). e Y = T (x) é uma 

ta J que Jr ( x) f 1 ( x � d x == 0 e M 2 ( T) = s f 2 ( x)

65. 

estatfstica 

e TT(x) dx, � 

xiste para T em algum intervalo, então cumpre-se que 

1 ( 1 

0 = 
é)

dT 

2) � 1 (*

ln M2(T), com a igualda�e se·e somente se

e TT ( X ) f z ( X )

f1 (x) = f*(x) = ( 1 4) 

Posteriormente se estudari a relação de 0 

com valores amostrais observados e as implicações no tes

te de hip6teses estatfsticas. Os valores amostrais serão 

usados para determinar a "semelhança" entre a amostra, c� 

mo um possfvel elemento do conjunto de populações da hi

p6tese alternativa, e a população da hip6tese nula defi-

nida por f2(x}, através de uma estimativa da

mínima de discriminação. 

informação 

Exemplo: 

uma distribui-

çao trinomial para N = 3 ; P1
= o .. 3; P2 

= o.s e T(x)
= x. 

Sabe-se que M2(}:) = (pleT 1 + P2 e T 2 + P3) s . Logo

't IX T 1 x l + T2X2-

f 2 (x 1 , x2) f2(x1, x2 ) e 
f * ( X l , x2) = = . 

Mz(!) (ple Tl T2 
P3) 3 + 

p2e +



. . . ··q xl -r2 x2 X3 66 
3 ! (

ple ) . (p2e ) P3 
f*(x1, x2)

= -r1 12 
1 1 X3! 

{p
1e p ) 3 X 1 x2.

+ P2�
+ 3 

mas xl + X 2 + X3 = 3 , logo 

3 ! xl X 
f*(x1, x2) = (

p
f) (

p
*) 2 ( P!) -3 onde 

1 1 1 
2 X 1 •

x2.
X3• 

-r1 -T2

P1 
p 1 

e 
Pf p2e

= ; 
= e T] T2 Tl .;2 

ple + 
p2e + p 

ple + 
p2e + P33 

p * =3 

Observe que f*(x1, x2) também e uma função de

trinomial. 

densidade 

Por (13), tem-se que e = 

e. =

= 3 Pf e

Suponha que houvesse interesse em procurar 

ª1 
X =E1(T(1)) = E1( Xl) = 1 e ª2 

= E1 (T( \)) = Et<,X2) =1, 

então 
1 

p* - - e p� = l - 3 3 

Entre todas as funç�es densidades de pro-
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b a b i l i d a d e s f 1 ( x 1 , x 2) , ta l que El X 1 ) = 1 e E1( X 2) = 1 ,

verifica-se que quando 

3 ! 1 X l 1 x2 1 . X
----- ( -- ) (-) (-) 3, 
X 1 ! x2 ! x3! 3 3 3

obtem-se o menor valor para 1 (1 

-se que

2). Neste ·exemplo,_ tem 

1 (* : 2) = E 
3-x 

E 1

o 

o 

o 

o 

1 

1 

2 

2 

3 

o 

2 

3 

o 

2 

o 

o 

Jogo, 1 (* 

3 

2 

o 

2 

1 

o 

o 

o 

X1 =

º 
x2=o

0,0370 

0,1111 

0,111 1

0,0370 

0,1111 

0,2224 

0,1111 

0,1111 

0,1111 

o-�0370

1,0000 

2) = 0,21048. 

0,008 

0,060 

0,150 

0,125 

0,036 

0,130 

. 0,225 

0,054 

O, 135 

0,027 

1,000 

f*(x1, x2)

f2(x1, x2)

0,0567 

0,0684 

-0,0334

-0,0450

O, 1252

0,0468

-0,0784

0,0802

-0,0216

0,0117

0,21048

onde 

:
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3,4.4. Estatfstica da informação 

3.4.4.1. Estimativa de I(* : 2) 

No ftem anterior viu-se que a informação 

é o valor que minimiza amfnima de discriminação 1 (*   :   2) 

expressão 

I(*: 2) = sf1(x) dx, para uma dada f2(x) e to-

da f
1 

(x), tal que 0 = JT(x) f
1 

(x) dx. Achou-se que o 

valor mínimo 1(* 2) = 0T - ln M2(T), é atingido quando

f1(x) = f*(x) =

e = ·ln M2(T)
dT 

e TT(x) f2(x)

M2(T)
( 1) ,

( 2) e

( 3) 

A função f*(x), dada pela expressão (1)      é

chamada distribuição conjugada de f2(x).· Da expressão 

(3), e fáci I verificar que T e função de 0 e se nao há 

nenhum valor de T de modo que 0 = dT ln M2(T), a infor-

maçao mínima de discriminação e zero. Pode-se 

então que I(* : 2) = 8T(8) - ln M2(-r(e))

onde T(0 ) ê o valor de T para o qual 

d ln M2 (T) 
= e.

escrever 

( 4)' 

S�Ja ON uma amostra de N observaç5es inde-



69, 

pendentes com função de densidade de probabilidade f2(x).

Pode-se então estimar 1 (* : 2) usando-se o valor observa

do de T(x) na amostra ON' como uma estimati-va de 8 isto

é, T(x) = ê(x) e tamb�m para se obter uma estimativa de 

T, isto é, 'r(x) = T(ê(x)). Então 

T(x) = ê(x) 
T(Ê)(x}) 

( 5 ) 

A estimativa de 1 (*  :    2) e, então 

T(* 2; ON) = ê(x} T(ê(x)) - ln M2 [T(ê(x))] (6) ou

T(* (7) 

Definição: !(*: 2; ON) é a informação mínima de discri

minação entre a população com função de densidade f*(x), 

dada por (1), com o valor do parâmetro 8 sendo o mesmo v� 

lor de ê da amostra, e a população com função de densidade 

f2(x). Devido a que T(*: 2; ON) � O, com a igualdade se

e somente se ê e igual ao valor do parâmetro da população 

com densidade de probabi 1 idade f2(x), tem-se que, quanto

maior for o valor de T(* : 2; ON), maior seria divergin

cia entre a amostra e f2(x).

A estatística da informação T(*: 2; ON)' 

dada pelas expressões (6) ou (7), foi calculada conside-

rando apenas uma função de densidade de probabi !idade 

f2(x) dada. Porém, em muitos problemas de aplicação f2(x)

representa um elemento de um conjunto H de funções de 



70. 

densidade de probabi 1 ida de. Seja T(i� : H), o valor 

mo de T(* : 2; ON}' para toda f2(x) E: H, isto é:

H) = min T(* (S) 

O valor de T(* : H) é uma medida da divergência entre a 

amostra e aquele membro da família de populações�' que 

tem mais "semelhança" com a amostra. Evidentemente que 

se o valor de ê na amostra i igual ao parâmetro e

algum dos membros de�. então de fato T(* : H) = O, 

para 

isto 

é, a amostra não produz nenhuma informação para discrimi

nar contra H. 

A estimativa T(* : H) é definida como a es 

tatística da informação mínima de discriminação (EIMD). 

3.4.4.2. Distribuição de T(*  :  2)

f * {x) = 

Da equaçao (l) do item anterior, tem-se que 

e-rT(x) f2{x)

M2 (-r)
é uma função do parâmetro 1' 

portanto, o estimador de mãxi�a verossimilhança de -r é 

·=r(x) . De fato,

d 

dT 
ln f*(x) = T { x) -

di _ 
ln M z ( T ) •

( 1 ) ' 

Igualando a zero, 

 míni-



d 
tem-se que T(x) = .e. n M2.h> e o valor para

dT 

d-
ln f*(x) = o e único e dado por

dt 

[ 
d 

T {x) 
_ 
= -

· - dT 
M2 (T) ]

T
=ln 

T (x) 

Substituindo-se o valor de T(x), na expressão ( 1) '

7 1 • 

o - qua 1

tem-se 

ln- max f * (x) = f(x) T{x) + ln f 2 (x) - ln M2 C:r(x)) .

ma-x f*(x)
T 

ln = f(x) T{x) - ln M2{T(x))
f2(x)

então por (6), (7) e (8) do ítem 3.4.4.1., tem-se 

ln 

T(* 

max f*(x)
T 

H) =

(2) '

que 

(3) e

(4) 

Obviamente (4) _ sera mínima quando f
2

(x) for máxima, isto·é,

T(* H) = ln

m�x f*(x)

max f2(x)
f 2 EH

(5) 

Admite-se que as populações de� são mem

bros de uma família de funções exponenciais que pel� sua 

vez é um subconjunto das funções exponenciais geradas por 

f* (x), (KULLBACK, 1959). Denotando o espaço dos pa râme

t ros T pof íl e um subconjunto de valor�s de T correspon-



dentes a�. por W, tem-se que 

max f2(x} = max f2(x) = max f*(x), logo (5) fica:
f2e:H 't' e: W -re: W 

·1(* H) = ln

max 
f*(x) T e: íl 

max f*(x) 
T.e:W

= - .ln À

72. 

( 6) '

onde À é a razão·de verossimilhança de Neyman-Pearson, is 

to é; 
max f*(x) 

·, __ Te:W l I\ ogo 
max f*(x) 
T e:íl. 

2 T ( * H) = - 2 .ln À 

WILKS (1938), demonstro� o seguinte teorema: 

(7) 

Teorema: Seja uma população com uma vari�vel X distribui-

da com a função de densidade f(x; 01, e
2

, •.• , eh), tal

que existam estimadores ótimos para os 8 1 s. Seja H a 

hipótese simples H· • 8 =• i i = m + 1, m + 2, ••• , h. 

Sob H, a distribuição de - 2 .ln À é distribuida como um 

x
2 com �-m) graus de liberdade, exceto para termos de or

dem n-112, onde

À = 

3.4.4.3. Distribuição conjugada da distribuição mult.inomial. 

Seja p(x) = p (x 1 , X
2

;
. . . , xc) =

N! x1 x2 X 
P1 P2 . . . p e

( 1) '
X 1 ! 1 1 e x2.

X e. 

e 
onde p. > o, = 1 ' 2 , e· I: p. = 1 e E x. = N. . . . ' ' 1 1 1 i = 1 i = 1 
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Baseando-se nos resultados obtidos no ítem 3.4.3., pode

-se afirmar que 

1 {p* (x) p(x)) = p*(x) -ln 
x1+�2+ ••• +xc =N 

toma um valor mínimo quando 

p*(x) =

N ! 

p
* (x)

X 1 ! 1 x2.
. . .

onde p� 1 
't 1 

(
ple . +. 

X X 

( P1) 1 
(p�) 2

1 

e 
't. 

p.e 1 
1 

't 2 
p2e. + . . . + p ) .c 

p* (x) 

p (x) 

ou 

{p*) e 

{ver exemplo do ítem 3.4.3., na p�gina 65).

X 

{ 2) , 

(3) 

Pelas restriç5es conhecidas, 

os T's são 
p

arâmetros reais e

tem-se que E*{X.) = a. = Np'!t
1

,
1 1 

ª· = 

1 

jugada 

tem-se 

e•· 
1 

N 

't i e =

T. 
1 = 

ª 

+ . . . + 

A distribuiç�o 
p

*{x)· ia distribuição con

da distribuição multinomial p {x) Além disso, 

que: T.

p. 
1 

p� 
1 

= , 1 "[1 "[2 
(
p 1 

e + p2e + . . • .

pc)

(4) 

e i 
(
ple 

T l 1"2 
pc) 

e i K, + 

p2e + . . . + = 

Np. NP. 1 1 

K > O, 

ln Si ln K -- + (5} , 
No. 
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1 (* 2; ON) - 1 (p*(x) p(x)) =

( 6} ' 

Tl X 1 + T 2X2 + . . .  + T C X C 
p*(x} e P (x}

mas, ln = ln 
p (X:) ( Tl + T2 + + p e 

e TC 
) N • p ( X )

ple p2e . . . 

ln 
p* (x) 

p(x) 
= T l x l + T 2 x 2 + . • . + T ex e - N ln K,

mas por (S} e lembrando que E(Xi) = Npi' tem-se que 

ln 
p* (x)

p(x) 

substituindo-se (7) em (6), obtem-se: 

K 

1 ( * z: p* ( x ) { T 1 0 1 + T 2 0 2 + • . . + 
x1+x2+ ••• +xc=N

T 0 · - N ln K) e e 

1 { *

(5) 1 { * 2; ON) 0- ln- 01 
por = -- +

1 Npl

+ 0 2 ln K + e ln e 0 ln . . . + -+ 
NPc

e 

e t 02 
1 ( * 2· ON) = 81 ln -- + 02 ln ·, 

NP1 Np2 

{01 + ª2 + . . . + e ) ln K - N ln· K; 
e 

01
ln ·K + 02 

ln

K N ln K, 

+ . . .. + 0 ln· 

mas por { 4) ,

(7) 

mas 

02 

Np2

_,E+ 

Np 
e
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c c 

tem-se que t:: e = t:: N p :' = �J ' logo
i =1 i = 1 1 

0 0
2 e 

1 ( * 2 ON)
e ln 1 

e
,,

ln e ln c
·- -- + + ... +' 1 c Npl

... Np2 Np c

(8) 
c e . 

1 ( * . 2. ON)
t:: e . ln 

1 1 ' 2 ' (9) = = e ' 
1 

. . . , 

i = 1 Np. 
1 

Para .aplicações a testes de hipóteses so-

bre populações multinomiais, a distribuição p(x) em (1) 

representa a hipótese nula, enquanto que a distribuição 

conjugada p1c (x), dada por (2) representa a hipótese al-

ternativa. Na distribuição conjugada p*(x), os parame-

tros serão considerados como sendo iguais as estimativas 

imparciais observadas na amostra, isto é, 

ê = Npl = Xi ,
= 1, 2, ... , e

Da equação (5) tem-se que T . =
1 

e 
ln-•- +

Np.
1

{ 1 O) 

ln K. Devido 

a o f a to d e que o v a l o r d e K é a r b i t rã r i o e que 1 (," : 2 ; O N)
T 

1 
T

2 nao depende do valor de K = p1e + p2e + . . •  + Pc• en-

tão K pode ser considerado como sendo igual a 1, portanto 

T. =
1

a sua 

e. 
1 

Np.
1

estimativa 

= 1 , 2, ... ' e 

- - ln e T• = 
1 

( 11 ) e

ê. X• 
1 

= = 1 , 2, ... , e, 

Np. 
1 

Np.
1 

Substituindo-se este valor em (8), obtem-se a estatfstica 

da informação mínima de discriminação (EIMD), 



X
3 ln + X

3 
+ . . .

Np3

c 
T(* 2 ; O N) í: 

i = 1 

De 

3.4.4.2., 

X c 

x. 
1 

p ( x)) = x1 
ln

ln c 

Np e

ln 
x ·

Np. 
1 

acordo com o estabelecido

2 2 T(* : 2; ON)..-......,/ X (c - 1)

]b. 

( 1 2) 

no Ttem 

( 1 3) 

Conclui-se então, que pode-se testar a hipótese nula H2,

versus a hipótese alternativa H1, através de 2 T(p*(x)

p(x)), rejeitando H2 para valores grandes da EIMD. Admi

te-se que x. ln x. = O, se x. = O. 
1 1 1 

3,5. Formulacão e Teste de Hipóteses de Interesse em Ta

belas de Contingência R x S x T, Considerando Fixas 

as Freqüências Marginais Observadas 

3.5.1. Introdução 

Nos ftens 3.3.3. e 3.3.4., foram apresen

ta�as as hipóteses de interesse numa tabela de contingên

cia R x S x T e  foi obtida a estimativa de máxima veros

similhança para a (i, j, k)-ésima casela, sob a hipótese 

de independência mútua completa, a partir do modelo log

linear 

Ne�te caso, foi admit1do a priori um de-

terminado modelo log-linear para as probabi !idades das 
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Neste tra-R x S x T caselas da tabela de contingência. 

. bal ho sera usado o principio da informação mfnima de discrimi-

na ç ão , q u e , d e n t r e ou t r a s , t em .a v a n t a g.e m d e n ão p r e s s u -

por a priori um determinado modelo para testar uma hip6-

tese. O modelo log�linear será obtido a partir de res-

trições impostas nas freqüências marginais observadas. As 

restrições impostas, especificam que a tabela de contin

gência estimada tenha o mesmo conjunto de marginais i-

guais is marginais observadas. GOKHALE & KULLBACK ( 1978), 

consideram que as restrições impostas especificam uma ta

bela de contingência estimada tal que funções lineares de 

caselas estimadas tenham o mesmo valor que as mesmas fun

ções lineares de caselas observadas. 

3.5.2. Representação log-linear 

Neste ftem sera demonstrado um dos resul-

tados apresentados por GOKHALE & KULLBACK (1978). 

Seja uma tabela de contingência R x S x T, 

isto é, contendo R x S x T caselas. Seja íl ,  o conjunto 

formado pelas R x S x T case las e seja w uma case la (i, 

j, k) qualquer. 1 s to é, íl = {w w = (i, j, k,) , = 1 , 

2 ' ••• ' R ; j = 1, 2, ... ' s , e k = 1, 2, 
. . .  , T}. Con 

sidere-se duas distribuições de probabi 1 idade ou duas ta

.�elas de contingência definidas no conjunto de caselas íl, 

Sejam essas duas distribuições denotadas por p(w) e �(w), 

tal que E p(w) = E rr(w) = 1. 
íl íl 

No ftem 3, !1.2.1. foi definida a informação 
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de discriminação em favor de p{w) versus n(w), como sendo 

l .( p TI) = E p(w) ln 
p (w) 

S1 TI (v,,1) 
( 1 ) 

V 'I s a n d o a p l i c a ç õ e s p os te r i o r e s , p ( w ) é um e l em e n to d a f a -

mflia P de distribuições que iatisfaz�m restrições impos

tas. n(W) é uma distribuiç�o arbitriria e a sua escolha 

sera feita de acordo com o problema estudado. 

Como se viu no ítem 3.4.3., procura-se o 

valor p(w) que minimiza (1 ) entre os elementos da família 

�.de distribuições que satisfazem algumas restrições li-

nearmente independentes. Usando notação matricial, as res-

como: trições podem ser expressas 

e e = e, (2), onde 

C é uma matriz ( r  + 1) x íl, e é o valor das probabi lida·

des das R x S x T caselas, isto é, p tem dimensões íl x 1 

e e é um vetor de restrições de ordem ( r  + 1) x 1, e o 

ran k d e C é (r + l) � n , i s .to é , a s (r + 1) 1 i n h a s d e C s a o 

linearmente independentes. Denotando os elementos da ma-

t r i z e por e . ( wl , i = o , 1 , 2 , ... , r 
- 1 

e

íl, tem-se então que (2) pode ser expresso 

w = 1 , 2 , 

como 

ce = e => E e . ( w) p ( w) = e . íl 1 . 1 
= O, 1, 2, ... , r. 

Ilustrando com um caso genérico, tem-se que: 

. . . ' 

sendo 



e O ( 1 ) c0(2) co (3) 

e p = e => e 1 ( 1 ) e 1 ( 2 > e 1 ( 3)

e 2 ( 1 > c2(2} c2 (3 )

' 
e ( 1 )r e ( 2)r e r ( 3)

r+l 

Por exemplo, e O ( 1 )

e o (3) p ( 3) + . . . + c 0 (w) p(w) = e o

Para expressar a restrição natural 

-se Co(w)=l, para todo w e ªo 
= 1 • 

Minimizando ( 1 ) com 

-se que

79. 

c0 (wr ·p ( 1 r ªo 

e 1 (w) p(2) = e, 

e 2 (w )· p(3) 82 

e ( w)r p(w) er 
íl 1 r+l 1

(3) 

p ( 1 ) + c 0 (2) p(2) + 

. . 

(4) 

que E p(w) = 1 ' toma-
íl 

as restrições (3) ' tem 

Z = I p(w) 
íl 

p(w) 
ln 

TI ( w) 
- T' (r p(w) - 1) - T1 ü: c1 (w) p(w) -o íl íl 

81) - T2(i: C2(w) p(w) - 82) - ... - T (i: C (w) p(w) - 8 )
íl r íl r r 

az 

3 p (w) 

T C (w). r r 

p(w) 
ln + 1 - T'o - T1C,(w) - T2C2(w) - ••. -

TT (w) 

Fazendo T ' 0 = T O + 1, tem-se que

az 

a p (w) 
= ln 

p(w)
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Igualando a zero, obtem-se 

ln 
p*(w) 

e (w) = T
O 

+ T
l C.1 (w) + T

2 c2{w) + . . .  + T (4) 
rr·( w) r r 

T ' + T
l C l (w) + T

2 c2(w) + . • .  + T e (w) 
p*(w) [e o r . r J 1T (w)ou = 

w = 1, 2, ... , íl, onde os -r's serao determinados 

tal que ce* = 0. A representação (4) e também conhecida 

como modelo log-linear. Observa-se que P*(w) gera uma 

família de distribuições exponenciais, que como se sabe, 

têm propriedades estatísticas desejiveis (HOGG & KRAIG, 

1978; WILKS, 1962, dentre outros)� Os -r's são os parâme

tros exponenciais ou parâmetros naturais da família expo

nencial e representam parâmetros de efeitos principais e 

de interações. 

3.5.3. Estimativa da freqüência esperada na (i, j, k) 

sima casela através da informação mínima de 

criminação 

- e-

dis-

Uma vez que uma hipótese é selecionada, o 

próximo passo é estimar as freqüências das caselas sob a 

hipótese nula, usando as freqüincias marginais. No ítem 

3.5.2., viu-se que a estimativa pelo princí�io da infor-

. mação mínima de discriminação (IMD) é p*(wl tal �ue · 

1 (p* 11) = 1:: P* ( w) ln 
íl 

P* (w). 

1T ( w) 
= min 1 ( p 1T ) , P· , P* € P •
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Ho caso particular de tabelas de contin-

gência tridimensionais, será estimada P(ijk) minimizando a

informaçio de discriminação 

1 ( p 'IT) = E E E 
P(ijk) ln P(ijk)

( t ) 
j k 'IT(ijk) 

'i = 1 , 2, . . .  , r ; j = 1 , 2,
. . . . , s e k = 1 , 2' . . . , t ' 

impondo a restriçio �ue a tabela estimada tenha as margi

nais de interesse iguais às marginais da tabela observada 

e 'IT(ijk) seri tomada como a distribuição uniforme, isto

e, 7T(ijk) = 
R X S X T

Para qualquer tabela de contingência tri

dimensional R x S x T, podem-se considerar três tabelas as

sociadas da mesma dimensão (KU et aZii, 1971): 

t) A 1r-tabela {',r(ijk)}, . � k 'IT(ijk) = 1 J 
t. 

A n-tabela será'admitida como eipecificada pela distri-

buiçio uniforme, isto é, 

'IT.(ijk) = para toda i ,j ,k. 
R X s X T 

2) A família das p-tabelas denotadas por

J k P(ijk) = 1. Esta tabela ·satisfaz certas

condiç�es de interesse, geralmente uma especificaçio das 

marginais, por exemplo, as marginais unidimensionais 

p ' p (i .. )' (.j.) 
e P( •. k)' i = 1, 2, .•• , r; .J = 1, 2,

... , s e k = 1 , 2 ,· ... , t • 
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{p �'( ( .. k d ' í: k P * ( i J. k) = 1.
1 J ' i j 

A p•-tabela é a estimativa de P(ijk) através do método da

informação mínima de discriminação. to elemento da fa

mília das p-tabelas que tem mais "semelhança" com a rr-ta-

bela, isto é, a p1<-tabela minimiza a informação de 

criminação 

d is-

1 (p : TT) = í: k P(ijk) ln
j 

p(ijk)

TT(ijk) 

sujeita as restrições 

impostas. 

3.5.4. Independência mutua completa 

3.5.4.1 . Representação log-linear 

Admite-se uma tabela de contingincia co-

nhecida rr(ijk)'
= 1, 2, ... , r; j = 1, 2, ... , s e 

k = 1, 2, . .. , t; f f � TT(ijk) = 1 e e requerida uma 

tabela de r.ontinqincia p{ijk) tal que as probabi 1 idades

marginais 
P(i .. ) P(.j.)e P( .• k)' 

sejam fixas e iguais as

probabi 1 idades observadas numa tabela de contingência R x 

S x T, de tal forma que 

.. .  1 ( p 1f) = t t 
j � P(ijk) 

ln P(ijk)

·rr(ijk)

seja um m1n1mo para 

toda p(ijk) com as probabilidades marginais dadas.

Para aplicar o teorema de KULLBACK (1959), 

que foi enunciado no ítem 3.4.3., pigina 64, necessitam-

-se estatísticas T (º ºk), a = 1, 2, .•. , r;
C/. • • 1 J 



T.'3.(ijk)' f3 = 1, 2, .•. , s e 

T , .. k)' y= 1,2, ••• , t,.•• Y\ 'J 
ta 1 que 

E E E T ex, •• (ijk) P(ijk) = P(i •• ) 'j k 

E E E ;.13.(ijk) P(ijk) = P(.j.) 
j k 

E E E T •• y(ijk) P(ijk) = p ( •• k) 
j k 

se ô'. = 

Definindo T (º ºk) Q'., • IJ 
= s 

1, 

lo, se ô'. ,J: 

e 

{ 
1, se f3 = j 

r. 13 .(ijk) = O, se f3 ,J: j

r .. Y(ijk) = { 
1, se Y = k 

O, se Y ,J: k 

e 

Observe que (2), (3) e (4) satisfazem (1), por

para ô'. =  1, tem-se 

E E E Tl {º ºk) p. ºk =
i J k • • ' J ' J 

.83. 

( 1) 

(2) 

(3) 

(4) 

exemplo, 

T 1 •• ( 1 1 1 ) p ( 1 1 1 ) + T 1 •• ( 1 1 2 ) p ( 1 1 2) + • • . + T 1 •• ( 1 1 t ) p ( 1 ltt

+ .••

+ ••• +
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Tl .. (lsl)p(lsl) +T1 .. (1s2)P(1s2) + ... +T1 .• (lst)P(lst) +

T 1 .. ( 2 1 1 ) p ( 2 1 1 ) + T 1 .. ( 2 1 2 ) p ( 2 1 2 ) + . . . + T 1 .. · ( 2 1 t ) p ( 2 1 t ) +

+ . . .  + 

T1 .. (2s1)P(2s1) +T1 .. (2s2)P(2s2) + ··· +T1 .. (2st)P(2st) + 

+ • • •  + 

T1 .. (r11)P(r11) +T1 .. (r12)P(r12) + ... +Tl..(r1t)P(rlt) +

T1 .. (r21)P(r21) + Tl .. (r22)P(r22) + .. ' + Tl .. (r2t)P(r2t) +
+ . . . + 

Tl .. (rs1)P(rs1) +T1 .. (rs2)P(rs2) + ... +Tl .. (rst)P(rst)'

= 
2, portanto 

Observa-se que a partir de 

T = O,
1 •• 

logo 

i: Ek T1 .. (ljk) P(ljk) = r Ek P(ljk) = P1 
j j .. 

= 2, Cl = 1 :f, 

Da equaçao (14) do ítem 3.4.3., página 65, tem-se que 

P*(ijk) 

! � ( i j k ) ! ( i j k ) ·
= 

e P2(ijk) 

M2(!(ijk)) 
(S), logo 



ri: r e· ·k) + ri: º r º ·e· .k·> + r.i: r e· ·k>· ea a . . 
. 
a. . 1 J B • µ. • .., • 1 J y ,, • y . • y I J 7f 

as.

.. (i·k) P* ( i jk) 
= --------------�---------...------...... 

M ( \x. .. , T .J3• , T � • y) 

seja M = M(T 'T D ' T ), 
ct. . . µ. ..y 

logo 

Í::T T ( .. k) + LT D T D ( •• k) + ET . T ( •• k) M=EEE eª ª · · ª· ·  •J B .µ. •IJ• •J Y •• y •. y 1J lT• 
(i ik) i j k 

T. + T 
. j . 

+ T •• kM r E r, 1 •• logo = e . 1T(ijk)' 
j k 

T. + T + T •• k1 •• • J • e . 1T(ijk) 
P*(ijk) T. + T • j • + T • • kr, E E 1 • -• e . lf(ijk) j k 

Pela equaçao (13}, ftem 3.4.3., página 64, têm-se que 

e = 

onde 

,e.n M = ln 

ih 

T. . + T.
J
·. + T

0 
.k 

= ln M = ln � � � e 1 
• • • 1f. (i j k) , · i s to e,

T T • 
E e i. · E e . J • E 

j k 

T •• k e · 1f(ijk) (6) 

Observe que (6) pode ser expresso como 

.tn M = 
T T T T .  T k 

0 n ·e e 1._. 2 • • 
. r •• ) � e • J • � •• 

,(,. + e + • . . + e t., 

t.,k
e 

'1T ( i j k)
j 

(7) ,
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1 ogo, tem-se: 

p. 1 ••
= 

-. 1 ' 1 = 

p • j .
= 

j = 1 ' 

p •• k 
=

k = 1 , 

é) .. i.n M 
_.....;... ___ = 
é). T, 

1 •• 

2, . . .  , r 

é) ln M 

é) T 
• J •

2, . . .  , s 

é) ln M 

é) T •• k

2, . . . , t 

.T.· 
1 •• 

e 

T . j . 
e 

.T •• k
e 

T • + T 
t I: ,J. ..k 
j k-e · · -•·lf{i jk),_ 

M 

I: I: T• + T •• k
k e 

, .. 
. 'IT(ijk) 

E I: T, + T . j . 
j 

e 
, .. 

. 

'1T (ijk) 

M 

(8) 

(9) 

( 1 O) 

P o r ( 1 O ) , d o f te in 3 . 4 • 3 • , p ã g i na 64, s a -

óe-se que o valor mfnimo de 1 {p : rr) e 1 (p* :  rr) = T0 -

ln M, donde 

1 {p* : IT) = [T j T T J P • - .. -.j. -.. k �1 •• 

logo 1 {p* rr) = I: T, 
1 · ••

- ln M

p
- • J •

e .. k 

p. + E
1 • • j T • 

. • J • 

ln M { 11 ) , 

p • + E -r •• k p k• J • k •• 

{12)· 

Para usar a mesma notação de KU & KULLBACK 
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(1963), KU et alii (1971) e KU & KULLBACK (1974), sejam 

Ti ..e 

p 
i •• 

p 
. j.

p •. k 

1 ( p * 

= ai;

= p� 
1 • •  

* 
= p . j •

* 
= p .. k

TT) = 

T. J" •
e = 

= a L 
1 

j 

= b. L
J

ck L = 

i 

L p. 
1 • •  

L

k

L 

k 

L
j 

b • ;
J 

b • 
J 

a . 
1 

a. 
1 

ln 

T •• ke 

ck ,r(ijk) 

ck TT(ijk)

b. TT(ijk)
J 

a . + L p . j .1 j 

e 

ln 

Observações importantes: 

(i) Por (13), p(ijk) = a. 
1 

considerando-se 

( 1 3) ,

( 1 4) , 

( 1 5) , 

( 16) e

b • + í:: p ..k ln ckJ k 

( 1 7) 

Ob

serve que e um modelo multiplicativo nos parimetros que po

de ser transformado em linear na escala logarítmica, is-

to e, 

ln ln a. + ln 
1 

b. + 

J 
( 1 8) 

Esse é o modelo log-linear obtido sob a hipótese de inde

pendência mutua completa, tendo surgido naturalmente, sem 

que fosse assumido a priori, como no ítem 3.3.4., página 

42 

(i i) A equaçao (18), pode ser expressa co-

mo sendo ln p(ijk) = ln rr ( •• k) + T. + T • + T k, on
1 J 1 , , , J, , , -

de os T 1 S são funções das probabilidades marginais unidi-
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d ·ln M (T) 
mensionais. Lembre que e = 

d T 

Por (18), ln P (ijk)
= ln a + ln b. + ·ln ck.1 

rr(ijk) 
'

Em lugar de determinar a . ,1 
b
j 

e ck' tal que p*(ijk) cum-

pra com as restrições marginais unidimensionais, sera es

timado p*(ijk) e a partir dess�s valores serao calcula-

dos os valores correspondentes a ªi, b
j 

e ck. 

ções (13), (14), (15) e (16), motivaram um 

As equa-

procedimento 

iterativo usado por DEMING & STEPHAN (1940)\ citado por 

IRELAND & KULLBACK (1968), para obter as estimativas de 

P*(ijk) sob H0• Este procedim ento ite rativo será consi

derado no próximo ftem. 

(iii) Para facilitar a notação, as demons

trações foram realizadas sem mencionar explicitamente que 

tanto p. , p . 
1 • • • J • 

e p •• k são estimativas de máxima ve-

rossimi lhança dos parâmetros populacionais. Isto é, na 

verdade, deve-se considerar todo o procedimento tomando-

xi.. x.j._ A -
-

x .. k-se p. = --; p . = _ _._.___ r em lugar de 
1

•• N .J. N , •• k N

p. ' 1 •• p • J • 
e p •• k' respectivamente.· Isto deve-se, a 

que a restrição imposta foi de que a tabela de contingên

cia p*
(ijk) tivesse as mesmas probabi 1 idades observadas

ou estimadas numa tabela de contingência R x S x T. Lem

bre que no rtem 3.4.4.1., página  68, foi e stabelecido que 

em caso de uma amostra de! obse rvações independentes, 

1 DEMING, W.E. & STEPHAN, F.F. On a least squares adjustment of a 
sampled frequency table when the expected marginais totals are 
known. Ann. Math. Statist., Baltimore, 11 :427-44. 1940 
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podê-se usar o valor observado de T(x) como uma estimat··iva de 

a, isto é, T(x) = ê (x) . Observe na equação ( 11), que 

a• = [ P. P P J _, .. _.j. _ .. k '  

' 

logo .â' = [ p. . p ·• p ] -•·· -•J· _ .. k •

3.5.4.2. Estimativas das freqüincias esperadas 

3.5.4.2.1. Processo iterativo 

Das equaçoes (13), {14), (15) e ·(16), do 

ftem 3.5.4.1., tim-se o seguinte sistema de eq�aç�es: 

p. = a. I: I: b ck 1T(ijk)1 • •  1 

j k J 

( 1 ) 

p .
= b. I: I: a ck 1T·( i j k)• J • J k 1 

p •• k 

A solução iterativa do sistema de equaçoes 

(1), consiste em obter p*{ijk) em lugar de resolver para

a., b. e ck. Este processo iterativo será realizado a-
1 J 

justando em forma sistemát.ica as probabilidades marginais 

unidimensionais. Considere os seguintes passos: 

{ i ) p. = a { 1 )
I: I: b. (l) ( l) 

,r(ijk) 
-> . { 1 ) 

ck. P(ijk) 1 • •  1 

j k J

a. ( 1) b. ( 1).
ck 

( 1) 
,r(ijk) 1 J 



( i i ) b 
(2) .I: í:

( 1 ) ( 1 ) TI(ijk)
=> ( 2) 

p = a • ck p(ijk). j. J k 1 

( 1) . ( 2) ( 1 ) TI(ijk)a. b. ck 1 J 

( i i i ) (2) 
í: í: 

( 1 ) b. (2) TI(ijk) 
=> (3) 

p = ck a. P(ijk) .. k j 1 J 

a. ( 1) b (2) ck 
(2) TI(ijk)1 J 

( i V) a . (2) 
í: í: b. (2) ck

(2) TI(ijk) 
=> (4)

p. = P(ijk) 1 • •  1 j k J 

a. (2) b . (2) ck 
(2) TI(ijk)'

1 J 

assim sucessivamente. Seja inicialmente b. (1)
J 

1, logo, tem-se que 

(i)p. = a_(l)z:r 1 • • 1 j k 7T (ijk) 
= a.

1

( 1 ) ( 1 ) TI. • • a. =

então ( 1 ) 
P(ijk)

1 • • 1 

(1) Pi •. 
= ªi TI (ij.k) = - 7T (ijk)

7T . 1 • �

90. 

= 

= 

= 

p. 1 •• 
-, 

7T . 
1 • •  

( i i ) p • J •
b.(2) E (1) = 

J t ªi 7T(ijk) 
= b. (2) E

J 
( 1 ) a . TI . . • • 

b. ( 2)
J 

p. j.= -
._.. 
----( "-,1 )--

1., a. TI .. 1 1 J • 

mas 

. p . 

( 1 )
p • J • 

[ ( 1 ) a. TI .. . portanto1 1 J • ' 
b.(2) - � 

J - (1)' então

. ( 2) 
P(ijk) 

=

( 2) 
P(ijk) 

=

ªi 
(1) bj

(2) 7T (ijk)

b.(2) (1)
J ªi TI 

(ijk)

. 

. . 

p. j .

= �
1

·. (1) 
_{1) p(ijk)
p. j . 

1 1 J • 

= 
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( i i i ) ck 
(2) r r a. ( 1 ) b . (2) 1r(ijk)p •. k j 

1 J 

(2) p .. k
ck 

=· mas 
r a. ( 1) b. (?) 1r{ijk)i j 1 J 

r r (2) = (2) 
= r r a. ( 1) b (2) 

1r(ijk)' portanto 
p ( i Jk) p .• k 1 J i j j 

(2) p .. k (3) ( 1 ) (2) (2)
ck = -=-rIT' então P(ijk)· 

= a. b. ck
1 J 

p .• k 
p 

(3) (2) { 1) (2) •• k (2) 
P(ijk) = ck a. b. 1r{ijk) = � P(ijk)1 J P •• k 

( i V) p. 
1 • •

(2) b. (2) (2) 
=ai f�.J ck 7r(ijk)

(2) Pi .•
ªi = 

't' � b (2) (2)

mas, 

J k j ck 7r(ijk) 

(3) 
P(ilk) 

por (2)1 \1) = 
a. 

1 

(3) 

b .. (2) (2) 
J 

cK 7f(ijk)'

P(i 'k) b (2) (2) I: I: i 1) = r E j ck 7f ( i j k) =
j k a. j k 

logo 

1 

p. a.<n
(2) 1 . .  1 

ªi = --
p
�

�3
�}

,---

I • •

Então 

logo 

(1) 
(4) 

P(ijk) = ªi 
(2) bJ. (2) ck(2) = Pi •• ªi

1r ( i J
0 k) --{ 3 ..... )

....-

-
p. 

1 • •  

. (4) Pi .• (3) 
P(ijk) = � P(ijk)" 

1 • •  

1r{ijk)
(2) 

( 3) '

(4) 

Os valores da p*-tabela devem ser computados por um pro-



92 .. 

cesso iterativo de ajustamento da w-tabe1a, ati satisfa

zer as restrições marginais dadas, levando-se em conta 

uma tolerincia previamente estabelecida. 

Em gera), para a hip6tese de independ�ncia 

mutua. completa, o processo iterativo ·pode ser expresso 

· como:

(3n + 1 ) 
p. (3 n) 1 • •  

P(ijk) 
= 

(3n) P(ijk)p. 
1 • •  

(3n + 2) p . j . (3n + 1)
P(ijk) 

= 

(3n 1 ) P(ijk) 
(5) + p . 

• J • 

. (3n + 3) p .. k (3n + 2)
P(ijk) (3n 2) .P(ijk) ' n = o, 1 , 2, . . .+ 

p .. k 

Esse processo iterativo e convergente: Seja, por exem-

p1o, 

1 (p* 

1 (p* 

r 

E 

Como 

r 

j 

E 

j 

r 

k 

E 

k 

L r r p* .. k• k 'J .J 

P
(3n + 2)) =

* 

p* .. k ln 
p i j k 

- E
1 J (3n + 1)p .. k 1 J 

p* .. k 
p* .. k ln 

1 J - E 
1 J {3n + 1)p .. k 1 J 

ln 

ln 

E E 

j k 

P * • • k 1 J 
{3n + 2) 

P •• k 1 J 

p* .. k 1
13n + 1) = 

P.j. pijk 
(3n + 1)

p 
• J • 

p* •• k
ln

1 J {3n 
p 

• J • 

p 

.·j . 
+ 

. j .E p* .• ln. 
1 J • (3n + 1 )

j p 
• J • 

1 ) 

esses valores de informação_ são maiores ou iguais a 
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* p .. k
entiÍo .f.n P* i . k zero, f. E i:: p ijk -n�)-+2) � t r. r P* i J k .e n

p<1n-¾j k pi j k j 
i j I; 

Com a igualdade se e somente se 

P*.. ln 
1 J • 

p. j. = 
{3n + 1) O, o que e verdade, se e somen

j p. j.

(3n + 1)te se o . = p . , j = 1, 2, ... , s 
. •  J • • J . 

Operações similares podem ser feitas para demonstrar que 

(3n + 3)
p. 

1 • •  

(3n + 2) 
p .. k 

= 

= 

p. '
1 • •  

p .. k' k

= 1 ' 2' 
. . .  ' r e 

1 ' 2' t 0,1,2, .•. = 
. . . ' n 

3.5.4.2.2. Computação das estimativas das freqüências es

peradas 

No processo iterativo expresso pelas e-

quaçoes (5) do ítem anterior é recomendável considerar-se 

uma distribuição TI(ijk) na qual se cumpram ou verifiquem

as restrições impostas sobre as marginais unidimensionais. 

Uma distribuição com essas características é a distribui-

çao uniforme, isto é, TI(ijk) = 
para todo i

= 

R X s X T 

1, 2, ••. , r; j= t, 2, ... , s  e k = l, 2, ... , t. 



Quando n = O, obtem-se 

( 1 l
P(ijk) 

(2) 
P(ijk)

(3) P(ijk)

onde 

(O) 
p. 

= 
1 • •  

( 1 ) 
P(ijk)

p. (O)1 • ·-

=�· P(ijk),
p 1 •• 

p ( 1) 

=� P(ijk) 
p • 

• J • 

. p •• k (2)= 
-=-m P(ijk)
p •• k 

(O) p .. k
= 1r(ijk) 

=
1 J 

(O) 
E E 1T(ijk)j k 

p. 
1 • •  =--
1 R 

1 
= -

R 

1 

X s 

1 
logo 

R X s X T 

, logo 

p. 
1 • •  = 

X T s X

T 1 

P(l_) = � � (1) � � pi •• = 
•J• L; p{ijk) = L; S x T

_S_x_T = -S'

(2) = �
P(ijk) 1 

T 

p. . 1 • •  

S X T 

p • p.
. J . 1 • •  

T 

p • p. 1 

logo 

(2). E I: (2) 
P •• k 

= 
. P(ijk) 

=I:E •J• '·· 
= - logo 

j 

(3) P •. k 
.P(ijk) .= 

7

j T 

p • p • . J . 1 • •  

T 

.

. . 

T 

94. 

( 1 ) 

(2) e

( 3) ,



(3) p ( i j.k)

p � 3) =

1 •• 

(4) 
_ P(ijk) 

p p p 1 ogo = 

. j . •• k •1 •• 

E E 
. ( 3) 

E í: p •. �(ijk) 
j k j k 1 • •  

p. 
1 • •  

=--

p. 
1 • •  

p. p . p -k1 • • • J • • • 

p p. 

• J • • • k
= p • ' 1 •• 

= p. p • p k' 
·�· ·J· .. 

(4) Observa-se que p(ijk)
(3) 

P(ijk)· Além disso

. ( 3) 
= E E 

(3) 
= p e p . P(ijk} • J • k • J • 

p
(3)

I: E 
(3} p lsto e' verifica-se = 

P(ijk) 
=

•• k,.. k j 

(3) = p. p p P(ijk) 1 • •  . j . .•. k 

95. 

Jogo 

que se

(4) 

então, a tabela de contingência construida dessa forma 

cumpre com a restrição imposta de que as marginais unidi

mensionais sejam iguais as marginais unidimensionais da 

tabela observada. 

Lembrando-se da observação (iii) do ftem 

3.5.4.1., página 88, tem-se que 

P*(ijk) = p. 
1 • •  

p •
• J • P •• k, 

onde 

X • • k 

N 

e que Np*(ijk) =

x* (ijk) 
=

x. 
1 •• 

X • 

. J • 
X . . k 

p. 
1 • •  

X* . . k' 
1 J 

X. 
1 • •=-

então 

p • 
• J • 

X • 

- --=..J...:..-
t 

(5)
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Observa-se que x* (ijk) 
dada pela expressão (5), que é a

estimativa obtida atravis do mitodo da informação mrnima 

de discriminação, coincide com a estimativa de máxima ve-

rossimi lhança de m. 'k obtida no ítem 3.3.4. e dada
1 J 

expressão (6) da página 43. 

pela 

3.5.4.3. Estatística da informaçio mínima de discrimina-

Testar a hipótese H0 p. ºk = p.
1 J 1 •• 

p •• k é equivalente a testar

x. 
1 •• x(ijk) = 

X • 
. J • 

X .• k

A estatística da informação mínima de discriminação 

2 N T(p x*) = 2 E E E x
ijk 

ln
j ·1c 

xi j k 

x* .. k 1 J 

p 
• J •

sob 

H0, i distribuída assintóticament� como x
2 com um numero

de graus de liberdade calculados com base no teorema de 

Wilks enuncia90 no rtem 3.4.4.2., página 72. 

No item 3.5.2., demonstrou-se que ao mini

mizar a informação de discriminação 

1 ( p 'IT) = 
I: p(w) ln 
íl 'IT(w) 

_ obtem-se o modelo log-linear 

sujei ta às restrições Cp = e, 
- -



97. 

ln + T r C r (w) , .

onde os -r's sao determinados tal que c·p* = �,- onde a ma-

triz e é de ordem ( r + 1 ) X íl, e e um vetor de probabi 1 ida-

des íl X 1 e e e vetor com os valores das res trições de 

ordem ( r + 1 ) X 1 e o i>ank de e e (r + 1) � n, isto 

é, de i>ank linha completo. Tinha-se visto que as restri

çoes linearmente independentes C e= 0 sao equivalentes 

a E c.{w) p(w) = e.,íl 1 1 
=·O, 1 , 2, •.• , r, onde C i ( w) , 

i = O, 1 , 2, ... , r; w = 1 , 2, ••• , íl, _são os elementos 

da i-ésima linha e da  w-isima coluna da matriz C. 

Em termos de freqüênci as estimadas 

as quais serao denotadas por x*(w), tem-se que 

x*(w) 
N p*(w) = x*(w) :. p*(w) = 

x*(w) -r 0 + -r 1 c 1 (w) +_1'2 c 2(w) +
= e 

N 'lT (w) 

e 

X*· . k' 
1 J 

(1),· .

Observe que 'to + -r1c1(w) + 1'2C2 (w) + . . .  + T C ( w) , parar r 

cada !!.. •

te modo: 

1 

1 

pode se·r expressado em forma mat ricial 

C l ( w) c 2 
(w) . . . e ( w) TOr 

C l ( w) c 2 (w) e (w) T 1
T

2
= T T, 

--- -- ----

e 1 ( w) e ( w) -r r (r+ n· 
r 1

do seguin-
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o n d·e  é fá c i 1 v e r i f i c a r q u e T = C 1 
• O sistema  (1                        )  pode

ser então escrito na forma matricial como sendo

.f._ n . ( X i{/ �J TT) = T T ( 2) ,

onde ln (xtc!N TT) é um vetor de dimensão íl x 1 das esti-

mativas das freqüências esperadas divididas pelas freqüê�

cias da tabela especificada por TT (w); T, pela simila-

ridade com a representação dos modelos lineares, e a ma-

triz de delineamento de ordem íl x (r + 1) 

(r + 1) � íl, isto é, de rank coluna completo. 

as colunas linearmente independentes de T por 

de rank 

Denotando 

T.(w),' i = 
1 

O , 1 , 2 , ••• , r e w = 1 , 2 , ••• , �'2 , tem-se, que a con-

dição imposta para que as estimativas x*(0) cumpram com a 

restrição de que algum conjunto de marginais são 

às correspondentes marginais da tabela observada, 

ser escrita como 

iguais 

pode 

e e* = C N p* = N ª . 

. . C x* = N 0 . 

. . 
e x = N e 

C X*= C X 
. 

. . T I X*= T I X, 

As colunas de I,que implicam uma restri-

çao marginal, podem ser consideradas como funç6es indica-

doras das respectivas marginais, isto é, T. (w)
. 1 

estará 

constituída por e O para qualquer casela w, depen-

dendo se a casela faz parte ou nao da respectiva freqüên-

eia marginal. Por exemplo, seja 

íl =  {(1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 2, 1), (1, 2, 2),(2,1,1), 

(2, 1, 2), (2,' 2, 1) j (2, 2,' 2) }, e considere a seguinte, 
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restrição: X)\'. = x. ' i  = 1 ' 2. Neste caso, tem-se 
1 .• • 1 •• 

que 

,, 

1 ' 

1 

T T = [::] = [I 0 
(w_) I 1 (w)] [: :l -

o 

o 

o 

1 o 

r 0(w) = 1, para todo�' de forma de satisfazer a restri

ção natural 

õx*(w) = �x(w} = N, isto e, 

x�) = N. Pela restrição imposta, cumpre-se tambim que 

N 71' {w) 

= i:; r 1(w) x(w) = x
1íl . . 

A equaçao (1), pode ser expressa 

e em concordância com (2) ln (x*/N 71') = T T 
r---./ 

... .

( 3) 

como 

O parâmetro normalizador To sera denotado

por!:. e os par�metros -r1, 'i2, ... , T r representarão os

· efeitos principais e as interações. Tem-se então o mode

lo log-linear:



x* (w) 
ln·--

N 7r (w ) 

W =  1, 2, .. ,,íl 

+ T ·T (w) r r '

Da equaçao (4), tem-se que 

ln l = O = L + ln 

-r1T1(w) + -r2T2(w) +mas I: e 

M(-rl' T2' •.. , \) 

+ T T (w)r r 1r(w) = 

100. 

(5) 

Lembre que N 1r(w) é uma constante, j ã que como 

foi estabelecido anteriormente, 1r(w) · denota a distri-

buiçio uniforme. Desse modo N w(w) pode ser absorvido 

por L e o modelo 1og-1inear que se adotará é o seguinte: 

em forma matricial 

ln {�*} =.T T 
_,,,,._ 

ln E (X) = T -c 

(7) ou

(8)

-

-
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onde a estimativa da E[X. 'k] é obtida pelo método da in-
. 1 J 

formação mfnima de discriminação e, sob H0, e expressa

pela equaçao (5) do ftem 3.5.4.2.2., página 95.

Por analogia com o modelo (1), do Quadro 

2, do ftem 3.3.5., pigina 44, o·modelo log-linear sob H0,

e l n * + ( i) + (j) +· (k) (9) .X (ijk) = TO 1"1 · T2 T3 · • 

I: I: I: xi j kj k 

I: I: X •. k 
=

k 1 J 

I: I: xijk
= 

k 

Como às restrições impostas são: 

= I: I: I: X*· . k
= 

j k 1 J , 

I: I: X* .. k 
= x. 

j k 1 J 1 •• 

I: I: X*· . k = X . j .
e 

k 1 J 

I:; x*ijk = x .• k ' então o numero de parâmetros
J 

no modelo log-linear (9) se-

ra: 

T (1) (2) ... (3)
1 ' Tl ' ·1 1" (i-1)·

l 
= R - 1, 

T
2 

( 1 ) 
T
2 

(2) 
, 

·.
( 1 ) 

T 3 ·. ,
(2) 

T3 . . 

T
2 

(3) 
, 

1"3 
(3) 

, 

, ... '

, . . . , 

, ... '

T
2 

(j-1) = s

T3 (k-1) = T

Ao se testar a hipótese 

x. 
1 •• 

X • 
. J . 

X •• k

- 1 e

- 1 •
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está-se testando o modelo log-linear 

+ T ( j)
2 

+ (k) que tem 1 + (R - 1),T3 ' 

+ (S - 1) + (T - 1) parâmetros. O modelo completo ou mo-

d e 1 o ,s a t u r a d o ln X +
:,_ ( i) + .,. ( j) + .,. ( k) + ·ijk = TO "1 "2 °3 

(ij) (ik) (jk) + (ijk) 
T 12 + T13 + Tz3 T123 ' tem 

1 + ( R - 1) + ( S - 1) + ( T - 1) + ( R - 1) ( S - 1) + ( R - 1) 

(T - 1) + (S - 1) (T - 1) + (R - 1) (S - 1) (T - 1) para-

metros. Então, a estatística 

2 T (x e distribuida como 
x* .. k1 J 

X2 com ( R - 1 ) ( S - 1 ) + ( R - 1 ) ( T - 1 ) + ( S - 1 ) ( T - 1) 

+ (R - 1) (S - 1) (T - 1) = RST - R - S - T + 2 graus de

liberdade. Em gera], FIENBERG (1978), di a seguinte for-

mula para determinar os graus de liberdade: 

G.L. = n� de caselas - n� de parâmetros ajustados. 

Tem�se então, que para test�r a hipótese 

nu 1 a· H O· P· ºk = P· p . p k' que é equivalente 
IJ 1 •• •J• •• 

a



testar HO

X. 
l • • 

X • X k 
• J • • • usa-se a

da. i-nform�ilo mínima de dtscriminaçio 

2 T(x 
x* .. k1 J 

, que e 

1 O 3. 

estatística 

distribuida 

assintoticamente como um x 2 com R x S x T - R - S - T + -� 

graus de liberdade, rejeitando H0 se
2 

2 T(x : x*) > X (RST - R - S - T + 2), isto é, se 2

X cale 

> x
2

tab' com RST - R - S - T + 2 graus de liberdade e um

nível de significância a, escolhido, geralmentea. = 0.05 ou 

a. = 0.01. 

3.5.4.4. Estimativa dos parâmetros do modelo log-linear 

No ítem anterior, demonstrou-se que o mo

delo log�linear, sob 

X • X k x. 
l • • • J • • • 

----�2----, eN 

T ( j) + T ( k) com ( R S T 
2 3 

matricial 
......-.... 

ln E [�] = 

2) 

ln __ x i j k

parâmetros. Em forma 

(1) 

No modelo (1}, primeiro s�rio estimadas as freqU�ncias es 

peradas nas R x S x T caselas aplicando o princípio da in 

formaçio mínima de discrimioaçio e a partir dessas esti

mativas serio calculadas as· estimativas dos parâmetros T

de maneira simples e direta. Seja por exemplo uma tabela 



de contingência 3 X 2 X 2, que tem 1 2 caselas.

sentação 

case la 

1 1 1 

1 1 2 

1 2 1 

122 

2 11 

212 

221 

222 

3 1 1 

312 

321 

322 

log-linear, de acordo 

TO

., 

1 

T(l}T(Z)T(l}T(l)
1 1 2 3 

o 

o o 

o o 

o o o 

o 1 

o 1 o 

o o 1

o 1 o o 

o o 1 

o o o 

o o o 

o o o o 

TO

Tl

Tl

T2

T3

com o modelo 

( 1 ) 

( 2) 

( 1 ) 

( 1 ) 

Tem-se então que, por exemplo; 

T = 
o 

.tn 

( 1) T2 = 

x*312 fn---
x*322

( 1 ) = fn X*322 + T2

( 1 ) 

1 O 4. 

A repre-

e: 

( 2) ,

( 3) ,

( 4) ,
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e assim sucessivamente. 

3.5.4.s. Estimativa da matriz de covariância das estima

tivas-dos parâmetros 

KU & KULLBACK (1974), estabelecem que a e� 

timativa assintotica da matriz de variâncias e covariân

cias dos T 
1 s para x* calculada sob H0 é obtida da seguin

te maneira: 

(i) Compute S = T'DT, onde T é a matriz

de delineamento de ordem íl x(r + 1� para a representa�ão 

log-linear de x* e D é uma matriz diagonal cujos ele men

tos sao os valores estimados x*, na mesma ordem em que f o

ram colocadas as caselas na representação log-linear. D 

é uma matriz íl x íl .

( i i ) Particione a matriz.�, como sendo 

S 1 1 51 2 

s = _I_ onde S 1 1 e X 1 . 

521 522 

(iii) A matriz de variâncias e covariâncias

dos T
I s e 

nais, 

que 

-1 -1 '

= (522 - s21 511 s 12 ) • Para efeit o s 

uma vez obtida a matriz�. é fáci 1 obter 

-1

1
_
21 = 

522

- � -], onde

-1
S 22. 1

computacl� 
-1 

522.1' já



- 1 - 1 M = -s11 512 522.1 e 

.qs22_ 1 e de ordem (R + S + T - 3) x (R + s + T - 3)

3.5.5. Independência parcial 

l 06.

Numa rabela de contingência tridimensional, 

ao testar-se a hipótese de independência parcial , esta

-se testando se uma variável é independente das outras 

duas variáveis conjuntamente. Têm-se então três hipóte

ses deste tipo: 

(i) R e independente de S e  T conjuntamen-

te 

(ii) S e  independente de R e T conjuntame�

te 

(ili) T e  independente de R e S conjunta- 

mente. 

Serão apresentados os resultados correspondentes ã hip6- 

tese (i) , isto é,! é independente de! e! conjuntamén- 

te. Por analogia , é   fáci 1 se obter os resultados corres- 

pendentes às hip6teses (li) e (iii). 

3.5.5.1. Representação log-1 inear 

TT(ijk)' 

... ' t ; 

Seja uma tabela de contingência :conhecida 

= 1, 2 ,  •.. , r; 

í: k TT(ijk) = 1 
j 

j = 1 , 2 , . . . , s e k = 1 , 2, 

e é requerida uma tabela de 
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contingência P(ijk) tal que as probabilidades marginais

p. 
1 • •  

e p . k, 
. J 

sejim fixas e iguais is correspondentes

probabi !idades observadas numa tabela de contingência R x 

S x T, de tal forma que 

1 ( p TI) = E 
k 

p(ijk) ln
j 

P(ijk) 

( i j k) 

seja .. . um m1n1mo 

toda P(ijk)
com as probabi 1 idades marginais dadas. 

para 

Para aplicar o teorema de KULLBACK (1959), 

que foi enunciado no Ítem 3.4.3., necessitam-se estatís-

ticas T (""k)' a = 1, 2, ••• , r,
a. . 1 J 

r.sy(ijk)' B = 1, 2, •.. , s e y = 1, 2, ... , t, tais 

que L L E.T e·· "k) Pc· 'k). = 

j k a, • •  IJ . IJ 
p

1 • •  

L 
� � r.sy(ijk) P(ijk) = P.jk

e 

Por procedimento análogo ao efetuado no 

ítem 3.5.4.1 ., tem-se que 

( 1 ) ' 

p. = P*· = a . E í: bjk TI(ijk) (2) e
1 • •  1 • •  1 j k 

p • j k 
= P* • j k 

= b j k í: a • TT(ijk) (3) e
i 1 

1 ( P* 1T) = E p. ln a + Eí: ln b j k (4) 
1 • •  1 

j k 
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De ( 1), tem-se que 
P* ( i J. k) 

ln--""---= ª· + 
1 

ln bjk ( 5) 

n(ijk)

A equaçao (5) representa o modelo log-li

near obtido sob a hip�tese de independência parcial da v� 

riável categorizada� das variáveis� e T conjuntamente. 

A eqüação (S) pode ser expressa como 

ln P*(ijk)
= ln TT(ijk) +-r. +-r "k1 • • � J ( 6) '

onde os -r's são funções das probabilidades marginais u

nidimensionais da variável! e das probabilidades margi

nais bidimensionais das variáveis Se T. 

3.5.5.2. Estimativas das freqüências esperadas 

3.5.5.2.1. Processo iterativo 

Das equaçoes (1), (2) e (3) do ítem 

3.5.5.1., têm-se o seguinte sistema de equaçoes: 

P*(i'k} 
= a bjk n(ijk). J . 1 

P· 
= a. E E b j k n(ijk) ( 1 ) 

1 • •  1 j k 

P.-jk 
= bjk E a. 7T(ijk)1 

A solução iterativa do sistema de equaçoes 

(1), consiste em obter-se P*(ijk) em lugar de resolver

par a a i e b j k . E s t e p roce s s o i t e r a t i v o s e rã realizado 

ajustando-se em forma sistemática, as probabilidades mar-
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ginais unidimensionais da variável R e as probabilidades 

marg.inais bidimensionais das variáveis Se T. 

os segui�tes passos: 

Considere 

( i ) ( 1 ) E E 
b j �) => ( 1 )

p. = a. 'IT(ijk) p(ijk) 
=

1 • •  1 j k 

a ( 1 ) b j �
) 

TI(ijk)'1 

( i i ) = b j �) E a • ( 1 )
'IT (i j k) 

=> (2) = p .jk p. ºk 1 1 J 

a.
( 1 ) b j �

)
TI(ijk)' 1 

( i i i ) a. (2) E E b (2) 
TI ( i j k) 

=> ( 3) 
P = 

jk p ( i j k) 
=

1 • •  1 j k 

a. (2) b(2) 
TI(ijk)'1 jk 

( i V) = b j �) t: a (2) 
'IT(ijk) 

=> (·4·) ·, = p • j k 1 P(ijk) 

a. 
(2) b (3)

TI(ijk)' e assim sucessivamente. Seja i n i -"k 1 J 

cialmente bj�) = 1, logo, t em-se que

( i ) 

então 

( i i ) 

( 1 ) 
P(ijk) 

= a. 
( i)

( 1) = a. TI. 

TI(ijk) 
=

1 1 • • 

D. 

.- 1 • •  

TI 
• 1 ••

a. 
1 

( 1 ) p. 
1 • •  

= --,

i •• 

p • k • J 
b(2) " (1)= 

J
ºk t... a. TI(. "k) • 1 ·' J •• 

(2) P.J·k 
b = 

jk 
---(�1

�)----,
L ªi TI(ijk)



.mas c1 r 
r p(ijk) = 

( 1 ) 

� ªi ,r(ijk) 
( 1 ) = 

p • k'• J 

1 1 O • 

logo 

.. b {2J 
. j k 

p. j k 
= -=--m 

P.jk 

e (2) 
p ( i j k) 

b{2) (1) 
= jk ªi ,r(ijk) 

p
(J1·� 

(1) = 
P(i j k)

p. j k 

{ i i i ) 

(2) a. =

P· 1 •• 

p. 1 •• 
( 2) ,

r bjk ,r(ijk)j . k 

.. mas 

,.. (2) =·p<.2) 
=j�k P( ijk) , •• 

(1) ,.. b
J
(_2

k
)_ªi 

j�k 'IT(ijk)' logo

(2) a 
( i) 

=

(3) p { i j k) 

p. a·• 1 •• 

(2)
p. 1 •• 

( 1) 
Então 

. P· a. (1) (2) 
(2) (2) P(·1·k) 

b _ 
1 • • · 1 J = a i j k '1T (i j k) = 

---.-( 2
,....,).....--------={;...,1,......) 

P. a. 1 • • 1 

(3) Pi.� (2) 
P(ijk) = ;rn-· P(ijk) 

1 •• 

(lv) . Analogamente, obtem-se

(4) p .• k 1 J 
= 

P
.jk 

;or . j k 

(3) 
p ( i j k)

Os valores da p*-tabela devem ser computados por um pro

cesso iterativo de ajustamento da 'Ir-tabela, até satisfa

zer as restriç5es marginais dadas, levando-se em conta u

ma tolerância previamente estabelecida. Por exemplo, po-
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de-se fixar que a diferença entre a marginal observada e 

a marginal computada iterativamente não exceda de 0,1 ou 

o. o 1. 

Em geral, para � hip6tese de independência 

parcial entre a variivel R e as variiveié S e!, conjun- 

támente, o processo iterativo pode ser expresso como: 

(2n + 1) p. (2n) 1 • •  

p ( i j k) = (2n) p (. i j k)
p. 

1 • •  

(2n·+ 2) p . k (2n + 1)= • J n = o' 1 ' 2, (2) P(ijk) (2n + 1 ) p ( i j k) . . . 

p . k• J 

. Esse processo iterativo i convergente e tem

solução �nica (tRELAND & KULLBACK, 1968). 

3.5.5.2.2. Computação das estimativas das fregUincias es� 

peradas 

No processo iterativo e�presso pelas e-

quaçoes (2), do Ttem anterior i recomendivel considerar

-se uma distribuição n{ijk) na que se cumpram ou verifi

quem as restrições impostas sobre as marginais. Uma dis

tribuição com essas caracterfsticas i a  distribuição uni-

forme, 1 isto e, n(_i "k) = -----.
.J R x S x T 

is1ma ·casela, i= 1, 2, ••• , r; 

para toda (i, j, 

j = 1, 2, · •.• , s 

k = 1, 2, ••• , t. Quando n = O, obtêm-se 

k).-

e 



< n P· 
p 

( O)1 •• 

p .. I< 
= 

--m--. 1 J p.
( i j k)

1 • •  

( O) 
1 

pi j k 
= 

1r < i j i<>
= 

R sX X 

. (_ 1 ) p. 1 1 ••
P(ijk) 

= 

1 R X s X 

p. 

e- p 
(2)
i j k 

' logo 
T 

p. 
I· • • 

= 

T s X T 

p .Jk 
--
-

"""11T 
p . k 

• J 

('O) 
p. =

1 ·• • 

. . 

1 
....... 

R 

{ 1 ) 
P(ijk)' 

. 
. . 

( 1) ( 1 ) E 1 •• logo p • k
= 

p ( i j k) 
= 

= , • J 

(2) 
p .. k = 1 J 

(2) rp. =
1 •• 

j

(3) 
P(ijk) = 

p •. j_k 
1 
X T 

i: (2) 
p .. kk. 'J 

p. 1 •• 

p. 1 •• 

s X T s X T 

p. 1 •• 
= p p. 

s T • j k 1 •• 

r E 
= p . j k 

j k 

p. p .k 
=

1 • • • J

p. =

1 •• p. ,
1 •• 

p. p ºkºl • • • J 

(3) Observe que P(ijk)
(2) 

= P(ijk)' além disso

logo 

1 1 2 • 

· onde

.· (3) 
P.jk = 

l: ( 3) 
P(ijk) = p • k,

• J 
então, a tabela de cont i ngênc i.a 

construida dessa forma, cumpre com as rest•riç5es impostas, 

-isto é, as marginais da variável R e das variáveis� e T,

conjuntamente, são iguais tanto na tabela de contingência

observada como na tabela de contingência estimada. Tem-

-se então que P*(ijk) 
= p •. p • j k. Aqui e vá 1 ida também1 •• 

a observação ( i i i ) do ftem 3.5.4.1., página 8 8. Logo; 



p*(i_jk) = 
p. 

1 • •  
P ºk'• J 

N p*(ijk) = x* .- . k �1 J 

x. 

onde p. 
l • • 

1 •• 
= --, 

N 

Portanto, x*{ijk) =

p • k• J 

X.. X • k 1 • • . • J 
N 

1 1 3. 

{ 1) 

A expressão (1) estima a freqij�ncia espe

rada-- na { i, j, k)-és lma case 1 a, sob H0, através do método

da informaç�o mfnima de discrim1naç�o e coincide com a 

estimat iva obtida pelo método da máxima verossimilhança. 

3.5.5.3. Estatfst ica d- informação mínima de discrimina- 

Testar a hip5tese H0

t-es ta r

P· "k = p. p "k e equivalente a
1 J 1 • • • J 

x. 
1 • •  

X ºk • J A estatfstica da infofmação mfni�
N 

ma de discriminação, 2 N T(p

2 E 

k 
xiJº k i j x* .. k 

1 J 

p*) = 2 T(x :x*) = 

( 1 ) , 

sob H
0

, é _distribuida assintoticamente como umx2 com um nu

mero de graus de liberdade calculado com base no teorema de Wilks, e 

nunciado no ftem 3.4.4.2., pigina 72; 

Em for�a s imilar ao procedimento· seguido_ 

ft�m 3.5.4.3.-, página 96, e para não re�etir os argumen

tos usados apresenta-se o seguinte resultado: o - modelo 

lo-linear, sob H0, é:

- (i) ( º ) 
T (k) + T 

(jk) 
ln x(ijk) = To + Tl + T2 J + 3 23 

(2)
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E importante destacar que as restriç6es impostas na tabe-

la estimada são 

* x .jk -- x.jk'

x'<. = x. , 
1 • , 1 º .. .  

j = 1, 2, •.• , s

i = 1, 2, 
. . .  ' r e

e k = 1, 2, •.• , t.

-Demonstrou-se que sob H
0

, as estimativas das freqUincias

esperadas sao * 
X (ijk) 

=
X. X • 

k 1 • • • J 

Ao considerar-se fixas as marginais bidi

mensionais das variáveis� e T, obviamente também consi. 

deram-se fixas as marginais unidimensionais da variável S 

e da variável !, isto e' 

X • j . 
= r X e X = I: X . j k •k . j k . . k 

j

Por outro lado, no ítem 3.3.2., página 39, 

sobre modelos hierârquLcos, foi estabelecido que se o pa-

râmetro T (jk) está presente no modelo então os23 

T (j) e T (k) também devem estar. 
2 3 

í: E E x* .. kj k • J 

E í: x*. ºk 
= 

j k 1 J 

Como as restriçoes impostas sao: 

= í: E E xijk = N,
j k 

E í: xi j k 
= X. e

j k 1 • •  

termos 

E x* .. k 
= E Xi j k 

= X . j k' então o numero de parâmetros no
1 J 

modelo log-1 inear (2} e dado por: T O
= 1,
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( 1 ) ( 2) ( i - 1 )T 1 ' Tl ' . . .  , T 1 = R - 1 '

( 1 ) ( 2) (j - 1)
T2 ' T2 ' . . . ' T2 = s - 1 '

( 1) ( 2) (k - 1 )T
3 

T
3 

T
3

= T - 1 ' 
' . . .  , 

( 1 1 ) ( 1 2) ( 1 ( K - 1 ) ) ( (j-1} (k-1))T23
T23

T23
T 23

' , . . .  , , . . .  ' 

=(S - 1) (T - 1). 

Logo, a estatística 2 T(x : x*), dada pe-

1a expressao (1) é distribuida como um x
2 com 

(R - 1) (S - 1) + (R - 1) (T - 1) + (R - 1) (S - 1)

(T - 1) = (R - 1} (ST - 1) graus de 1iberdade. 

Tem-se que então, que para testar a hipõ-

tese nula H
0

testar 

P· 'k = P· p 'k' que é equivalente 1 J 1 , • • J a 

Ho : x .. k = . 1 J 

x. X • k1 • • • J 

N 

u5a-se a estatística da informa-

çao mínima de discriminação 2 T(x : x*), que e distri

buida assintoticamente como um x
2 com (R - 1) (ST - 1) , 

graus de liberdade, rejeitando-�e H
0

, se

2 T(x : x*) > x
2 ({R - l)(ST - 1)), isto é, se 2 

X cale > 

X 
2 

ta b , e orn ( R - 1 ) ( S T - 1 ) g. d e l. a o n í v e 1 d e

cância � desejado. 
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3.5.5.4. E�timat1vas dos parâmetros do modelo log�linear 

x. X
.jk Sob H

O 
X ij k 

= 1 � • o mode l.o. log-

liriear e ln x ,( i j k)
= TO 

+ T 1
( i ) + T2 

(j) + T3 ( k) + (jk) T 
23

com R + ST - 1 parâmetros independentes. Em forma matri-

c ia 1 ln E L X] = T T ( 1)

�o modelo (1), primeiro serio estimad�s as freqUências e� 

. peradas nas R x S x T caselas usand6 o princTpio da in-

formação mTnima de discriminação e a partir dessas esti

mativas serão calculadas as estimativas dos parâmetros T

de maneira fácil e direta, tal como foi mostrado no item 

3.5.4.4., página 103. 

3 . 5 . 5 . 5 . E s t i ma t i v a d a ma t r i z d e cova r i â n c i a d as e s t i ma t i 

vas dos parâmetros 

Para se estimar a matriz de variâncias e 

covariâncias dos -r's, para x*. calculada sob H0, i seguido

o mesmo procedimento apresentado no item 3.5.4.s .•

3.5.6. Independência condicional 

· Numa tabela de contingência tridimensiona�

ao testar a hip6tese de independência condlcional, está

-se testanto a hip6tese de que duas variáveis sao inde-

pendentes dentro de cada categoria ou nfvel da terceira 
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variável. Têm-se entjo três hip6teses deste tipo: 

(i) R e S são independentes dentro de ca-

da nível de T 

( i j ) R e T são independentes dentro de ca 

da nível de S e

(iii) S e  T são independentes dentro de 

. J . 1 J 1 , • J

cada nível de R. 

Serão apresentados os resultados corres-

pondentes à hipotese (i). Por analogia, é fácil obter 

os resultados correspondentes  às hipóteses (ii) e (iii). 

3.5.6.1. Representação log-1 inear 

Sem repetir os detalhes dos ítens 3.5.4.1. 

e 3.5.5.1 ., obtem-se: 

P*(ijk) = ªik bjk TI (i jk) (l)

A equaçao (1) representa o modelo log-linear obtido sob 

a hipótese de independência condicional das variáveis ca

tegorizadas R e!, dentro de cada nível da variável T. A 

equação (1) pode ser expressa como 

ln p*(i "k) = ln TI(. "k) + T .  k + T "
 k' onde os T 

1 s sao

funções das marginais bidimensionais das variáveis R e T, 

das  variáveis   S  e T  e das marginais unidimensionais da va 

ri áve 1 T. 
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J.5.6.2. Estimativas das freqüências· �seeradas

J.S.6.2 .. 1. Proc.es_so iterativo-

Por um procedimento anilogo considerado no 

ftem-3.5.5.2.1 ., para hip6tese de independência condicio

nal entre as variiveis ! e!, dentro de cada nfvel da 

variivel T, o processo iteratJvo para obter as estimati

vas das ·freqüências esperadas na (i, j, k)-ésima casela 

poda ser expresso - como: 

(2n + 1)
p ( i j k) 

( 2n + 2)p ( i j k) 

P(i .k) (2n) 
= -=-t"2ri> P(ijk)' 

p ( i. k) 

P(.jk) (2n + 1)
= (2n + 1) P(ijk) 

p (. j k) 

Esse processo i convergente e tem soluçio 

Ünica (IRELAND & KULLBACK, 1968). 

3.5.6.2.2. Computaçio das estimatlvas das freqüências es-

Por um procedimento similar ao seguido no 

item 3.5.5.2.2., obtem-se que: 

... 
p. k p . j k

X. k
P*(ijk) 

1 • onde 1 • ... . j k 
= p. k

= -; p = -;' . j k - 1 • N N p •• k

x •• k- N P*(ijk) x*(ijk) º Portanto p . � k 
= e 
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. X* ( i j k) 
= 

x. k X ºk 1 • • J que e a estimativa da freqüê�cia es-
X •• k

perada na (i, j, k)-ésima case.la, sob H
0

, obtida atravês 

do método da informaç�o mínã
°

ma de discriminação e coinci

de com a estimativa obtida pelo métod o da mãxima verossi-

mi lhança. 

3.5.6.3. Estatística da informação mínima de discrimina� 

Testar a hipótese H0 p •• k
= 

1 J' 

equivalente a testar H0
x. k X "k 1 • • J 

X •• k 

ca da inf6rmação mínima de discriminação 

2 N T(p p*) = 2 T(x x*) = 2 I: I: I: Xi j kk 

p "k p "k • 1 • J 

p •• k 

A estatísti-

ln 
X • •  k 1 J ( 1 ),
X* i j k 

sob H O , ê d i s t r i b u i d a a s s i n t o t i e ame n te como um x2 com um nú-

mero de graus de liberdade calculado com base no te orema de 

Wilks. 

De forma similar ao procedimento segu·ido no 

ítem 3.5.4.3., pãgina . 9 6, apres�nta-se o seguinte resul

tado. O modelo log-linear, sob H0, é

= + T (i) + T (j} + T (k) + TO 1 2 . 3 

O modelo log-1 inear (2), tem 1 + (R 

+ T (jk)23 

1) + (S - 1) +

(2)

-
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(T - 1) + (R - 1)(T - 1) + (S - l)(T - 1) = T(R + S - 1) 

parimetros. Logo, a estatística 2 T(x : x*), dada pela 

expressio (1) é distribuida assintoticamente como um x
2

com ( R- 1) ( S - 1 } + ( R - 1 ) ( S - 1) ( T - 1 ) = T ( R - 1 ) (S - l)

graus de 1 i berdade. 

O valor da estatística 2 T(x : x*) é com

parada com o valor tabelado de um x
2(T(R - l)(S - 1)) ao 

nfvel de significância a e se X 2 

> x
2 reJ"eita-secale tab' 

3.5.6.4. Estimativa dos parâmetros do modelo log-11near 

Os parâmetros do modelo log-linear 

.e.n xij k 
=To+ Tl 

(i) + Tz 
(j ) + T3 (k) + T�1k) + T�{k) se

rao estimados de maneira simples e direta de acordo como 

foi estabelecido no ítem -3.5.4.4 ..



·3.s.6.S. Estimativa da matriz de covariincias das

estimativas dos parimetros 

1 2 1 • 

Para se estimar a matriz de variincias e cova 

riincfas dos T 1 s� para x* calculada sob H
0

, segue-se o mes

mo procedimento apresentado no .item 3.5.4.5. 

3.5.7. Inexistência de interação de segunda ordem 

Numa tabela de contingência 2x2x2, BAR!EETT 

�1935), definiu a não interação de segunda ordem ou nao inte 

ração entre as três variáveis se ocorrer a igualdade 

P(lll) P(221) 
= 

P(121) P(211) 

Observe que ( 1) , t ·ambém pode 

P(lll) P(122) 
= 

P(121) P(112) 

P(111) P(212) 
= 

P(112) P(211) 

P(112) P(222) 

P(122) P(212) 

ser escri·to como 

p (2 11) 

P(22l) 

P(121) 

P ( 122) 

P(222) 

P(212) 

P(222) 

P(221) 

( 1 ) 

ou 

ROY & KASTENBAUM (1956), obtiveram um conjun

to. de restrições de não interação de segunda ordem numa ta-

bela de contingência RxSxT, que pode ser expresso como 

p .. k Prsk prst pi j t1 J 
para = 1,2, .•. , r-1 

Pisk p r j k Pist p r j t
j 1,2, ... , s-1 = 

k = 1,2, .•. , t-1 
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A hi�6tes� ou_modelo de nao interação de se

gunda ordem é formulada e te stada quando não e encontrado ne 

nhum outro tipo de independ�ncia. 

3.5.7.1. Representação log-linear 

Quanto todas as ma�ginais bidimensionais x .. ,
1 J • 

x. k e x  'k são consideradas como fixas, o que implica que
1 • • J 

as marginais unidomensionais também o sao, usando-se 

cedimento análogo ao apresentado no item 3.5.4.1., 

82, obtêm-se 

* = a .. b 
j k cik 1T(ijk)

p {ijk) 1 J 

p* .. = p .. = a .. í: b
jk cik 1T(ijk)1 J • 1 J • IJ k 

* = p. k
= cik í: a .. bjk 1T(ijk)

p i. k 1 • j IJ 

* = p = bjk í: a .. cik 1T(ijk)
p . k • J . j k IJ 

um pro-

página 

( 1 ) 

( 2) 

(3) 

(4) 

A equação (l) representa o modelo log-linear 

obtido com as marginais bidimensionais consideradas fixas e 

pode-se expressar como 

. ln  P * ( i j k)
= ln 1T_.(· ·•-J·-k·) +. 't •... ;+ •T .->:

k·· +
1 J • . . 1 • 

''Lk ' 
• J 

onde os T 
1 s são funções das marginais bidimensionais das variá 

veis R e S, R e T e  S e  T. 
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·3.5.7.2. Estimativas das frequências esper�das

3.5,7,2.1. Processo iterativo

De forma similar à metodôl•ogi:a seguida·no item 

3.S.4.2.1., pigina 89, o processo iterativo para obt�r as e�

timativas das frequências esperadas na (i,j,k)-ésima.casela,

pode ser obtido de

(3n) (3n+1) 

P(ijk) = 
P(ij.) 

{3n) . P(ijk) 
P(ij.) 

(3n+2) 

P(ijk) = 
P(i.k) 

(311+1) 
P(i.k) 

( 3 n+ 3) . p ( • j k)
P(ijk) = (3n+2) 

P(.jk) 

(3n+1). 
p(ijk) 

(3n+2)
P(ijk) , n = 0, 1 , 2, .•. ,

3.5.7.2.2. Computação das estimativas das freq�ências 

esperadas 

Neste caso, ao finalizar o primeiro ciclo,não 

e possfvel determinar-se uma expressão direta para a esti�a-

tiva de p*(ijk) em função das marginais bidimensionais. O

processo iterativo pode ser po sto em função das estimativas 

das frequências esperadas e das estimativas de mixima veros

similhança das probabilidades marginais, lembrando-se que: 

X• • 

Np*(ijk)
= * 

; p (". )
= 

1 J • 
; x (ijk) 1 J • 

N 

Xi . k - X . j k - logo, P(i .k) 
= e P(.jk)

= 

N N 
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·on+l) X (. • ) (3n) 1 J • x(ijk} (3n) x(ijk}X (. • }1 J • 

(3n+2) X ( i. k) (3n+I), 

x(ijk) · = (3n+ 1) x(ijk) 
X ( i . k-) 

(3n+3)
x(ijk) 

x(.jk) (3n+2) n = 0,1,2, •.. = 

(3n+2) x(ijk) 
x(.jk) 

O processo iterativo deve continuar �tê que 

as estimativas das frequincias marginais bidimensionais se

jam iguais is frequincfas marginais bidimensionais observa-

das, dentro de uma margem de erro que e estabelecido. Por 

exemplo, o processo iterativo deve continuar atê que 

1 x* •. - X• • ' " 0,01
1 J • 1 J • 

lxf .k 
-

Xi • kl � 
O, O 1 e

jx*. k - X. j kl � 
O, O 1

• J 

3.5.7.3; Estatfstica da informação mfnima de discriminação 

Se ,r (ijk)
= 

No item 3.5.7.1, foi obtido que 

= 1T,
RxSxT 

* 

p (ijk) 
s a t i s faz a d e f i n i ç ão de nao

interação de segunda ordem de Bartlett, isto e, 

e 
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* . * 

p (112) p (222) 
p

"'
(122) p*(212)

* * 

P (111) p (221) 
p* ( 121) p* (2 1 1) 

=

portanto

* * 

p (112) p (222) 
p*(l22) p*(212)

A estatística da informação mínima de di-ser.imi 
Xi j k nação 2NT(p:p*) = 21(x:x *) = 2 �

k 
x.1J

.k ln * i j xijk
( 1 ) ' 

sob H , é distribu ída assintoticamente com um numeroo 
graus de 1 iberdade calculado em base ao teorema de Wil k s. 

de 

De forma similar ao procedimento se guido no 

i tem 3 . 5 . 4 . 3 . , pá g  i n a 9 6 , a p r e se n t a -se o se g u i n te r e s u l ta do:

O modelo linear sob H0, é 

_ (i) (j) + -r ( k) + -r(ij) (ik) + -r (jk)
ln xijk - To + Tl + T 2 L3 L12 + Tl3 L23 (2) 

O modelo log-linear (2) tem l+ (R-1) + (S-1) + (T-1) + (R-l)(S-1)+ 

+(R-l)(T-1) + (S-l)(T-1) = (R-l)(S+T-1) + ST parâmetros. Lo-

go, a estatística da informaçio mínima de discriminação 
2 

2T(x:x*), dada pela equação ( l) é distribuída como um X com 

(R-l)(S-l)(T-1) graus de liberdade. 

3.5.].4. Estimativa dos parâmetros do modelo log-linear 

ln 

Os parâmetros do modelo log-linear
(') (·) (k) ("·) (ik) ( º k)+ T I + T J + T + T I J + T + T2 3  J 

l 2 3 12 13 

são estimados de maneira fácil e direta de acordo como foi estabele

cido no item 3.5.4.4. 
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3.5.7.5. Estimativa ds matriz de covariâncias das 

estimativas dos parâmetros 

Para se estimar a matriz de variâncias e cova 

riâncias dos T
1 s, para x* calculada sob H , é seguido o meso 

mo procedimento apresentado no item 3.5.4.5. 

3.6. Análise da informação 

3.6.1. 1 (p:TI) = 1 (p:p*) + 1 (p*:TI) 

Viu-se nos itens anteriores que uma vez que 

se decide testar uma hipótese H , que, por sua vez o i mp 1 i ca

testar um modelo log-linear, são estimadas as frequências es 

peradas em cada casela através do princípio da informação mí 

nima de discriminação. Essas estimativas das frequências es 

peradas são obtidas por um processo iterativo convergente e 

de solução única. Posteriormente, a adequação do ajuste do 

modelo é testada usando a estatística da informação 

·de discriminação

2 ( (x: X*)_ = 2 E L L X 

j k ( i j k) 
ln 

X(ijk) 

x(ijk) 

mínima 

( 1 ) ' 

·que, sob H , é distribuída assintoticamente como um - x
2 com apropria

º 

dos graus de liberdade. O valor dessa estatística i comparado

com v a 1 ores ta b e 1 a d os a um n ív e 1 d e s i· g n i f i c â n c i a a e s c o 1 h i -

do.
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A análise de informação é baseada no seguin-

te teorema: 

11 A igualdade l(p:1r) = l(p:p*) + l(p*:1r) ( 2) '

se cumpre para p* obtida pelo processo iterativo mostrado no 

item 3.5.4.2.1, página 89, onde as distribuições p* e p têm 

as mesmas marginais especificadas11
• 

O teorema será demonstrado para o caso em que todas as mar-

ginais bidimensionais são consideradas fixas, mas e 

para qualquer outra restrição sobre as marginais. 

que 

2: p .. k
= 2: p* 

k 1 J k i j k 

2: p .. k
= 2: * p .. kj 1 J j 1 J 

2: p .. k 
= 2: * p .. k1 J 1 J 

Sabe-se também que 1 (p*:1T )  =

= p .. 1 J •

= pi. k

= p . j k

2: * 

p .. k 
j k • J l n

Da equaçao (1) do item 3.5.7.1, tem-:se que 

* = a .. bj k  ci k  1T i j kp i j k 1 J 

* p i j k 

1T i j k 

vá 1 ido 

Sabe -se 

( 3) 

( 4) '

logo l(p *:TI) = 2: p* ln p*. ·i.. 2: P* · "k ln rr ijk ijk . ij k 1 J i j k I J 

í: p*. ·k ln (a .. 
i jk 1 J 1 J 

í: P *· ºk ln 
ij k IJ 

1 (p*:1T) í: * ln = p. ºki Jk 1 J 

E 2: Z: * ln mas p. ºk a .. =

i j k IJ 1 J 

bjk cik)
+ í: p*. ºk ln TI. "k -

ijk 1 J 1 J 

i jk 

ª· . IJ +

� �1 J 

í: * p .  "kiJ k IJ 

ln 
í: * a . . k p. ºk1 J I J 

ln bjk + í: * 
lri p. ºkijk IJ 

2: í: ln 2: = a •. p. "ki j k 1 J IJ 

cik'

' 
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logo [ E E p* .. k .e.n a .• E E ln a . . p ... Então
i j k IJ IJ j IJ 1 J 

1 (p *:·rr) = E p .. .en a .. + E p ln bjk + E p. k ln ·cik.
(5) 

i .i 1 J • 1 J j k . jk ik 1 •. 

* 
•-

Por outro lado, � k p 1._J.k . 
i J . . 

Cn POk;:.., �
l * -- I: . 

.... ,J.k _-., J-: k P·,J·k . n P.,-J"k • k P·•J"k º
n 

,r .- =" J � ijk 

= E
j

p. "k lnj .k 1 J 

Sabe-se que 

l(p:n)- = 

Somando-se e 

p. "k ln (a ..k
. .

1 J 1 J

* 
Pi "k __J_ =. E 
1Tj jk -) k 

1 ( p: 1T) = r

E p .. k ln
j k . 1 J 

bjk

p*. "k1 J 

c.kn .. 0-1 IJ 

Pljk 
ln 1Tj jk 

k p .. k. 1 J 
ln 

p .. k - E 
1 J j k 

subtraindo-se E p .. kk j 1 J 

E p. "k ln 1T i jkk j 1 J 

= 1 (p* :n) 

Pi j k 
ni jk 

p .. kIJ ln ,ri j k 

ln * tem-se p •. k,1 J 

* 1 {p:1T) = E ln E ln p •. k P .. k
- p .. k Pi j k 

+
j k 1 J 1 J j k 1 J 

E ln 
�:, E p .. k p .• k -

k 1 J 1 J j 

1 {p:n) = E p .• k ln 
Pi j k 

+ * 
j k 1 J p .• k1 J 

mas E p .. k ln 
- Pi j k

= l(p:p*) * j k 1 J · pi j k

p •. k ln 
Pi jk 

= 1 (p*:n); 
j k 1 J 1T i j k 

1 {p:,r) = 1 (p:p*) + 1 (p*:n) c.q.d.

Evidentemente, cumpre-se também que 

2 1 { p: 1T) = 2 1 ( p: p * )_ + 2 1 ( p *: n) e 

21 (x.:n1T) = 21 (x:x*) + 21 (x*: n,r) 

ln 1T p .. kk i j k IJ 

* 
E p •• k ln 

Pi j k 
j .k 1 J ,r •• k1 J 

e por. (6) 

logo 

.

(6) 

(7) 

que 

, 

(8} 

(9 ) 
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3.6.2. Quadros de análise de informação 

A análise de informação está baseada na rela 

çao (9) para as estatísticas de informação mínima de discri-

mi nação. KU et alii (1971), estabelecem que se Np;(ijk) =

x:(ijk) é a estimativa obtida pelo método da informação mi

nima de discriminação correspondente a um conjunto Ha de 

marginais fixas e Npb(ijk)
= xb(ijk) e a estimativa obtida p�

lo método da informação mínima de discriminação corresponde� 

te a um conjunto Hb de marginais fixas, onde o conjunto Ha 

está explicitamente ou implicitamente contido no conjunto Hb, 

isto é, Ha e Hb, então 

21 (x:nTI) = 21 (x*:nTT) + 21 (x:x*) 
a 

· 
a 

21 (x:nTT) = 21 (xb:nTT) + 21 (x:x�) 

com a correspondente aditividade para os respectivos 

( 1 ) 

(2) 

( 3) 

(4) 

graus 

de 1 iberdade associados. A equação (4) é de muita importân

cia e será de muita utilidade em aplicações posteriores. 

Da relação (4), tem-se que 

21 (x:x:) � 21 (xrx;), com a igualdade se e somente se x=xb e 

2 1 ( x : x: ) >,, 2 1 ( x : x b ) , c o m a i g u a l d a d e s e e s o me n te s e x; = xb .

Medidas da forma 21(x:x*),ª isto é, a compara

ção de uma tabela de contingência observada com uma tabela 
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de contingência estimada· são denominadas medidas de 

çao. Deve-se observar que 21 (x:x:) • t,e··sta � hi·pótese 

int era 

nula 

que· os v�l6res dos parimetros T
1 s que e�·tão n� representação 

log-linaar da tabela �e contingênc ia ob�erva�a,_ mas que nao 

estio na representação log-1 inear da tabela de conti ngência 

estimada x* a.' são todos iguais a zero. O nGmero desses p�ri-

metros i o número de graus de liberdade (ver f inal do item 

3.5.4.3., pagina 103). 

Medidas da forma 21(xb*:x*), isto é, a campa-. a 

raçao de duas tabelas de contingência estimadas, são �hamadas 

medidas de efeitos. Os efeitos das diferenças entre os conjuntos de 

restrições Ha e Hb, ou os efeitos dos parimetros T 1 s que es-

tão em x: mas n�o em x:. Em forma similar, 21(xb:x:), testa 

a h1pótese nula que os valores dos parimetros T 1 S que estão 

na representação log-1 inear da tabela de contingênci a estima 

da x�, mas que não estão na representação log-linear da tabé 

la de contingência estimada x*, são todos 
· ª  

i guais a zero. o

numero desses parimetros é o número de .graus de 1 iberdade. 

Seja por.exemplo, 

x· X • J • X •• k 
Ha: 

1 • 

X •• k 1 J N2 
(5) 

X• X 'k 
Hb: 

1 • •  • J Xi j k 
= 

N 
(6) 

A representação log-1 inear da tabela de con

tingência completa observada é: 

ln = T ( i) + T (j) (k) + T ( i j) + T. ( i k)
TQ + 1 2 + T 3 12 1 3 

+ T123 (ijk)

T (jk} + 
+ 23 

( 7)
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com + ( R - 1 ) + ( S -l ) + . . . + ( R - l ) ( S - 1 ) ( T - l ) = R x S x T p a r a me -

tros. 

A r e p r e s.e n taçã o 1 o g - l i n e a r d a ta b e 1 a d e e o n -

tingência estimada sob Ha �: 

ln Tl
(i)

+ T2(j)
+ ,,.

3
(k) x:(ijk) =TO

+ e 

com R + S + T - 2 parâmetros. 

( 8) ,

A representação log- linear da tabela de con

tingência estimada sob Hb e:

ln + T 
(j) 

+2 
(k) (jk) 

t3 +t23 (9), 

com ST + R - 1 parâmetros. 

De acordo com (4), têm-se que 

donde 

2l(x:x*), 
a 

testa a hipótese n ula de que os parâmetros TTZ

( 1 O) 

( i j ) 

t ( i k) 
1 3 

T (jk) T (ijk) -
23 e 123 sao todos ig uais a zero. Essa es 

2 tatfstica tem distribuição assintóti•ca como um X com

Va = (R-l)(S-1) + (R-l)(T-1) + (S-l)(T-1) + (R-l)(S-l)(T-1) = 

= RST-R-S-T+2 graus de liberdade. 

21 (x�:x*), testa a hipótese que os (S-1) (T-1)
- a 

t (jk) parâmetros são todos iguais a zero, dado que os23 
(ij) (ik) (ijk) - . . metros t12 , T13 

e T123 
sao 1g ua1s a zero. 

para

Essa 

estatística tem distribuição assintótica de qui-quadrado com 

(S-l)(T-1) graus de liberdade. 
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21 (x:·x�) testa a hip6tese nul a qu e os parime-

.,. (ij) .,. (ik) .,. (ijk) - d . . -t r os • 1 2 e 1 3 e , 1 2 3 
s ap t o os I g u a I s a z e r o . 

Essa estatística tem uma distribuição assint6tica de qui -

quadrado com 

Vb = (R._l)(S-1) + (R-l)(T.:. 1) + (R-l)(S-l)(T-1) = (ST-l)(R_; l) 

graus de liberdade. 

Quadro da anilise de informaçio 

Componentes 

Ha: Interação de prime ira ordem 

H b: Efeito de  ST 

1 n te ração. 

Informação 

21 (x:x*)
- a 

21 (xb:x:) 

21(x:xt) 

Observe que 21 (x:x*)a 

que Va = (Va - Vb) + Vb. 

G. L.

Va 

Va-Vb 

Vb 

A seguir s�rio apresent�dos dois quadros de 

anil ise da informação par a tabelas de co�tingincia RxSxT. O 

quadro 1, apresenta a anilise de informação dos co�ponentes 

das interações de primeira e segunda 0rdem. O quadro 2 ap r!, 

senta uma anilise dos efe itos das marginais bidimensionais. 



Quadro 1. Análise de informação. 

Componentes 

Uniformidade 

Efeitos das marginais unidimensionais 

Interação de primeira ordem 

Informação G.L.

V

Vl 
v.,.v1

l 3 3 •

Efeitos das marginais bidimensionais 

Interação de $egunda ordem 

21(x:r·h) 

2 l(x7 :N"IT) 
21 (x:xj) 

21 (x1:xj) 
21 (x:x�) 

v2 
V-V1-V2=V3 

Observações: N'IT ( i j k) = N / r x s x t ,

* x1(ijk) = (X, X • 1 • � • J • 

V= RxSxT-1; vl 
= (R+l) + (S-1)  + (T-1); 

V2
= (R-1) (S-1) + (R-1) (T-1) + (S-1) (T-1) e 

V-V1-V 2 = V3 = (R -1) (S-1) (T-1); V = vl + v2 + v3 

Quadro 2. Análi se de informaçã o. 

Componentes Informação G. L.

Interação de primeira ordem 21 (x:xj) v-v l 
(a) Efeito de 

Interação 

(b) Efeito de

Interação

(e) Efeito de 

Interação de

Observações: 

RS 

RTj RS 

STI RS, RT 

segunda ordem 

x· · x k x* = _ _.1 J,_•.....--· ·-a N 
x· · x· kx*b = __ , J

..__

• _,_._x. 
1 • •  

21 (x:: xj) 

21 (x: x*)a 
21 (x�:x:) 

21 (x: xb) 

21 (x': x�) 

21 (x:x2)

(R-1) (S-1) 

V-V -(R-l)(S-1)

(R-1) (T-1)
V-V 1-(R"". l) (S-1)-:-(R-1) (T-1)

(S-l)(T-1)· 

V-V -V =V 1 2 3

não pode ser expressa em termos das marginais bidi
mensionais. As suas estimativas são obtidas pelo
processo iterativo discutido no item 3,5,7,2.1. 
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3.6.3. Modelos hierirquicos em tabelas de contingência RxSxT 

Em geral; para:tabelas de contingên�ia tridi

mensionais hi oito possfveis modelos hierárquicos que podem 

ser usados para ajustar os dados de �ma t�bela observada. Em 

forma esquemitica, tem-se que: 

Numa análise de tabelas de contingência t ri -

dimensionais têm-se então as seguintes sequênc i.as de modelos 

hierárquicos: 

( i ) (i) - @ - ® - ®

( .. ) 1 1 G) - G) -+ © - ®

( i i i ) G) - G) -+ ® --+ ®

(i v) G) � G) -+ (j) - ®

(v) G) - @ � © - ®

(vi) (i) - © - (j) - ®
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Observe que no quadro 2, apresenta-se uma ana 

1 ise de informação da sequência de modelos hierárquicos 

Em muitos problemas de análise de dados arranj:ados 

numa tabela de contingência tridimensional, geralmente o pe� 

quisador dispõe de um conhecimento prévio sobre as variáveis 

em estudo. Esse conhecimento prévio auxilia na escolha das 

frequências marginais de interesse e sugere a sequência na 

qual devem ser introduzidas na análise. 
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4. EXEMPLO ILUSTRATIVO

Para efeitos de ilustrar os conceitos ·.t�5ri

cos desenvolvidos nos itens anteriores, suponha-se o segui�te 

conjunto de dados provenientes de uma única população multino 

mial, dispostos numa tabel a de contingência completa de três 

entradas RxSxT, onde R = 2, S = 2 e·T = 2. 

TABELA 1. Frequências observadas. 

1 20 

80 

S1 

4 

31 

22 

24 

2 

23 

Para se analisarem esses dados será: uti 1 izado o 

programa auto explicativo ANDACAT (análise de dados categori

iados), que foi escrito n a  1 inguagem Pascal no ambiente de 

desenvolvimento Turbo Pascal, e� equipamentos da 1 inha IBM-PC 

compatfvel (ver Apêndice 2). 
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Pretende-se estudar uma sequ�ncia de modelos 

hierárquicos e, posteriormente, baseados na construção de 

uma tabela de análise de informação, escolher o modelo log-1..!_ 

near que melhor ajuste a tabela de conting�ncia observada. 

Tem-se então que: 

f=================-i
ENTRADA DE DADOS

�==================!

NuMero de níveis da variavel "R" = 2

NuMero de niveis da variavel "S" = 2 

Nutt!ero de níveis da variavel "T" = 2 

Notrie do arquivo: b:EXE�PLO 

f=================================i 
1 FREQUENCIAS MARGINAIS OBSERVAOASI 
i=================================!

X C1 •• J = 

X [2 •• J = 

148.0000 

158.0000 

X C.1.J = 

X C.2.J -

235.0000 

71.0000 

X C •• 1] = 

X C •• 2J = 

X C11.J =

X [12.J =

X [21.J = 

124.0000 
24.0000 

111.0000 

X C1.1J 
X [1.2J 
X C2.1J 

= 142.0000 
= 6.0000 
= 104.0000 

X C.11J 
X C.12] 
X C.21] 

246.0000 

60.0000 

= 200.0000 

= 35.0000 

= 46.0000 
X [22.J = 47.0000 X [2.23 = 54.0000 X C.223 = 25.0000 

X t ••• J = 306.0000 

O primeiro Índice corresponde aos níveis da variável R, o se

gundo Índice corresponde aos níveis da variável S e  o tercei

ro Índice corresponde aos níveis ou categorias da variável T. 
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Em seguida o programa calcula e fornece as es-

timativas das frequências esperadas sob o modelo de indepen

também dência mGtua comple�a das três variiveis, assim como 

as frequências marginais unidimensionais sob esse modelo. 

çao 

f===============================================================i 

1 FREQUENCIAS ESTIMADAS E FREQUENC[AS MARGINAIS UNIDI�ENSIONAIS 1 
8 1 
1 SOB O MODELO OE INDEPENDENCIA MUTUA COMPLETA 1 
�===============================================================� 

X(l) [1,1,.1] = 91.3738 X<l) [2,1,1J = 97.5477 
X<1) [1,1,2] = 22.2863 X<t) [2,1,2J = 23.7921 
X<1> [1,2,1] = 27.6066 X(1) [2,2, 1J = 29.4719 

X(1) [1,2,2] = 6.7333 X(1) C2,2,2J = 7.1883 

X C1 •• J = 148.0000 X [ .1. J = 235.0000 X e .• n = 246.0000 

[2 •• ] = 158.0000 X [.2.J = 71.0000 X C •• 2J = 60.0000 

A seguir é calculada a estatística da informa-

.. .  m1n1ma de discriminação EIMD(l) = 21[x:x(l)] e é pedido 

ao usuirio que entre com um valor tabelado de qui-quadrado ao 

nível de significância desejado com a finalidade de se testar 

o modelo de independência mútua completa. Tem-se então que:

f=================================================i 

1 TESTE DO MODELO OE INDEPENDENCIA MUTUA COMPLETA 1 
l=================================================j 

Entre coffl qui-quadrado con 4 Graus de Liberdade = 9.49 

Rejeita-se o Modelo de Independencia Mutua CoMpleta 
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Continuando com a análise de uma sequência de 

modelos hierárquicos, se procederá a estudar o modelo de inde 

pendência parcial. O 11 menu 11 para os diferentes modelos é: 

r==-===============================1

. i MODELOS DE IfOEPENGEHCIA PARCIAL 1 
�==================================j 

2. R independente de Se T 

3. S independente de R e T

4. T independente de R e S 

Pressione n� da opcao escolhida: 2 

Suponha-se que neste exemplo, devido a um conhecimento prévio 

do pesquisador ou a alguma outra causa, o interessado 

verificar se os níveis da variável R são homogêneos nos 

deseje 

n1-

veis das variáveis S e  T. Sendo as s i m, escolheu-se a opção 2. 

f===============.=================================================1 

I FRE9UEMCIAS ESTIRADAS E FRE9UENCIAS RARGINAIS UNIDIMENSIONAIS E 1 

1 1 

1 BIDIAENSIONAIS SOB RüDELO OE INDEPENDENCIA PARCIAL 1 
�=================================================================! 

X<a> C1 ,1,.1] = 96.7320 X<a> [2 ,. 1 ,. 1] = 103.2680 

X(a) c1.1,.2J = 16.9281 X(a) [2,1,2) = 18.0719 

X<a> [1,2,.1] = 22.2484 X<a> [2,2,1J = 23.751.6 

X(a) Cl,2,2] = 12.0915 X<a> [2 ,. 2 ,.2] = 12.9085

X [1 •• J = 148.0000 X [.1.] = 23590000 X ( .... 1J = 246 .. 0000 

X C2 •• J = 158.0000 X [.2.J = 71.0000 X C •• 2J = 60.0000 

X t11.J = 113.6601 X t1.1J = 118.9804 X t.11] = 200.0000 

X [12.J = 34.3399 X [1.2] = 29.0196 X [.12] = 35.0000 

[21.J = 121.3399 X [2.1J = 127.0196 X (.21] = 46.0000 

X [22.J = 36.6601 X [2.2] = 30.9804 X t.22] = 25.0000 

X t •• ªJ = 306.0000 
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A seguir é calculada a estatística da informação mínima de 

discriminação EIMD(a) = 21 [x:x(a)] e é pedido ao usuário que 

entre com um valor tabelado de qui-quadrado ao nível de sign� 

ficância desejado. 

Tem-se então que 

f==========================================1

1 TESTE Dü �ODELü DE INDEPENüENCIA PARCIAL 1 
�==========================================! 

Entre coM qui-quadr�do coM 3 Graus de Liberdade = 7.81 

EIMD <a>= 52.1767 

Rejeita-se o Modelo de Independencia Parcial 

O efeito de ter adicionado ST no modelo, é for 

necido posteriormente na tabela de análise de informação. Co-

mo no 11menu 11 anterior foi escolhida a opção 2, o 1
1 sub-menu11

para os diferentes modelos de independência condicional é: 

f========================== ===========1

1 MODELOS DE INOEPENDENCIA CONDICIONAL 1 
!======================================! 

5. R e T sao independentes eM cada nivel de S

6. R e S sao i ndependent�� efil cada n i ve l de T -

Pressione n� da opcao escolhida: 5 

Suponha-se que o pesquisador estivesse interes 

sado em verificar se as variáveis R e T são independentes em 

cada nível de S, isto é, em cada nível da variável S, o grau 

de associação entre as variáveis R e T é igual em termos esta 
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tísticos. Ao escolher a opção 5, obtêm-se: 

w==================================================-==============i

1 FREGUENCI11S ESTH"1AD,)S E FREfi:UfitsJCIAS /'h'.\RGINAIS UNIDHiENSIONA15 E 1 

1 1 
1 BrnrnENSIONAIS SOS �UGEtO DE INDEPENDENCIA CONDICIONAL 1 
�==.=================================-====--======================! 

X(b) [1 ,. 1,1] = 105.5319 X{b) [2.,.1,1] = 94.4681 

X(b) [1.,.1,2] = 18.4631 X(b) [2,1,2] = 16.5319 

X{b) [1,2,1] = 15c5493 X(b) [2 ,.2 ,. 1J = 30.4507 

X<b) [1,2,2) = 8.-4507 -X(b) [2 ,.2 ,. 2] = 16.5493 

X [l •• ] = 148.0000 X L1.J = 235.0000 X [. .1] = 246.0000 

X [2 •• J = 158.0000 X [.2.] = 71.0000 X L.23 = 60.0000 

X [11.J = 124.0000 X C1.1J = 121.0312 X [.11] = 200.0000 
[12.] = 24.0000 X [1.2] = 26.9188 X [.12] = 35.0000 

[21.] = 111.0000 X [2.1] = 124.9188 X [.21] = 46.0000 

X [22.] = 47 .OO(H) X [2.2] = 33.0812 X C.22] = 25.0000 

X [ ••• J = 306.0000 

Depois, como nos casos anteriores, tem-se que 

f==============================================i

1 TESTE DO RODELO DE INDEPENDENCIA CONDICIONAL 1. 
!==============================================! 

Entre coM qui-quadrado com 2 Graus de Liberdade = 5.99 

EIMD (b) = 44.1972

Rejeita-se o Modelo de Independencia Condicional

Continuando com a análise de uma sequincia de 

modelos hierárquicos, se procederá a estudar o modelo onde a 

interação entre as três variáveis ou interação de segunda or-

dem, está ausente. 

guinte: 

O programa, neste exemplo, fornece o se-



X<2) 
X(2) 

X<2> 

X(2) 

f======�============================== ===1

1 FRECUENCIAS ESTI�AD�S 508 rJDELO DE N�D 1 
i 1 

1 HHERt,Ci\D DE SEGUHDti ORDEM 1 
�=========================================� 

[1,1,1] = 119 .8966 X(2) [2,1:,1] = 
[1:,1,2] = 4.1036 X(2) [2,1,2] = 

[1,2,1] = 22�1035 X(2) (2,2, 1J = 
(1,2,2] = 1.8963 X(2) [2,2,2] = 

Nurnero de ciclos = 6 

142. 

80.1034 

30.8964 

23m8965 

23.1037 

Neste modelo, as frequências marginais unidi-

mensionais e bidimensionais estão ajustadas e, dentro dos 1 i-

mites da margem de erro admitido, 

marginais observadas. 

são iguais às frequências 

f============================================-==-===� 

. 1 TESTE Dü MODELO DE N.AO INTER.ACAO DE SEGUNDA ORDEM 1 
ê===================================================! 

Entre coM qui-quadrado com 1 Graus de liberdade = 3.84 

EIAD(2) = 0.0102 

Não se rejeita o Modelo de Não lntera�ão de Segurlda Ordem

Observe a grand e semelhança entre as frequên

cias observadas e as estimati vas das frequências esperadas sob 

essa hipótese. 
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Em continuaç�o � apresentado um q�adr6 de ana

lise de informaç�o que cont�m de forma resumida, objetiva e 

aditiva uma anilise completa da tabela de conting�ncia es

tudada. 

f=======================i 
1 ANALISE DE INFOR�ACAO 1 
l=======================� 

COí<'IPONENTES INFORMACAO G.L.

R�S,T 2ICX:X<1D = 65.1407 4 

Efeito de ST 2UX(a) :X< 1) J = 12.9640 

iridependente de ST 2ICX:X<.a)J = 52.1767 3 

Efeito de RS/ST 2HX<b) :X(a) J = 7.9795 1 

Independencia Condicional de 
<R X T)/S 2ICX:X<b > J = 44.1972 2 

Efeito de RT/ST,RS 2ICX(2):X(b)J = 44.1871 1 

Interacao de segunda ordeM 2HX:X(2)] = 0.0102 1 
--------------------------------------------------------------
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Essa ·anilise indica que o ajustamento desse 

' 

conjunto de dados pode ser feito adequadamente usando como 

variiveis expla�atórias .as frequincias marginais 

das tris ·tabelas RxS, RxT e SxT, isto é: 

observadas 

1 24 

1 1 1 

235 

142 

104 

246 

200 

46 

246 

24 

47 

71 

6 

54 

60 

35 

25 

60 

148 

158 

306 

148 

158 

306 

235 

71 

306 

A interpretação da hipótese de não interação 

de segunda ordem.pode ser expressa como sendo: 
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(i) a associação entre a vari.ável R e a variá-

vel Si a mesma nos diférentes nfveis da

variável T;

(ii) a associ ação en tre as variáveis R e.T e a

mesma nos diferentes níveis da var iável S

e;

(iii) a associação entre as variáveis S e  T é a

mesma nos diferentes níveis da variável R.

Tem-se então que o modelo escolhido é 

l og Xi j k = To + T 1 ( i ) + T 2 ( J.) + T 3 ( k) + T 1 2 ( i j) + i:· 13 ( i k) +

+ T23(jk)'

onde i:
1(2) =.r

2(.2) = i:
3(2) = O. ·Na forma matricial 

log X_(2) (1,1,1] 1 T
O 

log X(2) [1,1,2] o o o T 1 ( 1 )
log X(2) [1,2,1] o 1 o o T 2 ( 1)
log X(2} [1,2,2] o o o o o 

T 3 ( 1) 
log X(2} (2,1,1] o 1 l o o 1 Tl2(11)
log X(2) [2, 1,2] o l o o o o '(13(11) 
log X(2) [2,2,1] o o o o o '(23(11) 
log X(2) (2,2,2] o o o o o o 

Para se obterem as estimativas dos parâmetros do mode

lo selecionado, assim como também a estim a tiva da matriz de 

variâncias e covariâncias das estimativas dos parâmetros foi 

utilizado o programa ALGEMA de autoria do colega Ca rlos T. San 

tos Dias. 



Tem-se que

\1 (f) 

'(o = 3,14 00 

� 1(1) =-2,5001

�2(1) = 0, 2 906

T3(1) = 0, 0 337

= 

146. 

f _12( 11) = b, 4814 

:13( 11) = 2,4 221

23(11) = 0,9 1 90
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5. CONCLUSÕES

Face ao anteriormente exposto, concluiu-se que: 

(,j) A estrutura de uma tabela de contingência 

pode ser estudada com grande riqueza de detalhes e pode ser 

interpretada em termos das interrelações entre as três variá

veis categorizadas. 

(i i) o princípio da informaçio mfnima de dis

criminaçio pode ser usado eficientemente para se obterem estima 

tivas das frequências esperadas numa tabela de contingência 

RxSxT, sob vãrtas hip6teses ou modelos de interesse. Para as 

condições deste trabalho, a x*-tabela fornece estimativas de 

máxima verossimilhança. 

(iii) as estimativas obtidas através do princí

pio da informaçio mínima de discriminaçio sio formuladas como 

membros de uma família exponencial, que pode ser expressa co

mo um modelo multiplicativo ou como um modelo linear aditi

vo na escala 1ogaritmica. Esse fato e interessante no senti

do que nao e assumido um determinado modelo senao que ele é 

obtido segundo as restrições impostas sobre as frequências mar 

ginais observadas. 
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(iv) para cada conjunto de marginais fixas e 

obtido um Gnico conjunto de estimativa� de frequências es-

peradas a�ravés de um processo iterativo. Esse processo 

iterativo é convergente e para o caso das hipóteses de inde-

pendência mútua completa, independência parcial e independência condicio

nal são obtidas as estimativas logo ao final do primeiro ciclo. 

(v) a adequacidade de ajuste de um modelo, sob

qua lquer hipótese nu la, pode ser testado. A estatística da 

informação mínima de discriminação 21(x:x*) e distribuída as

sintoticamente como um x
2 com apropriados graus de liberdade. 

A computação dessa estatística é feita de maneira simples e 

direta. 

(vi) a estatística da informação mínima de dis

criminação, sob uma determinada hipótese, pode ser ana 1 isa-

da em componentes que por sua vez sao estatísticas de informa 

ção mínima de di·scriminação sob sub-hipóteses, dado que essas 

estatísticas são aditivas, assim como também os graus de 1 i-

berdade associados. Essa propriedade é usada para construir 

tabelas de análise de informação que apresentam uma 

aditiva da tabela de contingência. 

an â 1 i se 

(vii) no model o  log-linear log �* = TT, as es-

timativas dos parâmetros que representam os efeitos princi-

pais e as interações é feita de uma maneira simples a partir das 

estimativas das frequências esperadas. Igualmente, pode ser 

obtida_ uma estimativa para a m atriz de variâncias e covariân

cias das estimativas dos parâmetros. 
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(vii i} deve-se prosseguir o estudo de dados 

e a.te g o r i z a d o s a r r a n j a d os em ta b e 1 a s d e c o n t i n g ê n c i a t r i d i me n -

sionais visando, dentre outros, os segui�tes aspectos: 

- estudo de tabelas incompletas;

- estudo de tabelas de contingência quando as

frequências marginais esperadas são conheci

das ;

- estudo dos resíduos x. 'k - x*. 'k' como uma
1 J I J . . 

a j u d a n a a n á 1 i s e d a t a b e 1 a d e c o n t i n g ênc i a .

De fato,no teste de ajustamento de um deter

minado modelo, se os valores computados de

21(x:x*) são significativos, pode haver uma

grande discrepância entre os valores observa

dos e os valores esperados;

- estender o estudo a tabelas de contingência

com maiores dimensões;

- estudo do comportamento da estatística da in

formação mínima de discriminação em amostras

pequenas.
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APEN D IC E S



APÊNDICE 1 - PROBABILIDADE CONDICIONAL· 

1 56.

Defin)5io: Seja A um event6 com probabilidade 
positiva. Para um evento�qualquer A, tem�se que: 

P(HjA) = P(HA)

P(A) 
( 1 ) 

Segundo FELLER (1968), P(HiA) assim definida 
e chamada probabil idãde condicional de H sob a hip5tese A 
ou para um dado A. 

Sejam H1 e H2 dois eventos mutuamente exclusi
vos e exaustivos. Isto é, H1UH2 = íl, onde íl é o espaço amo�
trai; H{\H2 = p e P(H1) + P(H2) = 1. Consequentemente, qua.!_
quer evento A pode ocorrer unicamente de maneira conjunta com 
algum H., i = 1,2. Num gráfico tem-se que 

1 

íl 

E n tão A (\ ( H l V H 2 } = (A íl H l ) U ( A íl H 2 ) = AH l U AH 2 = A , o n d e

AH1()AH2 = rj,, portanto P(A) = P(AH1) + P(AH2) (2) 

1 
P (ÀH i)P e 1 a d e f i n i ç ão ( 1 ) , t em -s e q u e P (A H . ) = 

1 P (H i)isto é, 

P (A H i ) = P ( A I H i ) P ( H i ) , i = 1 , 2 

Substituindo (.3) em (2), obtem-se 

P (A) = P ( A I H 1 ) P ( H 1 ) + P (A I H 2) P ( H 2)

e sub s t i tu i n d o ( 4) em (1 ) , obtêm-se 

P(H1A) 
p (A j H 1 ) P ( H 1 } + P ( A [ H 2 ) P ( H 2 )

(3) 

( 4) 

(5)
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e 
P (HzA) P(HziA) (6) 

P(AIH1)P(H1) + P(AIH2)P(H2)

e em geral 

P(H. IA) = 
P (H i A)

- i=l; 2 (7)' 
1 P(AIH1)P(H1). + P(AI H2) �(H2)

ou 

P(Hi.lA) 
P ( A.! H j} P ( H i ) i=l 2 (8)= 

P(AIH()P{H1) + P (AI H 2) P (H 2)

· A equação (8) é conhecida como Regra de Bayes. 



APENDICE 2 - PROGRAMA COMPUTACIONAL 

program ANDACATi 

HR+} 

t•:ipe 

MatA = array(1 •• 10,1 •• 10,1�.10l of reali 

MatB = arra•�Cl .. 10] of rea]; 

Mate= array[1 •• 10,1 •• 10J of reali 

str80 = stringC80]: 

strin255 = string[255li 

var 

A,A1,Aa,Ab,A2 

B1,B2,B3,B1a0,B2a0,B3a0 

C1a1,C2a1,C3a1,Cl,C2,C3,C1a,C2a,C3a 

I,L,J,K,R,S,T :integer; 

VI, VJ, VK,cont :integerl 

:MatAi 

:M".tB; 

:Mate; 

Sottia, Soma Total ,EIP'IDl ,EIMDa,EIMDb, qu i quadrado,GL1 ,GLa,GLb ,GL2,EIMD2 

Linhalmp : arra�C1 •• 10J of string[80J; 

Arquivo :text; 

Menuopt,SubmenuoPt 

NomeDoArquivo 

Procedure TecleEnter; 

var 

Aux:char: 

begin 

writelnl 

:char; 

:string[2!llli 

writeln( 'Tecle {ENTER> Para continw1r ••• 'l; 

writelnl 
write (#71; 

rePeat 

read (kbd,Auxl; 
until Aux = tl13i 

endi 

Procedure Te laln i eia l; 

begin 

clrscrl 

gotoxi:1(23,51 i writeln( 'ANALISE DE TABELAS DE CONTINGENCIA'); 

gotox�(22,7ll writeln('TRIDIMENSIONAIS ATRAVES DO PRINCIPIO'); 

gotm:•�(22,91; writelnl 'DA INFORMACAO MINIM DE DISCRIMINACAO' li 

gotoxi:1140, 131! wr iteln( 'Lusb i A.Herrera 1); 

goto>:•dl4!1J,141 i writelnl 'Gabriel A,Sarries (CIAGRI/USP 1' l; 

goto>;1,:1(4@, 1511 write ln( 'Marcel o Z.Si 1 va (CIAGRI/USP 1' P 

got.ow�(412i,20li writeln('Piracicaba, Mãio de 1987'); 

goto>:1:1 { 1 , 22 ! : 

TecleEnteri 

clrscr: 

endi 

Procedure RISCO ITIPO:ChariAL TLIRA,COMECO,FIM:B1:1teiSii'lBOLO: integerl; 

Var 

I:B•:1tei 

Begin 

If ITIPO='H'l Or ITIPO='h'J Then 

For I:=CONECO To FIM Do 

Begin 
GoToX)'( I, ALTURA) i klr i te ( chr I SirlBOL OI li 

End: 

If iTIPO='V'l Or !TIPO='v'l Then 

For I:=COMECO To FIM Do 

8e9in 
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GoTo�Y(ALTURA,IliWritelchr!SIMBOLOlli 

End: 

writelni 

End: 

Procedure QUADRO ( Xtíl, Y0, X1, Y1: B•�te l ; 

Begin 

GoToXYIX0,Y0llWritel#20lliRISCOl'H',Y0,X0+1,X1-1,205li 

GoToXYIX1,Y0liWritel#187)lRISCO!'V',X1,Y0+1,Y1-1,1861: 

6oToXYIX1,YlliWrite(#188liRISCO('H',Y1,X0+1,X1-1,205li 

GoToXY(X0,YlliWrite(M200liRISCOl'V',X0,Y0+1,Y1-1,186li 

Endi 

function sPace!n:integerl str80i 

var t integeri 

s : str i ngt80J; 

begin 
C •- / / T 
-.,, .- ' 

for t:=1 to N do 

s := concatls,' 'li 

sPace := si 

endi 

function AbraArquivo(NomeArq str80l booleani 

var Ok : booleani 

begin 

ass i gn (Arquivo, NoMeDoAr<n� i vo l ; 

HI-} reset(Arq1.1ivo) {$!+}; 

Ok := IIOresult = 0li 

if not Ok then 

begin 

gotoxi.,1(20, 141; 

�rite('Esse arquivo nao existe'lí 

dela•.:1!15001; 

dell inei 

endl 

AbraArquivo := Oki 

endiHunction} 

procedure TesteParari 

begin 

cont := cont + li 

i f cont >= 14 then 

begin 

TecleEnter: 

cont := 0i 

end: 

endi 

procedure EntraDadosArquivoi 

begin 

repeat 

gotox� l 2k°1, 12 l i

write( 'Nome do i<.rquivo: 

gotox�(37,12); 

read lt1 ( NomeDoAMu i vo) i 

until AbraArq1.1ivo(NomeD0Arq1.1ivoli 

for I : = 1 t.o R do 

for J := 1 to S do 

for K := 1 to T do 
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begin 

readln(Arquivo,A[I,J,KJ li 

end: 

clrscr; 

close(Arquivol: 

endl{Procedure} 

Proced1,1re EntraDadosTeclado: 

var ConfirMa: charl 

begin 

rePeat 

clrscr; 

for I := 1 to R do 

for J := 1 to S do 

for K := 1 to T do 

begin 

write('X[',I,',',J,',',K,'l = '); 

readln(ACI,J,KJJ; 

end: 

writeln; 

write!'ConfirMa os dados? !s/nl'll 

readln!Confirma); 

Confirma:= upcase!Confirmali 

until Confirma ='S'l 

clrscri 

end; 

procedure EntradaDeDadosi 

var Confirma.Tudo, DisPo: char: 

begin 

clrscri 

gotox•� ! 32 , 2 l ; wr i te l n ( 'ENTRADA DE DADOS' 1 ; 

quadro{3!1i, 1,49,3l l 

gotox•,1(20,5); write('Numero de niveis da variavel "R" = 'li readln!R); 

9oto>:1:1(20,7li write('Numero de níveis dio. variavel "S" = 'li readln!Sli 

gotoxi,1(2!!1,9); write('Nt�mero de niveis da variavel 11T" = '); readln(T); 

writeln: 

repeat 

9oto>:�-1!20, 121: 

write( 'Entrada de dados arquivo ou teclado? (A/TI '); 

readln<Dispo): 

Dispo := 1,1pcase(Dispo)i 

until Dispo in ['A','T'J ; 

if Dispo = 'A' then 

EntraDadosArquivo 

else 

EntraDadosTecladoi 

end; 

Procedure ImPri111eC1C2C3 (aux charli 

begin 

for I := 1 to R do 

for J := 1 to S do 

begin 

wr i te ( 'X [ ' , I , J , ' • J = ' l i 

if am:='A' thet) 

writeln(Cl[!,JJ:9:4) 

else 

writeln(C1a[I,JJ:9:4li 
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TesteParar: 

end; 

for I := 1 to R do 

for J := 1 to T do 

begin 
write('X [ 1 ,I, 1

,
1,J, 1 J = 'J; 

if aux='A' then 

writeln(C2CI,JJ:9:4) 

else 

writeln(C2a[l,JJ:9:4J; 

TesteParar; 

end; 

f'or I : = 1 to S do 

for J := 1 to T do 

begin 

write!'X (','.',I,J,'J = '); 

if aux='A' then 

writeln(C3CI,JJ:9:4) 

else 

writeln(C3a[I,JJ:9:4); 

TestePar·ar: 

endl 

writelnlwritelnl 

writeln('X [ ••• J = ',SomaTotal:9:4)i 

writeln; 

TecleEnter; 

clrscr; 

cont := !1ii 

end;{procedure} 

Procedure Ca lcularSon1ator iisMargi naisUn i dimen�. i or,ais(X: MatA) i 

var st,valor: str8@; 

MaiorNivel : integer; 

begin 

SomaTotal := !1i; 

for L := 1 to 3 do 

begin 

case L of 

1 : begin VI 

2 : begin VI 

3: begin VI 

·-

.- R; VJ ·-.- sr VK ·- Tlendí .-

·
- s; VJ ·- R; VK 

·
- T;end; .- .- .-

·
- T; V,J 

·
- S; VK ·- Riend; .- .- .-

endl{case} 

for I := 1 to VI do 

begin 

Soma:= 0; 

for J := 1 t.o VJ do 

begin 

for K :=1 to VK do 

begin 

case L of {R,S,T} 

1 : Soma:= Soma+ Xtl,JiKJ; 

2: Soma:= Soma+ XCJ,I,KJ ; 

3: Soma:= Soma+ X[K,J,IJ ; 

endi{case} 

{Xi .. } 

{ X.j ,} 

{ X •• k} 

if L = 1 then SomaTot.al := SoroaTot.al + X CI,�1 ,K]i 

end;{K} 

end;{J} 

case L of 

1 Bl[IJ := Soma; 

2 : B2CIJ := Soma: 
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3: B3CIJ := Somai 

end;{case} 

end;{I} 

endi{L} 

if IR> SI and (R > TI then 

ria i orN i ve 1 : = R 

el�-e 

if S} T then 

PlaiorNivel := S 

else 

PlaiorNivel := Tl 

for I := 1 to MaiorNivel do Linha!rt1P[IJ := space(M}); 

for I : = 1 to R do 

begin 

;tr1B1CIJ:9:4,valorll 

strlI,stl: 

linha!MP[IJ := concat('X [',st,' •• J = ',valor,' '); 

end: 

for I : = 1 to S do 

begin 

strl82CIJ:9:4,valor); 

strlI,stJ; 

if linhaIMPCIJ[17J = '  'then 

linhalmP[IJ := sPacel22); 

linhalmP[IJ := concat(linhalmp[JJ,'X [,',st,'.J = ',valor,' '); 

end: 

for I := 1 to T do 

begin 

str!B3CIJ:9:4,valorli 

str(I,stl: 

if (LinhaimP[IJC38J = '  ') then 

if (LinhaIMP[IJt17J = ' 'l then 

LinhaIMP[IJ := concat(space(44l,'X t.,',st,'J = ',valor) 

else 

li nhaimP [ I J := cone at(l i nhaltt1PC IJ ,SPi!Ce (22 l, 'X C..', st, 'J = ',valor l 

else 

LinhalmP[IJ := co�cat(Linhaimp[IJ,'X C •• ',st,'J = ',valor); 

er,di 

for I := 1 to f'laiorNivel do 

writelnllinhalmPCIJ); 

TecleEnter: 

clrscr; 

end; 

procedure Calcul arSomator i asl'larg i na i sB i dimensionai �.(var X:f'l.:\tÃiau:-::char li 

begi n {gerar,do C1, C2 ,C3} 

Soma :=�: 

for L := 1 to 3 do 

begin 

case L of 

1 : begin VI := R; VJ := S: VK 

2: begin VI := Ri VJ := T; VK 

3: begin VI := Si VJ := Ti VK 

endi{case} 

for I := 1 to VI do 

begin 

for ,J := 1 to v.J do 

beg ir, 

for K : = 1 to VK do 

begin 

·- T; endí .
-

·- Si end: .-

·- R; endi .
-
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,:ase L of {R,S, T}

1 : Soma:= Soma+ XCI,J,K]; 
-2: Soma:= Soma+ X[l,K,JJ ;
3: Soma:= S6ma + XCK,l,J];

endi{case} 
endl{K} 
if aux= 'A' then 

case L of 
1 : C1CI,JJ := Somai 
2: C2CI,JJ := Soma; 
3: C3CI,JJ := Somai 

end {case} 
else 

case L of 
1 : ClatI,JJ := Somai 
2: C2atI,J] := Somai 
3: C3a[I,JJ := Somai 

endi{case} 
Soma:= 0;

end;{J} 
endi{I} 

endi{l} 
if au>:= 'A' then 

lmPrimeC1C2C31'A'l 
else 

ImPrimeC1C2C31'B'li 
endi{Procedure} 

{Xi.i ,} 

{Xi ,k} 

{X,.ik} 

{Xi.i ,} 
{Xi .k} 

{X,.ik} 

p roe edYre E s t i mc1 t i v a sDa sF re qyenc i a !:-E sp eradc1 sSob Mo de 1 o De I ndep endenc i aMutuaComP 1 eta i 

ii:IPI? 

ftlatAl = arra•,itl .. 10,L,llu,1 .. 10] of reali 
MatB 1 = a.rra1,1[ 1. , l!ilJ of rea 1 ;

var 
810,B2�,B3@ :MatB1i 
I,J ,K,l,Aux :integerl 
Somal, Soma2, Soma3 :real; 

begir, 
for L := 1 to 3 do 
begin 

case L of 
1 : begin VI := R; VJ := S; VK := Ti endi 
2: begin VI := S; VJ := Ri VK := T; end: 
3: begin VI := Ti VJ := S; VK := Ri endi 

etidl{case} 
if l=l then 
begin 

for ·1:=1 to VI do 
for J:=1 to VJ do 

for K :=1 to IJK do

Al[J,J,KJ:=SomaTotal/lVJ1VJ1VKli 
endi{se L =1} 
for I := 1 to VI do 
begir, 

Sotna1 := 0i 
Sotna2 := 0: 
Sotna3 := �i 
for J := 1 to VJ do 

{Xi.ik!o)} 
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be9in 

for K := 1 to VK do 

begin 

case L of {R,S,T} 

1 : Somai :=Somai+ AlCI,J,Kll {Xi .,lo )} 

2: Soma2 := Soma2 + A1[J,I,KJ; {X.J,11)} 

3: Soma3 := Soma3 + AlCK,J,IJ; {X •• kl2l} 

endi{case} 

endi{K} 

endi{J} 

case L of 

1 : B10[IJ := Somali 

2: 820CIJ := Soma2l 

3: B30[IJ := Soma3i 

endi{case} 

endi{I} 

for I:=1 to VI do 

for J:=1 to VJ do 

for K:=1 to VK do 

begin 

{Xi .. !o)} 

{X,.i, 11)} 

{X .. kl2)} 

{Ob tenc c11J de X i.i k ( *)}

case L of {R,S,T} 

1 : A1CI,J,KJ:=<B1CIJ / B10(1]1 * Al[I,J,KJ; 

2 :  A1tJ,I,KJ:=1B2 tIJ / B20tIJl * AlCJ,I,KJ; 

3: AlCK,J,IJ:=(83CIJ / B30CIJJ * AlCK,J,IJ; 

endi{case} 

endi{K} 

endi{L} 

for I:=1 to R do 

for ._l:=1 to S do 

for K:=1 to T do 

begin 

writelnl'X(ll [',I,',',J, 1
,

1 ,K,'J = ',A1[I,J,KJ:9:4li 

TesteParar; 

endi 

TecleEnter: 

clrscri 

cont := 0; 

en,j i {p roe edure} 

{Xi _ik l 1l} 

{Xi.ikl2l} 

{X Li k (3)} 

procedure Ca I cu! oDaEIMDl sob IndePendenc i aPlutuaComP l eh !Z, Zl MatAl i 

var H,G,F : integer: 

begin 
EH1D1 := jjj: 

for F :=1 to R do 

for G :=1 to S do 

for H := 1 to T do 

if IZCF,G,HJ <> 01 then 

{Obtencao de 2IIX:X(1)l} 

EIMDl := EIMD1 + 2*1Z CF,G,HJ * lnlZ CF,G,HJ / ZlCF,G,HJlli 

Gll := R * S * T - R - S - T +2: 

endi 

p roe edt�re T esteDoMode l oDe I ndep endenc i aí'lut.uaComP 1 eh; 

be<1in 

clrscri 

quadro(14,1,64,3J: 

gotox•� ( 16, 2 l ; 

writeln( 'TESTE DO MODELO DE JNDEPENDENCIA i'lLITLIA COMPLETA' l; 

gotox•.:111 , 5 l : 

1�r i te(' Entre com qu i-quadrado com ',GU: 3 :0,' Graus de Liberdade = '1 i 

readln(quiquadradol: 
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qotoxy(44,7J; writeln('EIMD!l l = ',EIMDl:7:41; gotoxy(10,13li 
if (Eil'lDl >= qui quadrado) then 

write1n!'Re.ieita-se o Modelo de Jndependencia ífil�hia Completa') 
else 
111ritelnl'Nao re.ieih-�-e o Modelo de IndePendencia Mutua ComPleta'J; 
wr i te 1 r1 ; wr i te l n: 

P.ndl 

procedure Est i ena ti vasDasFre<1uenc i ;,.sEsPeradasSob�lode loDeindependenc i aParc i ai; 

var H,G,F: integer, 
Sc,Ma : real i 

begin 
fl',enuc,pt := ' 'i 
TecleEnter: 
clrscrí 
quadro(22, 2,57 ,41; 
got.ox•:i!24,3J; writeln!'MODELOS DE INDEPENDENCIA PARCIAL'); 
goto>:',1(25, 71 í writeln( '2. R independente de S e T' 1; 
gotox•:1(25,9) í writelr1( '3. S independente de R e T' li. 
goto>:1:1125, 11 J;writeln( '4. T independente de R e S' l; 
rePeat 

gotox•:1!25,151,write!'Pressione n' da opc;,.o escolhida: 'li 
readln(menuoptJ; 

until menuopt in ['2',,'4'J;

cirscri 
q1,1adrol8,2,74,6); 
gotoxa.:1( 10,31; 
writeln( 'FREQLIENCIAS ESTIMADAS E FREQLIENCIAS MARGINAIS UNIDIMENSIONAIS f' li 
gotow.,1( 15,5); 
writelrd 'BIDIMENSIONAIS SOB MODELO DE INDEPENDENCIA PARCIAL' 1 i 
wr i telniwr i telrd 
for I:=1 to R do 

for J:=1 to S do 
for K:=1 to T do 

AaCI,J,KJ:=SomaTotal/(R*S*Tlí 
case menuopt of 

{Xijk(o)} 

'2' begin VI := R;

'3' begin VI := S;

'4' begin VI := T;

VJ := s; 
V,J := R;

VJ := s; 

VK 

VK 
VK 

:= T; endí 
:= T; endi 
:= R; end; 

end: 
for I ·- 1 to VI do .-

begin 
Soma := 0i 
for J := 1 to VJ do 
be-gin 

for K :=1 to VK de, 
Cêi.se menuoPt of 

'2' : SoMa :=Soma+ Al[I,J,KJ; 

'3' SoMa := Soma+ Aa[J,I,KJ ; 
'4' : Soma:= SoMa + Aa[K,J,JJ ; 

end, 
end; 
o.se menuoPt of

fndi 

'2' B1a0[IJ := Soma;
'3' B2a0[I] := Somai

'4' B3a0[IJ := Somai

{ Xi .. lol} 
{ x •. i. lol} 
{ X •• k (o)} 
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{ ***** 

for I:= 1 to VI do 

obtencao dP XiJk Ili*******} 

f"or J := 1 to VJ do 

for K := 1 to VK do 

begin 

case MenuoPt of 
'2' 

'3' 

'4' 

endl 

end; {K} 

: Aa[I,J,KJ 

: Aa(J,I,KJ 

AatK ,J, IJ 

case MenuoPt of 

·- 1B1CIJ / B 1a0[Ill .-

·- (B2[IJ / B2a0(IJ) .-

·
- 183CIJ / B3a0CIJl .-

'2' : begin VI := S; VJ := T; VK := R; end; 

'3' : begin VI := R; VJ := T; VK := S; end; 

'4' : begin VI := R; VJ := s; VK := T; end; 

end;{case} 

·for I := 1 to VI do

begin 

for J := 1 to VJ do 

be9in 

Soma:= !li; 

for K := 1 to VK do 

begin 

case menuopt of {R,S,T} 

'2' : Soma:= Soma+ Aa[K,I,JJ; 

'3' : Soma:= Soma+ AaCI,K,JJ; 

'4' : Soma:= Soma+ AaCI,J,KJ; 

end:{case} 

end;{K} 

case ment..10Pt of 

{R,S.T} 
* AarI,J,KJ;

* Aa[J,I,KJ;

* Aa[K,J,IJ;

'2' : C3a1tI,JJ := Soma; 

'3' : C2a1CI,JJ := Soma; 

'4' : C 1a1CI,JJ := Soma; 

{ X.Jk 11 J } 

end;{case} 

end;{J } 

end;{I} 

for I := 1 to VI do 

for J := 1 to VJ do 

for K := 1 to VK do 

begin 

case Menuopt.. of 

{ Xi.k (1! } 

{ Xi.i, (1! } 

{HI Obtencao de Xi.ikl21 IH:} 

'2' : Aa[K,I,JJ := (C3CI,JJ / C3a1[!,JJI * Aa[K,I,JJ; 

'3' : Aa[I,K,JJ := (C2[I,JJ / C2a1CI,Jll t Aa[I,K,JJ; 

'4' : AaCI,J,KJ := IC 1[!,JJ / Clal[I,Jll * Aa[I,J,KJ; 

er,d;{case} 

er,dl {K} 

er1d ; {p roe e dure} 

p roe e dure Ifi1P r i me Xa; 

beg i t) 

-for- I:=1 to R do 

for J:=1 to S do 

-for K:=1 to T do 

begin 

writeln!'X(a) [1,I,',',J,',',K,'J 

TesteParar: 

endl 

TecleEnter: 

cont := 0i 

_, 
-, Aa[I hl,K J :9: 4);
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clrscr: 
end: 

Procedure CalculoDaEIMDaSobindependenciaParciallZ,Zl : MatAl; 
var H,G,F : integer: 
begin {Obtencao de 2IIX:Xlal)} 

EIMDa := 0: 
-for F :=1 to R do 

for G :=1 to S do 
for H := 1 to T do 

if IZCF,G,HJ <> 0) then 
EIMDa := EIMDa + 2*1Z[F,G,HJ * lnlZ[F,G,HJ / 71CF,G,HJIJ; 

case menuoPt of . 
'2' Gla := IR - ll*IS * T - 11: 
'3' GLa := IS - 1l*IR * T - 1); 
'4' GLa := IT - 1l*!R * S - llí 

er,d: 
end: 

procedure TesteDoModeloDeindependenciaParcial: 
begin 

clrscr; 
quadro!13,1,56,3); 
gotox•,1! 15,21; 
writeln!'TESTE DO MODELO DE INDEPENDENCIA PARCIAL'); 
gotoxy ( 1,5); 
writel'Ent.re com qyi-quadrado com ',GLà:3:0,' Graus de liberdade = '); 
re ... dl n ! qu i quadrado 1 ; 
gotox•,1143, 71; writeln! 'EIMD lal = ',FIMDa:7:4) í gotoxr:1( i6, 13) í
if !EIMDa >= quiquadradol then 

writelnl'Re.ieita-se o Modelo de Inr:lepen,jencia Pc1rcial') 
else 

wr i te ln 1 'Nc10 re.i e i t..1-se o Mode 1 o de Independenc ia Parei a 1 ' ); 
wr i te 1 n: 1i.1r i te 1 n; 
TecleEnterl 

end: 

proced1.-1re EstimativasDeFrequenciasEsperadassobModelosDeindependenciaCondicional; 
Vaf" 

mens : str i ngt35H 
C1b0,C2b!ll,C3b1,C2b1 Mate: 
F,G,H 

begin 
Submenuopt 

: integer: 

•- I I • 
.- 1 

Mens := 'Pressione n' da opcao escolhida 
clrscri 
ciuadro!2!ll,1,59,3J; 

, . 
, 

gotox•:1122,21; wr itelnl 'MODELOS DE JNDEPENDENCIA CONDICIONAL' 1 í 
11ir i te ln: wr i te 1 n: 
case menuopt of 

'2' : begin 
got.o>:1:1 ! 15, 5) ; 
11Jriteln( '5. R e T sao independentes eM Càda nivel de S' l í 
gotoxi,1! 15, 7 l; 
1�riteln!'6, R e S =·ªº independente:. ero cndn nivel de T'); 
repeat. 

gotm:9( 15,101; 
ti.ir i te I roens); 
readln!Submenuopt); 
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until Submenuopt in['5','6'J: 
P.ndi 

'3' be9in 
goiOX':f(15,5) i
write1n!'7. S e T sao independentes em cada nivel de R'); 
9otow:1! 15, 71: 
writeln!'6, R e S sao independentes em cad11 nível de T'li 
repeat 

gotox•:1( 15, 10);
write(mens); 
readln!Submenuopt); 

until Submenuopt in C'6','7'J: 
endi 

'4' begir, 
gotoxi,1( 15,5);
wriie1nl'7. S e T sao indePendentes em cada nivel de R'li 
gotox•.:1115, 71: 
writelnl '5, R e T sao independentes etr, cada nivel de S'); 
repea:t. 

gotow:1(15,lQJI i 
write(ml?nsJ; 
readln!SubmenuoptJ; 

until SubMenuopt in ['7','5'); 
end; 

endi {use} 
clrscri 
quadro!8,2, 74,ól; 
gotox•:1 ( 1 w, 3 ) i
wr i te l n i 'FREQUENCI AS ESTIMADAS E FREQUENC IAS MARGINAIS UN ID IMENS TONAIS E ' l i
got.ox•.:1 ! 13, 51 : 
writelnl 'BIDIMENSIONAIS SOB MODELO DE INDEPENDENCIA CONDICIONAL' l; 
writelniwrite}n: 
-for I:=1 to R do 

for J:=1 to S do 
f'or K:=1 to T do 

AbCI,J,KJ:=SomaTotal/!R*S*Tli {Hf Xi.ik(o) fH} 

case Submenuopt of 
'5', '7' : begin VI := R; VJ := Si VK :=· T-; endi 

'6' : begin VI:= Ri VJ := T; VK := Si end: 
endi{case} 
for 1 : = 1 to VI de, 

for J := 1 to VJ do 
begin 

Soma:= íõl 
for 1( := 1 to VK do 
begin 

case Submetmopt. c,f 
'5'' 17 1

'6' 

er,dí{case} 
end; 

. : Soma := Soma + Ab[I hl,KJ i 
�:Soma:= Soma+ Ab[I,K,JJ; 

ca-:.e Submenuopt ot' 
'5','7' Clbl[I,JJ := Som11i 

1 6' : C2b0[1,JJ := Soma; 
er1d, {case} 

endi {.J}

{ Xi.i. !o) } 
{ Xi.k lo! } 

{ ****** Obtencao de Xi.ik iil ****** }

for I := 1 to VI do 
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for J := 1 to VJ do 
for K := 1 to VK do 
begin-

case St-1boient-10Pi o-f 
'5','7' Ab(I,J,Kl := (C1[I,JJ / C1b0CI,JJJ * Ab[I,J,KJ; 

:= (C2[I,Jl / C2b0[l,JJ) * AbCI,K,JJ; 16' 
endl{c...se} 

end;{K} 

: AbCI ,K ,JJ 

{ ***** obtencao de Xi.k (1) e X • .ik 111 ***** }

case Submenuopt of 
'5', '6' : begin VI := s; VJ := T; VK := RI end; 

'7' : begin VI := R; VJ := T; VK := S; end: 
end;{case} 
for I : = 1 to VI do 

for J := 1 to VJ do 
beg in 

Soma:= 0; 
-for I{ := 1 to VK do 
begin 

case Submenuopt o-f 
'5','6' : Soma:= Soma+ Ab[K,I,J]; 

'7' : Soma:= Soma+ Ab[l,K,JJ; 
endl{case} 

endl {K} 
case Submenuopt of 

'5','6' C3b1[1,JJ := Somai { X,jk ( 1) } 

'7' : C2bltl,JJ := Somal { X i.k (1) }

end; frase} 
end; {J}

{ ****** Obtencao de Xi.jk (2) ****** } 

-for I := 1 to VI do 
-for J := 1 to VJ do 

for I{ := i to VK do 
begin 

case Submenuopt of 
'5','6' : Ab[K,I,JJ := IC3CI,JJ / C3b1[1,JJJ * Ab[K,l,JJ; 

'7' : AbCI,K,JJ := (C2CI,JJ / C2b1tI,JJI * AbCI,K,JJ; 
endi{case} 

endi{K} 
endl{procedure} 

procedure ImPrimeXbl 
beg in 

-for I := 1 to R do 
for J := 1 to S do 

for K := 1 to T do 
beciin 

��itelnl'X(bl t',I,',',J,',',K,'l = ',AbCI,J,KJ:9:4li 
TesteParar: 

o?nd; 
Teci eEt1ter; 
clrscri 
cont := 0; 

er,dl 

procedure C<1 lct-1l oDaEil'l(JbSobindePendenc i aCond i e i 0t1al IZ, 71 : MatA 1; 
var H,G,F : integer, 
begin {Obtenc<10 de 2I(X:Xlbll} 

ElftlDb := 0: 
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for F :=1 to R do 
for G :=1 to S do 

for H := 1 to T do 
if !Z[F,G,HJ <> 01 then 

EIMDb := EIMDb + 2t(ZCF,G,HJ * ln(Z[F,G,Hl / 7l[F,G,HJJI; 
case Submenuopt of 

'5' GLb := S * ( R - 11 * !T - 11: 
'6' : GLb : = T * ( R - 1 ) * ( S - 11 ; 
'7' : GLb := R * ! S - ll * !T - 11: 

endi{case} 
endi{Procedure} 

procedure Te'=-teDoModeloDelndependenc i c1Cond i e i oni<.1 i 

begin 
QUadrol11,1,58,3li 
9oto:<1.:1 ( 13, 2 l i 
writeln('TESTE DO MODELO DE INDEPENDENCM CONDICIONAL'); 
goto>:1.:1( 1, 5):

write( 'Entre com qui-quadrc1do com ',GLb:3:0,' Graus de l iber,fade = 'I; 
readl n ( qu i quadrado 1 : 
gotoxyl43,71i writeln('EIMD lbl = ',EIMDb:7:4li 9otoxy(16,13); 
if IEif'"IDb >= quiquadradol then 

writeln('Re.jeih-se o Modelo de Independencic1 Condicionc1l'l 
else 

writeln('Nào rejeita-se o Modelo de Independencía Condicional'); 
wr i te l ni t�r i te 1 n: 
TecleEnteri 
clrscr: 

endi{Procedure} 

proc edure E st i lllc1t i vasDeF re qw.mc i asE !:-Per ada sSobl'lode l oDeNao Inter ac aoOeSe gundaOrde,'ll i 

i1.,1Pe 
MatA2 = array[] •• 10,1 •. 10,1 •• 10] of real: 
MatC1 = arrayti,,10,1 •• 10] of real; 

1Jar 
C120,C220�C320,C12,C22,C32 
I,J,K,L,M,contador,Aux 
Som.:1 
AuxTesteFin,TesteFín 

beg i t1 
for I := 1 t.o R do 

for �' : = 1 to S do 
for K : = 1 t.o T do 

: i'1c1t.C1; 
: Integer: 
: Real; 
: Boolean: 

A2tI,J,Kl := SomaTotal/(RtStTJ 
contador := !lli 
rePeat 

Te-=.teFit1:= Truei 
for L := l to 3 do 
begin 

case L of 
1 : begin VI :=R; VJ := Si VK := T; endi 
2: begin VI :=Ri VJ := T; VK := S; end; 
3 : begin VI :=S; Vj �= T; VK := Rl end; 

end;{use} 
for I := 1 t.0 VI do 

begin 
for J := 1 to VJ do 
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begin 

Soma:= 0; 

for K :=-1 to VK do 

begin 

case L of 

1 S oma:= soma+ A2CI,J,KJ; 

2: Soma:= soma+ A2CI,K,JJ; 

3: soma:= soma+ A2[K,I,JJ; 

et1dl{case} 

end;{K} 

case L of 

1 C12�CI,JJ := somai 

2: C220CI,JJ := soma: 

3: C320CI,JJ := soma; 

endl{case} 

l?ndl {,J} 

endi{I} 

-for I : = 1 to VI do 

for J := 1 to VJ do 

for K := 1 to VK do 

begin 

case L of 

{X ij. (o)} 

{Xi.k(1)} 

{X,.ik (2)} 

{Xi.L (o)} 

{Xi .k ( 1)} 

{X •. ik12l} 

1 : A2tI,J,KJ:= (C1[I,JJ/C120CI,Jl)*A2CI,J,KJ; 

2: A2CI,K,JJ:= !C2CI,JJ/C220CI,JJ)*A2tl,K,JJ; 

3: A2CK,I,JJ:= (C3tI,JJ/C320CI,JJ )*A2CK,I,JJ; 

endi{case} 

en,:f;{K} 

end;{L} 

{Apenas Para conferir passo a passo 

for I := 1 t.o R do 

for J := 1 to S do 

for K := 1 to T do 

begin 

-writeln('X(2J t',I,',',J,',',K,'J: ',A2CI,J,KJ:9:3);

TesteParari

endi 

cont := �i.; 

T ecleEntel"i 

CalcuhrS omator iasMargina i sB id imens iona i s(A2, 'B' 1; } 

for M := 1 to 3 do 

begin 

case M of 

1 : begin VI := R; VJ := S; VK := T; endi 

2 : begin VI := R l  VJ := T i  VK := s; end; 

3: begin VI := S; VJ := T; VK := R; endl 

endl{case} 

for I := 1 to VI do 

beq i t1 

for J := 1 to VJ do 

begin 

soma:= 0; 

for K : = 1 t.o VK do 

begin 

case /'l of 

1 : soma:= soma+ A2[J,J,Kli 

2: soma:= soma+ A2tI,K,JJ; 

3: soma:= soma+ A2CK,J,JJ; 

endl{case} 

endi{J} 

case M of 

{X i.jk ( 1)} 

{Xi.ik !2)} 

{Xi.ik(3I} 
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begin 

C12[I,JJ := soma; 

if !abs!CHI ,JJ-C12CI,JJ l <=0,001 l 

ihen Au>:TesteFin:= true 

else Au>:TesteFin:= false; 

if (TesteFin=truel and (AuxTesteFin=truel 

then TesteFin:=true 

else TesteFin:=falsei 

end; 

begin 

C22[J,JJ := soma; 

if labs(C2[I,JJ-C22[I,JJ) <=0.001l 

then AuxTesteFin:= true 

else AuxTesteFin:= false: 

if ITesteFin=truel <1nd CAu>:TesteFin=truel 

then TesteFin:=true 

else TesteFin:=falsei 

end: 

3 begin 

C32[I,JJ := somai 

if !absfC3CI,JJ-C32tI,JJJ <=0.0011 

then AuxTesteFin:= true 

e]se AuxTesteFin:= falsel

if (TesteFin=trueJ and (AuxTesteFin=truel 

then TesteFin:=true 

else TeE=.teFin:=falsei 

end; 

endi{case} 

endi{J} 

end;{I} 

endi{l'l} 

contador := contador + 11 

until (TesteFin=trueli 

for I : = 1 to R do 

for J := 1 to S do 

for K := 1 to T do 

begin 

writelnl'Xl2J [',I,',',J,',',K,'J = ',A2CI,,J,KJ:9:4J; 

TesteParar: 

end, 

cont. := 0: 

TecleEnteri 

goto>:1,1(5,301 iwriteln! 'NuMero de e iclo!:. = ',contador:31; 

TecleEnteri 

end;{procedure} 

procedure CalculoDaEIMD2sobNaointeracaoDeSegundaOrdem!?,Z1 MatAJ; 

var H,6,F : integer, 

begin {Obtencao de 21 iX:X!2J l} 

EIMD2 := 0: 

-for F :=1 to R ,fo 

for G :=1 to S do 

for H := 1 to T do 

if fZ(F,G,HJ <> 01 then 

fIMD2 := EIMD2 + 2*1ZCF,G,HJ * ln!Z[F,G,HJ / Z1CF,G,HJJJ; 

GL2 := IR - li* IS - ll * IT - 1J; 

endi 

p roe edure T es teDoi"lode l oDeNao I nt.erac aoDeSegtmdaOrdem i 

begin 
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c)r$cr;
quadro(14,1,66,31;
goto>:1:1( 16, 2 l;
111riteln!'TESTE DO MODELO DE NAO INTERACAO DE SEGUNDA ORDEM');
9otox1:1( 1,Sl;
writel 'Entre com quj-quadrado com ',GL:?:3:0,' Grau�- de Liberdade = ');

readln(qui!luadrado);
gotox�l44,7); writeln('EIMD!2l = ',EIMD2:7:4J; gotoxy(10,13J;
if !EIMD2 >= qujquadrado) then

writeln( 'Rejeita-se o Modelo _de Nao Interac«.o de Segunda Ordem' l 
else 

wr i te ln ( 'Nao re.i e ih-se o i1ode lo de Nao J nterac ao de Segunda Ordem' l ; 
write1n;write1n: 
íecleEnteri 
clrscri 

endi{Procedure} 

procedure EscreverQu1<.droDeAnaliseDeinformacao: 
begin 

clrscrl 
quadro(27,1,51,31i 
gotm:1,1(2'r,2J lwriteln( 'ANALISE DE INFORMAGAO'); 
gotoxi,1( 11,4 J 111,r ite1n( 'COMPONENTES' 1; 
goto>:1:1 ! 38 , 4 J i 1qr i te l n 1 ' I NFORMACAO I l ; 
gotoxy(68,4llwrite1n! 1 G.L, 1 )i 
risco!'h',S,1,71,196); 
gotoxy(14,6)iwriteln('R,S,T'll 
gotoxy!37,6llwriteln!'2ICX:Xl1JJ = ',EIMD1:7:4Jl 
gotoxyí67,6Jiwriteln(Gl1:3:0l, 
case menuopt o-f 

'2' : begin gotox1,1(12,9J ;writeln( 'Efeito de ST' J; endi 
'3': begin gotow,il12,9J;writelnl'Efeito de RT'l; end, 
'4' : begin gotow:c1(12,9llwriteln('Efeito de RS'Ji end; 

end; 
gotoxy!34,9Jiwriteln('2ICX!al:X!1JJ = ',IEIMD1 - EIMDal:7:41; 
gotoxy(67,9)iwritelnl!GL1 - Gla):3:iJ: 
case menuopt of 

'2'
'3' 
;41 

begin gotoxi:117,l@lltqriteln!'R independente de ST'Jiendí 
beg í n goto:<•�17, 195) i1s.1r iteln( 'S i r,dePer1dente de RT' l íend: 
begin got.ox•,117, Hll iwr i telt1( 'T í ndePendente de RS' J iend; 

eni:H 
gotoxy!37,10J:write1n{'2I[X:XlaJJ = 

9otox1:1( 67, 10) i wr ite ln!GLa:3:01; 
case Menuopt of 

',EIMDa:7:4J; 

'2' : begin 
if submenuopt = '5' then 
begin 

goto>:9( 11, 13) iwr i te l nl 'Efeito de RS/ST' J 
er-,d 
else 

begin 
got.o>:•�!l1,13);writeln('Efeito de RT/ST'i 

end: 

'3' begin 
i-1' subMet1tmPt = '7 1 then 
be9it1 

o;ioto>:•�( 11, 13) ;,.�riieln! 'Efeito de RS/RT 1 l 
end 
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el �-e 
begin 

endl 

gotoxy(l1r13);writelnl'Efeito de ST/RT'l 
end; 

'4' begin 
if submenuoPt = '7' then 
begin 

gotox•:1 ( 11 , 13 l ; wr i te l n 1 ' E f e i to de R T /RS ' l 

er1d 
else 
begin 

gotox•:1111, 13J;wr i te] r,I 'Hei to de ST /RS' l 

end: 
.endi 

end; 

gotoxy(34,13liwriteln('2ICXlbl:XlalJ � ',IEIMDa - EIMDbl:7:4li 

goto;<',!( 67, 13) iwr i te 1 n( lGLa -GLb l :3:0.); 
got0>:1:1 ( 3 , 14 l i wr i te ln 1 ' I ndeP endenc i a Cond i e i on<1 1 de ' J ; 
case submenuoPt of 

'5' begin gotoxy(11,151lwritelnl'(R x TJ/S'liendi 
'6' begin 9otoxy(l1,151lwriteln('(R x SJ/T'liend; 
'7' begin gotox•,1(11,15);1�riteln('(S ;{ Tl/R'J;1mdi 

end; 

gotoxy(37,1Sliwriteln('2ICX:X(bll = ',EIMDb:7:4!; 
9otox•,1(67, 15) lwr ite ln(GLb :3:0l: 
C<1se submenuopt of 

'5' begin 9otox•:1(1º5118);write1n( 1 Efeito de RT/ST 1 RS 1 );end; 

'6' begi n 9otox•:1í 10,181 iwriteln( 'Efeito de RS/ST ,RT') lend; 
'7' begin gotow:1(10,18llwritelnt.'Efeito de ST/RT,RS'liendí 

end: 
gotoxy(34,181:writeln('2ICX(2l:X(blJ = ',(EIMDb -EIMD2l:7:41i 

gotox•:1(67, 18Jiwr ite ln( lGLb - GL2J :3:01; 
gotox•:1( 5,19 l iwr i teln( 'Interacao de segunda ordem' l: 
gotoxyl37,19llwritelnl'2ICX:X(2ll = ',EIMD2:7:4); 
gotox•:1(67, 191 ,wr i teln!GL2:3:0 l; 
risco!'h',20,1,71,196); 

endi 

{Programa Principal} 
var ret : char; 

begin 
ret := ' '; 
Telainic i,d; 
EntradaDeDa,fos; 
auadro!22,2,57,4)i 

gotm:1:1(24,31; 
writeln( 'FREQUENCIAS MRGIMAIS OBSER1JADAS' l; 
writeJn; 
CalcularSomatoriasMarginaisUnidimensionais(AJ; 
CalcularSomatoriasMarginaisBidimensionais!A,'A'J: 
quadrorn,2, 72,61; 
gotoxi.:1( 10,3); 

1i;riteln( 'FREQUENCIAS fST!ft'IADAS E FREOLIENCIAS MARGINAIS UNIDH'lENSIONAIS' l; 
got@:1( 18,51; 
writelnl 'SOB O rlODELO DE INDEPENDENCIA MUTUA COi�PLETA' J i 
ti.ir ite lr1 ;wr i teln; 
fat i mctt i va�-DasFre<füenc i asE1=.perada1=.Sob/'iode 1 oDefodependenc i ar'iut.u.;..Con1P l eta; 
CalcularSomat.oriasMarginaisllnidiroensionais(Al); 
Crt l cu 1 oDaEI MD 1 Sob I ndep endenc i aMutl4,;,_ComP l eh (A, A 1 l ; 
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TesteDoModeioDeindepend�nciaMutuaCoMPleta: 
rePP-:1t 

fsti�ativa.sDa.sFrequenciasEsperada.sSobModeloDelndependenciaParcial; 
ImPrimeXa: 
CalrnlarSomi1foriasMar9inaisllnidi1Ytensionais(Ai1); 
CalcularSomatoriasMar9inaisBidi1Ytensionais!Aa,'B'l: 
CalculoDaEifiJDaSobindependenciaParcial!A,Aal; 
T es teDoMode l oDe I ndep ender,c i aP are ia 1 ; 
f st i m«.t i vasDeFr-equenc i asEsPer ... dasSobMode l O!:-Deindependenc i a.Cond i e i ona. l; 
ImPr i «1eXb; 
CalcularSomatoriasMarginaisUnidimensionaislAbJ; 
Ca lcularSoMit.tor i asfiIa.r·9 i na i sB i d i mer,s i ona is(Ab, 'B' 1; 
CalculoDaEH'IDbSobindependenciaCondicional!A,Abl; 
TesteDor1ode loDeindePendet1C i aCondi e i onal: 
qu;c.dro! 16,2 ,5e,, 6l; 
gotoxi� ( 18 , 3 ) ; 
writeln!'FREQUENCIAS ESTIMADAS SOB MODELO DE NAO'l: 
gotOX',i(25,5l; 
wr-i te l n 1 ' INTERACAO DE SEGUNDA ORDEM' l í 
wr i te 1 r, í wr-i te l ri: 
E!:.t i mat i Vit.sDeFr-equenc i asEsPerad;c.:.Sobf'iode l 0DeNaointerauoDeSe9und;c.Ordem; 
C;c.1 cu 1 oDaE HlD2SobNao I nterac aoDeSe gur,daOr-dem (A, A2 l ; 
T esteDof1ode l oDeNaoI nter <1C-:10DeSe gur,daOrdem; 
Escrever-OuadroDeAna 1 i seDelr,for-macao: 
writeln: 
wr i te ( 'Quer testar outra sequenc i ê<. de modelos h i erc1rqu i co!:- ? ! :./rd 'l; 
r-eadln(retJ; ret := upcaselret); 

1,mtil(ret = 'N'I 
end. {proqra,nú 
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