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9RESUMOModelagem de dados 
ontínuos 
ensurados, in�a
ionados de zerosMuitos equipamentos utilizados para quanti�
ar substân
ias, 
omo toxinas emalimentos, freqüentemente apresentam de�
iên
ias para quanti�
ar quantidades baixas. Emtais 
asos, geralmente indi
am a ausên
ia da substân
ia quando esta existe, mas está abaixode um valor pequeno (ξ) predeterminado, produzindo valores iguais a zero não ne
essaria-mente verdadeiros. Em outros 
asos, dete
tam a presença da substân
ia, mas são in
apazes dequanti�
á-la quando a quantidade da substân
ia está entre ξ e um valor limiar τ , 
onhe
idos.Por outro lado, quantidades a
ima desse valor limiar são quanti�
adas de forma 
ontínua,dando origem a uma variável aleatória 
ontínua X 
ujo domínio pode ser es
rito 
omo aunião dos intervalos, [0, ξ), [ξ, τ ] e (τ,∞), sendo 
omum o ex
esso de valores iguais a zero.Neste trabalho, são propostos modelos que possibilitam dis
riminar a probabilidade de zerosverdadeiros, 
omo o modelo de mistura 
om dois 
omponentes, sendo um degenerado em zeroe outro 
om distribuição 
ontínua, sendo aqui 
onsideradas as distribuições: exponen
ial, deWeibull e gama. Em seguida, para 
ada modelo, foram observadas suas 
ara
terísti
as, pro-postos pro
edimentos para estimação de seus parâmetros e avaliados seus poten
iais de ajustepor meio de métodos de simulação. Finalmente, a metodologia desenvolvida foi ilustrada pormeio da modelagem de medidas de 
ontaminação 
om a�atoxina B1, observadas em grãos demilho, de três subamostras de um lote de milho, analisados no Laboratório de Mi
otoxinas doDepartamento de Agroindústria, Alimentos e Nutrição da ESALQ/USP. Como 
on
lusões,na maioria dos 
asos, as simulações indi
aram e�
iên
ia dos métodos propostos para as esti-mações dos parâmetros dos modelos, prin
ipalmente para a estimativa do parâmetro δ e dovalor esperado, E(Y ). A modelagem das medidas de a�atoxina, por sua vez, mostrou queos modelos propostos são adequados aos dados reais, sendo que o modelo de mistura 
omdistribuição de Weibull, entretanto, ajustou-se melhor aos dados.Palavras-
have: Máxima verossimilhança; In�ação de zeros; Modelos de mistura; Distribuiçãoexponen
ial; Distribuição de Weibull; Distribuição gama; A�atoxina
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11ABSTRACTModeling 
ensored 
ontinuous data, zero in�atedMu
h equipment used to quantify substan
es, su
h as toxins in foods, is unableto measure low amounts. In 
ases where the substan
e exists, but in an amount below asmall �xed value (ξ), the equipment usually indi
ates that the substan
e is not present,produ
ing values equal to zero. In 
ases where the quantity is between ξ and a knownthreshold value τ , it dete
ts the presen
e of the substan
e but is unable to measure theamount. When the substan
e exists in amounts above the threshold value τ , it is measure
ontinuously, giving rise to a 
ontinuous random variable X whose domain 
an be writtenas the union of intervals, [0, ξ), [ξ, τ ] e (τ,∞). This random variable 
ommonly has anex
ess of zero values. In this work we propose models that 
an dete
t the probability of truezero, su
h as the mixture model with two 
omponents, one being degenerate at zero andthe other with 
ontinuous distribution, where we 
onsidered the distributions: exponential,Weibull and gamma. Then, for ea
h model, its 
hara
teristi
s were observed, pro
eduresfor estimating its parameters were proposed and its potential for adjustment by simulationmethods was evaluated. Finally, the methodology was illustrated by modeling measures of
ontamination with a�atoxin B1, dete
ted in grains of 
orn from three sub-samples of a bat
hof 
orn analyzed at the laboratory of of My
otoxins, Department of Agribusiness, Food andNutrition ESALQ/USP. In 
on
lusion, in the majority of 
ases the simulations indi
ated thatthe proposed methods are e�
ient in estimating the parameters of the models, in parti
ularfor estimating the parameter δ and the expe
ted value, E(Y ). The modeling of measuresof a�atoxin, in turn, showed that the proposed models are appropriate for the a
tual data,however the mixture model with a Weibull distribution �ts the data best.Keywords: Maximum likelihood; Zeros in�ation; Mixture models; Exponential distribu-tion; Weibull distribution; Gamma distribution; A�atoxins
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131 INTRODUÇ�OMuitos equipamentos utilizados para quanti�
ar substân
ias possuem de�
iên-
ias para quanti�
ar quantidades baixas. Em tais 
asos, geralmente indi
am a ausên
ia dasubstân
ia quando esta existe mas está abaixo de um valor pequeno (ξ) predeterminado, pro-duzindo valores iguais a zero não ne
essariamente verdadeiros. Em outros 
asos, dete
tam apresença da substân
ia mas são in
apazes de quanti�
á-la quando a quantidade da substân
iaestá entre ξ e um valor limiar τ , 
onhe
idos. Por outro lado, quantidades a
ima desse valorlimiar são quanti�
adas de forma 
ontínua, dando origem a uma variável aleatória 
ontínua
X 
ujo domínio pode ser es
rito 
omo a união dos intervalos, [0, ξ), [ξ, τ ] e (τ,∞), sendo
omum o ex
esso de valores iguais a zero.Uma situação para a qual surgem variáveis 
om essa 
ara
terísti
a o
orrequando se faz a determinação da quantidade de mi
otoxinas em alimentos. As mi
otoxi-nas são 
ompostos tóxi
os e/ou 
an
erígenos produzidos por várias espé
ies de fungos quepodem ser en
ontrados em grãos, tanto em 
ampo aberto, 
omo armazenados, sendo queíndi
es elevados desses 
ompostos podem levar à 
ontaminação dos produtos agrí
olas, resul-tando em queda de produtividade. Além disso, a ingestão de alguns tipos de mi
otoxinas,por animais e humanos pode levar a um quadro 
líni
o grave denominado mi
otoxi
ose que
onsiste de alteração patológi
a e/ou fun
ional no organismo. Segundo Ferreira et al. (2006),mesmo a ingestão de níveis baixos de toxinas pode resultar em um quadro de sus
etibilidadeexar
ebada a infe
ções.Os problemas 
ausados pela a�atoxina estão diretamente rela
ionados 
om onível de 
ontaminação do produto, o tempo e a quantidade de ração 
ontaminada ingerida peloanimal e seu estado nutri
ional. Em níveis mais altos, podem a
arretar atraso no 
res
imento,neoplasias, imunossupressão, teratogênese e hepatopatias agudas, subagudas e 
r�ni
as, sendoportanto, de importân
ia fundamental avaliar e 
lassi�
ar um lote de produto a ser 
onsumidoquanto ao nível de 
ontaminação. Para isso, ne
essita-se da utilização de uma distribuiçãode probabilidades para a variável quantidade de mi
otoxinas presente no lote, sendo que as
omumente adotadas não levam em 
onta as quantidades não quanti�
adas, porém identi-�
adas, de mi
otoxina, ou 
onsideram essa quantidade 
omo zero, in�a
ionando de zeros o
onjunto de dados a ser tratado e 
riando zeros não verdadeiros.



14 Dada a gravidade das 
onsequên
ias à exposição às a�atoxinas, muitos paísesestabele
eram limites máximos legais de a�atoxinas em alimentos 
omo os apresentados naTabela 1, segundo levantamento realizado por Teixeira (2008) . Além dos apresentados nessatabela, a Organização Mundial para a Alimentação e Agri
ultura (FAO), em 1995, veri�
ouque quase 100 países regulavam o nível de a�atoxina em alimentos.
Tabela 1 � Níveis máximos permitidos para a�atoxinas em alimentos, em mg/kg = ppb, para 
on-sumo humanoPaís Nível Máximo Alimento FonteUnião Européia 2 (B1); 4 (total) Cereais e produtos pro
essados (3)Austrália 5 (total) Todos os alimentosBrasil 20 (total) Amendoim e derivados de milho (1)Índia 30 (total) Todos os alimentosJapão 10 (total) Todos os alimentosSingapura 0 Todos os alimentosÁfri
a do Sul 5 (B1);10 (total) Todos os alimentosSué
ia 5 (Total) Todos os alimentosEstados Unidos 20 (total) Todos os alimentos (2)Alemanha 2 (B 1); 4 (Total) Todos os alimentos0,05 (Total) Alimentos infantisFonte: FONSECA (2006)(1) Resolução RDC no 274, da ANVISA, de 15 de outubro de 2002. Portaria no.183 de 21 de março de1996 Ministério da Agri
ultura(2) FAO: WORLDWIDE REGULATIONS FOR MYCOTOXINS 1995(3) Dire
tiva n.o 2005/9/CE de 28 de Janeiro de 2003.

No Brasil 
onforme norma interna No 1, de 24 de fevereiro de 2003, do Mi-nistério da Agri
ultura, Pe
uária e Abaste
imento pela Se
retaria de Defesa Agrope
uáriaDepartamento de Defesa e Inspeção Vegetal, artigo 1o parágrafo I tem-se:



15Os limites a
eitáveis de a�atoxinas totais são de 20 ppb paramilho em grão (inteiro, partido, amassado, moído), farinhas ou sêmolas demilho, amendoim (
om 
as
a, des
as
ado, 
ru ou tostado), pasta ou man-teiga de amendoim, 
onforme Resolução RDC/MS no 274, de 15 de outubrode 2002 e de 30 ppb para os demais produtos, 
onforme Resolução CN-NPA/MS no 34/76; (Ministério da Agri
ultura, Pe
uária e Abaste
imento)1Embora tenha sido dada ênfase no problema de ex
esso de zeros nas dis-tribuições de a�atoxinas em alimentos, Owen e DeRouen (1980) apresentam outro 
aso paraa qual esse tipo de situação pode o
orrer. O 
aso 
itado trata da quantidade de 
ontami-nação por substân
ias tóxi
as em trabalhadores de um indústria expostos ao 
loro, em queté
ni
os da saúde são en
arregados de fazer a quanti�
ação de substân
ias insalubres nostrabalhadores e 
omparar o valor médio en
ontrado 
om o valor máximo permitido pelasnormativas do National Institute for O

upational Safety and Health (NIOSH). Manuais 
ommetodologias para inferên
ias sobre a quantidade dessas substân
ias, no entanto, não tratamo problema 
om ex
esso de zeros ou não diferen
iam zeros verdadeiros de zeros 
ausados porum valor limiar do equipamento de mensuração.Esses problemas motivam a pesquisa de métodos que modelem simultanea-mente a probabilidade de zeros verdadeiros e que não despreze as informações 
ontidas emobservações 
ensuradas. Neste trabalho são apresentados: modelos probabilísti
os 
apazes demodelar observações sem a ne
essidade de transformá-las e que possam dis
riminar a probabi-lidade de zeros verdadeiros; 
ara
terísti
as dos modelos; pro
edimentos dos modelos; avaliaçãodo poten
ial de ajuste dos modelos propostos utilizando métodos de simulação, observandoa a
urá
ia e a pre
isão seus estimadores. Finalmente, a metodologia desenvolvida é ilustradapor meio da modelagem de medidas de 
ontaminação 
om a�atoxina B1, observadas em grãosde milho, de três subamostras de um lote de milho, analisados no Laboratório de Mi
otoxinasdo Departamento de Agroindústria, Alimentos e Nutrição da ESALQ/USP. Para obtençãodos resultados apresentados neste trabalho, foram realizados programas implementados noprograma estatísti
o R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2008), os quais en
ontram-seno CD que a
ompanha a presente Tese.
1BRASIL. Ministério da Agri
ultura, Pe
uária e Abaste
imento. SISLEGIS - Sistema de Legislação Agrí-
ola Federal. http://extranet.agri
ultura.gov.br/sislegis-
onsulta/
onsultarLegisla
ao.do(30 out. 2008)
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172 DESENVOLVIMENTO2.1 Revisão de literaturaO tratamento de variáveis 
ontínuas 
om in�ação de zeros surge 
om Ait
hisone Brown (1963, p. 95) que realizaram um estudo sobre a distribuição lognormal, 
onsiderando,para isso, uma variável aleatória 
ontínua 
om grande quantidade de zeros, 
ujas observaçõesdiferentes de zero foram 
onsideradas provenientes de uma população 
om distribuição log-normal. Porém, o fato de a distribuição lognormal não ser de�nida para valores iguais a zerotorna-se um problema. Como soluções, Ait
hison e Brown (1963) 
itam autores que propõemsomar uma 
onstante positiva a todos os valores, o que nem sempre é adequado, ou somaruma 
onstante apenas aos valores iguais a zero, não trazendo, neste 
aso, grandes prejuízosse os zeros forem provenientes de 
ensura. Os autores sugerem, no entanto, utilizar umamistura, di
otomizando as observações em zeros e não zeros. Estimam, então, a probabili-dade de as observações serem iguais a zero pela proporção de zeros na amostra e 
onsideramque os valores não nulos provém de uma população 
om distribuição lognormal, e nomearamessa mistura distribuição delta (distribuição-∆). Nesse 
aso, os zeros são 
ontemplados, nafunção de densidade, por um valor de proporção, 
onsiderando no entanto, que todos os zerosobservados são verdadeiros.Kahn e Rubin (1989), por outro lado, em estudo do 
ontrole de poluentes emágua por indústrias nos Estados Unidos, utilizaram a distribuição-∆, porém �zeram umamodi�
ação no parâmetro que estima a probabilidade de zero, pois, no 
aso de poluentes emágua, os valores iguais a zero são provenientes de limites de dete
ção e de quanti�
ação.Owen e DeRouen (1980), por sua vez, depararam-se 
om o problema de estimara quantidade média de 
loro em trabalhadores de uma indústria. Para isso dispunham deobservações provenientes de mensurações 
om 
ensura à esquerda, ou seja, valores que, porimpre
isão na medida, foram 
onsiderados iguais a zero. As metodologias das normativas daNIOSH entretanto, baseiam-se no fato de as observações terem distribuição lognormal, 
on-
luído a partir de experiên
ias prévias. Como, na práti
a, é difí
il distinguir zeros verdadeirosde zeros não verdadeiros, isto é, provenientes de valores 
ensurados, os autores 
ompararamdois estimadores para a média por meio de simulações. Para isso, 
onsideraram amostrasde distribuições lognormais aumentadas de: (i) somente zeros verdadeiros; (ii) somente va-



18lores positivos 
ensurados, e (iii) 
ombinação dos dois 
asos. Nesse 
ontexto, avaliou doisestimadores: o primeiro, baseado na distribuição delta e o segundo, baseado na distribuiçãolognormal 
ensurada. Os autores 
on
luíram, por simulações, que o estimador baseado nadistribuição delta geralmente apresenta menor erro quadráti
o médio.Numa outra situação, envolvendo um estudo sobre a pre
ipitação nos EstadosUnidos, Wilks (1990) observou que o valor mínimo registrado durante o período de estudoera 0,254 mm. Para a modelagem probabilísti
a, 
onsiderou, então, uma distribuição gama
om 
ensura à esquerda 
om valor limiar 0,127 mm. Assim, períodos 
om valores registrados
omo iguais a zero ou traços foram 
onsiderados 
omo tendo re
ebido entre 0,000 e 0,127 mm,não havendo, esse 
aso, informação sobre a posição do valor da observação no intervalo. Oautor, faz, então, uma 
omparação entre as estimativas obtidas pelo método dos momentos
om as estimativas obtidas pelo método de máxima verossimilhança. Con
luiu, então, queo método dos momentos apresenta resultado igual ao método de máxima verossimilhançaapenas quando o parâmetro de es
ala da distribuição gama é alto, sendo ine�
iente quandohá alta probabilidade de o
orrerem observações pequenas.Em estudos de dete
ção de mi
otoxinas em lotes de grãos, pelo fato de num loteanalisado poderem o
orrer inúmeras observações sem mi
otoxina e muito pou
as 
om grandequantidade de mi
otoxina, é frequente surgirem 
onjuntos de observações 
om um grandede número de zeros. Além disso, existe o fato de o aparelho utilizado na quanti�
ação serlimitado na aferição, não sendo possível determinar o valor exato de baixas quantidades demi
otoxina. Para modelar esse tipo de observação várias distribuições de probabilidade têmsido estudadas, tais 
omo: gama 
omposta, binomial negativa, lognormal de três parâmetrose normal trun
ada. Porém, estudos feitos por Gisbre
ht e Whitaker (1998) e Johansson etal. (2000), demonstraram que a distribuição gama 
omposta, geralmente se adequa melhor aobservações desse tipo.De forma geral, as distribuições utilizadas pelos autores 
itados para análisede dados in�a
ionados de zero, 
onsideram distribuições que podem ser 
lassi�
adas 
omodistribuições 
om 
ensura à esquerda, distribuições trun
adas ou mistura de distribuições,
ujos detalhes serão apresentados a seguir.



192.1.1 Distribuição trun
adaUma distribuição trun
ada pode ser obtida a partir de qualquer distribuição deprobabilidade pela operação dupla de restringir o domínio original da variável e redimensionaradequadamente a probabilidade sobre o novo domínio.Ait
hison e Brown (1963, p. 87) de�nem que uma variável aleatória X podepare
er ter uma distribuição 
onhe
ida ex
eto que parte dos valores da distribuição dos quais
X ≤ ξ foi removido, por tais valores de X não poderem a
onte
er ou não serem observados.A distribuição de tal variável é dita in
ompleta ou, mais 
omumente, trun
ada, e ξ é dito oponto de trun
amento.Para a de�nição de função de distribuição trun
ada apresentada por Cramér(1946, p. 247), 
onsidere X uma variável aleatória 
om função de distribuição a
umulada
F , F (a−) = P (X < a) e α = F (a) < F (b) = β. Então a variável aleatória trun
ada
XT ≡ YT (a, b) 
om pontos de trun
amento a e b tem sua função de distribuição a
umuladadada por

FXT
(x) =





0, se x ≤ a;
FX(x)− FX(a−)

FX(b)− FX(a−)
, se a < x ≤ b;

1, se x > b. (1)Nesse 
aso, a esperança e variân
ia de XT são, respe
tivamente,
µT = µT (a, b) =

∫ ∞

−∞

x dFXT
(x) =

∫ b

a
x dFX(x)

β − αe
σ2
T = σ2

T (a, b) =

∫ ∞

−∞

(x− µT )
2 dFXT

(x) =

∫ b

a
x2 dFX(x)

β − α
− µ2

T .Por derivação de (1), a função de densidade de probabilidade trun
ada é
fXT

(x) =
d

dx

[
FX(x)− FX(a−)

FX(b)− FX(a−)

]
=

fX(x)

FX(b)− FX(a)
, (2)para x ∈ [a; b] e 0, 
aso 
ontrário.Essa de�nição refere-se a uma variável trun
ada bilateralmente. Trun
amentosunilaterais, por sua vez, são 
onsiderados 
asos parti
ulares de (2). Assim, no 
aso de umafunção de densidade de probabilidade trun
ada à esquerda de a, 
onsidera-se b → ∞ e

FXT
(b) = 1. Logo, tem-se que
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FXT

(x) =





0, se x ≤ a;
FX(x)− FX(a−)

1− FX(a−)
, se x > a.Por outro lado, para uma função de densidade de probabilidade trun
ada àdireita de b, 
aso em que a → ∞ e FXT

(a) = 0, tem-se que
FXT

(x) =





FX(x)

FX(b)
, se x ≤ b;

1, se x > b.Uma distribuição trun
ada à esquerda frequentemente utilizada é a distribuiçãolognormal trun
ada. Para de�ni-la, 
onsidere uma variável essen
ialmente positiva X , isto é,
0 < X < ∞ tal que Y = log(X) tem distribuição normal 
om média µ e variân
ia σ2. Diz-se,então, que X tem distribuição lognormal ou que X é Λ-variável e es
reve-se

X ∼ Λ(µ, σ2) ⇔ Y ∼ N(µ, σ2),sendo importante ressaltar que X não assume o valor zero. Considere que FX(x;µ, σ
2) =

FX(x) e FY (y;µ, σ
2) = FY (y) para denotar as funções de distribuição a
umuladas de X e Y ,respe
tivamente, de tal forma que

FX(x;µ, σ
2) = P (X ≤ x)e

FY (y;µ, σ
2) = P (Y ≤ y).Como Y = log(X), as funções de distribuição de X e Y são rela
ionadas pormeio de

FX(x) = FY (log(x))para x > 0, desde que FX(x) = 0, para x ≤ 0 e
dFX(x) = fX(x;µ, σ

2) =
1

xσ
√
2π

exp

{
− 1

2σ2
(log(x)− µ)2

}sendo fX(x;µ, σ
2) a função densidade de probabilidade de X 
om parâmetros µ e σ2.A distribuição lognormal possui momentos de quaisquer ordens, sendo que o

k-ésimo momento dado por
E(Xk) =

∫ ∞

0

xkdFX(x) =

∫ ∞

−∞

ekydFY (y) = exp

{
kµ+

1

2
k2σ2

}
.



21Consequentemente, os momentos de primeira e segunda ordem de X em tornoda média são, respe
tivamente,
E(X) = exp

{
µ+

σ2

2

} (3)e Var(X) = E(X2)− [E(X)]2 = exp(2µ+ σ2)[exp(σ2)− 1]. (4)Teorema 2.1 A distribuição do k-ésimo momento da distribuição FX 
om parâmetros µ e
σ2 é também uma distribuição FX 
om parâmetros µ+ kσ2 e σ2 respe
tivamente, isto é,

FXj
(x;µ, σ2) = FX(x;µ+ kσ2, σ2).Prova: De fato, 
onsiderando ξ o ponto de trun
amento, a função de distribuição a
u-mulada trun
ada 
orrespondente é,

FXT
(x) = Pr(X ≤ x) =





0, se x ≤ ξ;
FX(x;µ, σ

2)− FX(ξ;µ, σ
2)

1− FX(ξ;µ, σ2)
, se x > ξ;e o k-ésimo momento é dado por,

E(Xk) =

∫ ∞

ξ

xk dFX(x;µ, σ
2)

1− FX(ξ;µ, σ2)
=

exp{kµ+ 1
2
k2σ2}

1− FX(ξ;µ, σ2)

∫ ∞

ξ

dFX(x;µ+ kσ2, σ2)

= exp

{
jµ+

1

2
k2σ2

}
1− FX(x;µ+ kσ2, σ2)

1− FX(ξ;µ, σ2)
.Finalmente, a função de distribuição do k-ésimo momento pode ser de�nida por

FXk
(x;µ, σ2) =

∫ x

ξ

tk dFX(t;µ, σ
2)

1− FX(ξ;µ, σ2)
∫ ∞

ξ

tk dFX(t;µ, σ
2)

1− FX(ξ;µ, σ2)

=

∫ x

ξ

dFX(t;µ+ kσ2, σ2)

∫ ∞

ξ

dFX(t;µ+ kσ2, σ2)

=
FX(x;µ+ kσ2, σ2)− FX(ξ;µ+ kσ2, σ2)

1− FX(ξ;µ+ kσ2, σ2)que é a distribuição a
umulada lognormal trun
ada 
om parâmetros µ+ kσ2 e σ2. �



222.1.2 Distribuição 
ensuradaDiz-se que uma variável é 
ensurada se não for possível observá-la para umaparte dos indivíduos de uma população. Por extensão, diz-se 
ensurada, uma amostra 
ujasobservações da variável de interesse são 
onhe
idas para alguns indivíduos e des
onhe
idaspara os restantes.A distinção entre distribuição trun
ada à esquerda e distribuição 
ensuradaà esquerda surge do fato que, na primeira, toda informação disponível está 
on�nada aointervalo (ξ,∞) e no segundo, há um limite 
onhe
ido para a variável no intervalo (0, ξ],permitindo a 
onsideração do intervalo 
ompleto (0,∞). O ponto de trun
amento ou de
ensura ξ pode ser 
onsiderado, nesse 
aso, 
omo um parâmetro a ser estimado, 
onsideradoantes 
omo 
onhe
ido.Considere um 
onjunto de dados que tem n0 observações 
ensuradas (registradas
omo zero), e n1 observações 
om valores 
onhe
idos. Então, a função de verossimilhançapara as n = n0 + n1 observações de uma variável aleatória X 
om 
om função densidade deprobabilidade fX(xi; θ) é, segundo Kendall e Stuart (1977 apud WILKS, 1990) ,
L(θ) =

n0∏

j=1

FX(ξ; θ)
n1∏

i=1

fX(xi; θ),sendo
FX(ξ; θ) = Pr(X ≤ ξ) =

∫ ξ

0

fX(x; θ)dx,a função de distribuição a
umulada da variável aleatória X .Como 
aso parti
ular, frequentemente é 
itada na literatura a distribuição log-normal 
ensurada. Nesse 
aso, diz-se que uma variável X tem distribuição lognormal 
en-surada 
om ponto de 
ensura ξ se perten
e à 
lasse de variáveis 
om
Pr(X ≤ x) =





FX(ξ;µ, σ
2), se x < ξ;

FX(x;µ, σ
2), se x ≥ ξ,
om FX(x;µ, σ

2) de�nida por
FX(x;µ, σ

2) =

∫ x

0

1

tσ
√
2π

exp

{
− 1

2σ2

[
log(t)− µ

]2
}

dtMomentos dessa distribuição são inde�nidos desde que a distribuição não estejade�nida pre
isamente para todo x ≤ ξ. Por outro lado, o quantil ξq de ordem q ≥ FX(ξ;µ, σ
2)



23pode ser en
ontrado e é o mesmo que para distribuição não 
ensurada, dado por
ξq = exp{µ+ νqσ},sendo νq o quantil de ordem q da normal padronizada N(0, 1).Considere uma distribuição Λ(µ, σ2) 
ensurada em ξ e uma amostra de tamanho

n sendo n1 observações menores ou iguais a ξ, 
ujos valores exatos são des
onhe
idos, e n2observações {x1, . . . , xn2} maiores do que ξ. A função de verossimilhança da amostra é, então,dada por
L(ξ, µ, σ2) =

(
n

n1

)[
FX(ξ;µ, σ

2)
]n1

n2∏

i=1

1

xiσ
√
2π

exp

{
− 1

2σ2

[
log(xi)− µ

]2
}e o logaritmo da função de verossimilhança pode ser es
rito 
omo

ℓ = ℓ(ξ, µ, σ2) ∝ n1 log Φ(ζ)−
n

2
log σ2 − 1

2σ2

n2∑

i=1

(yi − µ)2,em que, yi = log xi, i = 1, . . . , n2, ζ = (ν − µ)/σ, ν = log ξ e Φ(·) denota a função dedistribuição normal padronizada, 
om derivadas de primeira ordem, em relação a µ e σ2,dadas por
∂ℓ

∂µ
= −n1

σ

Φ′(ζ)

Φ(ζ)
+

1

σ2

n2∑

i=1

(yi − µ) (5)e
∂ℓ

∂σ2
= −n1ζ

2σ2

Φ′(ζ)

Φ(ζ)
− n2

2σ2
+

1

2σ4

n2∑

i=1

(yi − µ)2 (6)em que Φ′(ζ) é a derivada de primeira ordem de Φ(ζ).Segundo Ait
hison e Brown (1963, p. 90) e Owen e DeRouen (1980), os esti-madores máxima da função de verossimilhança para µ e σ dados por m e s, respe
tivamente,podem ser obtidos, pelas seguintes equações
s = g(h, z)

1

n2s

n2∑

i=1

(yi − ν)e
m = ν − zs,



24sendo z =
ν −m

s
, h =

n1

n
e g(h, z) =

[(
h

1− h

)
Φ′(z)

Φ(z)
− z

]−1.Uma outra forma de maximizar a função de verossimilhança é pelo método deNewton-Raphson. Para esse método, entretanto, além das derivadas de 1a ordem (5) e (6),são ne
essárias as derivadas de 2a ordem, apresentadas a seguir
∂2ℓ

∂µ2
= −n1

σ2

Φ′(ζ)

Φ(ζ)

[
ζ +

Φ′(ζ)

Φ(ζ)

]
− n2

σ2
,

∂2ℓ

∂(σ2)2
= −n1ζ

2σ4

Φ′(ζ)

Φ(ζ)

{
−1+

1

2

[
−1+ ζ

(
ζ +

Φ′(ζ)

Φ(ζ)

)]}
+

n2

2σ4
− 1

σ6

n2∑

i=1

(yi−µ)2,e
∂2ℓ

∂σ2∂µ
= − n1

2σ3

Φ′(ζ)

Φ(ζ)

[
−1 + ζ

(
ζ +

Φ′(ζ)

Φ(ζ)

)]
− 1

σ4

n2∑

i=1

(yi − µ).2.1.3 Mistura de distribuiçõesMood, Graybill e Boes (1974, p.122) e Ross (1997, p. 501) de�nem distribuiçãomistura da seguinte forma: se fX0(·), fX1(·), . . . , fXn
(·), . . . é uma sequên
ia de funções den-sidade de probabilidade, podendo ou não depender dos parâmetros, e p0, p1, . . . , pn, . . . umasequên
ia de parâmetros satisfazendo pj ≥ 0 e ∑∞

j=1 pj = 1 então,
gX(x) =

∞∑

j=1

pjfXj
(x)é uma função de densidade denominada distribuição mistura ou distribuição de 
ontágio.Esse tipo de distribuição pode o
orrer quando amostras de uma população sãoretiradas de grupos diferentes. Assim, se for 
onsiderada uma amostra de dois grupos dife-rentes da mesma população, sendo um grupo 
om função de distribuição HX1 e outro 
omfunção de distribuição HX2, ter-se-á a função de distribuição de X dada por

HX(x) = pHX1(x) + (1− p)HX2(x),
om 0 < p < 1.Considerando uma variável aleatória X in�a
ionada de zeros, a função de den-sidade obtida por mistura de distribuições, de a
ordo 
om M
La
hlan e Peel (2000, p. 159),



25pode ser expressa por
fX(x; p, θ) = pI{0}(x) + (1− p)I(0,∞)(x)gX(x; θ), (7)para 0 ≤ x < ∞, sendo 0 < p < 1 e gX(x; θ) uma função de densidade 
om vetor deparâmetros θ 
om função de distribuição a
umulada GX(x; θ) e I(x) a função indi
adora.Nesse 
aso, gX(x; θ) poderia ser 
onsiderada adequada às observações, 
aso não houvessein�ação de observações iguais a zero. Nesse 
ontexto, p é o parâmetro que 
ara
teriza onúmero de zeros que ex
ede o número de zeros preditos por gX(x; θ).Considerando uma amostra aleatória de tamanho n da variável X , 
om n0observações iguais a zero e n1 observações diferentes de zero, ou seja, n = n0 + n1, então afunção de verossimilhança, 
om base em (7), pode ser es
rita 
omo

L(p, θ) =

[
p+ (1− p)GX(0; θ)

]n0

(1− p)n1

∏

i:xi>0

gX(xi; θ).Nesse 
ontexto, são apresentadas a seguir, as distribuições: distribuição-∆ in-troduzida por Ait
hison (1955); distribuição-∆modi�
ada proposta por Kahn e Rubin (1989)e distribuição gama 
omposta, bem 
omo alguns detalhes da estimação dos seus parâmetros.Distribuição-∆Seja X uma variável aleatória de uma população 
uja proporção de valoresiguais a zero é representada por δ e a distribuição dos valores diferentes de zero é lognormal,
Λ(µ, σ2), isto é,

Pr(X ≤ x) =





0 , se x < 0;
δ , se x = 0;

δ + (1− δ)FX(x;µ, σ
2) , se x > 0.A distribuição de X é denotada por ∆(δ, µ, σ2) e tem k-ésimo momento dadopor,

E(Xk) =

∫ ∞

0

xk(1− δ)dFX(x) = (1− δ)

∫ ∞

0

xkdFX(x)

= (1− δ)

∫ ∞

−∞

ekydFY (y) = (1− δ)ekµ+
1
2
k2σ2



26 Logo, os momentos de primeira e segunda ordem de X em torno da média são,respe
tivamente,
κ = E(X) = (1− δ) exp

{
µ+

σ2

2

}
;e

ν2 = Var(X) = E(X2)− [E(X)]2

= (1− δ)
[
exp

{
2µ+ 2σ2

}
− (1− δ) exp

{
2µ+ σ2

}]

= (1− δ) exp
{
2µ+ σ2

}[
exp

{
σ2
}
− (1− δ)

]
.Considerando uma amostra de n observações sendo, n0 valores iguais a zero e

n− n0 = n1 diferentes de zero, a função de verossimilhança para a distribuição ∆ será,
L(δ, µ, σ2) =

(
n

n0

)
δn0

[
(1− δ)

d

dx
FX(x;µ, σ

2)

]n−n0

=

(
n

n0

)
δn0

[
(1− δ)

d

dx
FX(x;µ, σ

2)

]n1

.Fazendo y = log(x), tem-se que
L(δ, µ, σ2) =

(
n

n0

)
δn0(1− δ)n1

n1∏

i=1

d

dyi
FY (yi|µ, σ2)

=

(
n

n0

)
δn0(1− δ)n1

1

(σ
√
2π)n1

exp

{
− 1

2σ2

n1∑

i=1

(yi − µ)2
}
,Nesse 
aso, têm-se duas distribuições independentes, uma binomial 
om parâ-metros n e δ e outra N(µ, σ2). Logo, n0

n
, y, s2 são estimadores 
onjuntamente su�
ientes enão vi
iados de δ, µ, σ2, respe
tivamente.Distribuição-∆ modi�
adaA distribuição-∆ modi�
ada ou distribuição ∆-lognormal é uma modi�
açãopor Kahn and Rubin (1989) da distribuição-∆ de modo a in
orporar múltiplos limites dedete
ção para modelagem da 
on
entração de poluentes em água, provenientes de des
argasindustriais.



27Neste, o úni
o ponto de massa lo
alizado em zero é substituído por uma dis-tribuição dis
reta 
omposta de múltiplos pontos de massa em que 
ada ponto de massa éasso
iado a um limite de dete
ção espe
í�
o da amostra e a distribuição lognormal é usadapara representar o 
onjunto de valores mensuráveis.Considere que o parâmetro δ da distribuição-∆ modela, aqui, os valores nãodete
táveis 
orrespondentes a k limites de dete
ção (D1, D2, . . . , Di, . . . , Dk) de forma que δ é asoma de probabilidades, δi, 
ada uma representando a proporção de valores não quanti�
áveisasso
iados a 
ada intervalo ]Di−1;Di] de dete
ção.Seja XD uma variável aleatória representando uma medida não dete
tada es
o-lhida aleatoriamante eDi o valor do i-ésimo limite de dete
ção em um 
onjunto de observaçõestendo função de distribuição a
umulada
Pr(XD ≤ c) =

1

δ

∑

i:Di≤c

δi, (8)sendo c > 0, de forma que (8) é a parte dis
reta da distribuição distribuição-∆ modi�
ada.Assim, a esperança e a variân
ia da variável dis
reta XD pode ser 
al
ulada usando-se, re-spe
tivamente,
E(XD) =

1

δ

k∑

l=1

δlDlVar(XD) =
1

δ

k∑

l=1

δl(Dl − E(XD))
2.Considere, agora, a distribuição de probabilidade a
umulada da porção 
ontínuada distribuição-∆ modi�
ada dada por P (XC ≤ c) = FX(c|µ, σ2), sendo XC a variávelaleatória 
om distribuição lognormal que representa os valores mensuráveis. Com esperançae variân
ia dadas, respe
tivamente, pelas expressões (3) e (4).A variável aleatória U 
om distribuição-∆ modi�
ada pode ser então expressa
omo a 
ombinação de três variáveis aleatórias independentes da seguinte forma,

U = IUXD + (1− IU)XCsendo IU = I(0;Dk ](u). Usando uma soma ponderada, a função de distribuição a
umulada daporção dis
reta da distribuição (8), pode ser 
ombinada 
om a função da porção 
ontínua



28para obter a distribuição de probabilidade a
umulada global da distribuição-∆ modi�
ada
omo segue,
Pr(U ≤ c) =

∑

i:Di≤c

δi + (1− δ)FX(c;µ, σ
2)I(0;Dk](u)sendo Di o valor do i-ésimo limite de dete
ção espe
i�
ado. Logo, a esperança da variávelaleatória U pode ser obtida 
omo uma soma ponderada dos valores esperados das porçõesdis
reta e 
ontínua, isto é,

E(U) = δE(XD) + (1− δ)E(XC). (9)De forma similar, o valor esperado de U2 pode ser obtido 
omo a soma ponde-rada dos valores esperados dos quadrados das porções dis
reta e 
ontínua 
omo segue
E(U2) = δE(X2

D) + (1− δ)E(X2
C). (10)Logo, usando as equações (9) e (10), a variân
ia de U pode ser obtida pelaexpressãoVar(U) = E(U2)− [E(U)]2

= δ
{Var(XD) + [E(XD)]

2
}
+ (1− δ)

{Var(XC) + [E(XC)]
2
}
− [E(U)]2.Distribuição gama 
ompostaConsidere uma variável aleatória dis
reta N , denotando o número de vezes queum evento o
orre em um intervalo, 
om distribuição de Poisson 
om parâmetro λ. Assuma queo i-ésimo evento resulta em uma quantidade Ri, i = 1, . . . , n, e que 
ada Ri ∼ Gama(α, β),ou seja, Ri tem distribuição gama 
om parâmetros α de forma e β de es
ala 
om média αβ evariân
ia αβ2.Seja X = R1 +R2 + . . .+Rn, então no 
aso da quantidade total observada serigual a zero, isto signi�
a que nenhum evento o
orreu, ou seja, Pr(X = 0) = e−λ.Além disso, da Poisson, segue que a probabilidade de exatamente k eventoso
orrerem é

Pr(N = k) =
λke−λ

Γ(k + 1)
.Se 
ada termo Ri que 
ompõe o total X é modelado pela distribuiçãoGama(α, β), então segue, da aditividade natural da distribuição gama, que a distribuição



29do total X , 
omposto por k termos, tem distribuição Gama(kα, β). Combinando as duaspartes surge a distribuição gama 
omposta, dada por
fn(x) =





e−λ , se x = 0,
n∑

k=1

λke−λ

Γ(k + 1)

xkα−1e−
x
β

βkαΓ(kα)
, se x > 0

(11)sendo α o parâmetro de forma, β o parâmetro de es
ala, λ o número esperado de eventos e no número total de eventos (n → ∞).Os três primeiros momentos de X , por sua vez, são, repe
tivamente,
E(X) = λαβ,

E(X2) = [(λ2 + λ)α2 + λα]β2e
E(X3) = [(λ3 + 3λ2 + λ)α3 + (λ2 + λ)α2 + 2λα]β3.Seja {x1, x2, . . . , xn} uma amostra aleatória de X de tamanho n. Logo, a funçãode verossimilhança da distribuição gama 
omposta (11), pode ser es
rita 
omo

L(λ, α, β) =
∏

i∈A

e−λ
∏

i∈B

n∑

k=1

λke−λxkα−1
i e−

xi
β

Γ(k + 1)βkαΓ(kα)em que A = {i : xi = 0} possui n0 elementos, B = {i : xi 6= 0} possui n1 elementos, e ologaritmo da função de verossimilhança é
l(λ, α, β) = logL(λ, α, β) = −

∑

i∈A

λ+
∑

i∈B

log

{ n∑

k=1

λke−λxkα−1
i e−

xi
β

Γ(k + 1)βkαΓ(kα)

}

= −n0λ+
∑

i∈B

log

{
e−λe−

xi
β

n∑

k=1

λkxkα−1
i

Γ(k + 1)βkαΓ(kα)

}

= −n0λ+
∑

i∈B

{
−λ− xi

β
+ log

n∑

k=1

λkxkα−1
i

Γ(k + 1)βkαΓ(kα)

}

= −n0λ− n1λ− 1

β

∑

i∈B

xi +
∑

i∈B

{
log

n∑

k=1

λkxkα−1
i

Γ(k + 1)βkαΓ(kα)︸ ︷︷ ︸
I

}
.(12)



30 Para evitar problemas de 
ál
ulo envolvendo o termo I na equação (12), pode-serees
revê-lo da seguinte forma
I = exp

{
k log λ+ (kα− 1) log xi − log Γ(k + 1)− kα log β − log Γ(kα)

}
.Uma forma de obter os estimadores de λ, α e β pelo método de máximaverossimilhança, é fazer uma reparametrização da distribuição gama 
omposta para a famíliaTweedie e estimar os três parâmetros que determinam a família. Essa idéia, apresentadaem Dunn e Smyth (2002), foi implementada por Dunn (2007) no programa estatísti
o R (RDEVELOPMENT CORE TEAM, 2008) para obtenção das estimativas dos parâmetros.



313 MATERIAL E MÉTODO3.1 MaterialCom a �nalidade de se avaliarem os estimadores propostos na metodologia serão
onsiderados ini
ialmente dados gerados por meio de simulação, em seguida serão utilizadosdados de medidas de 
ontaminação 
om a�atoxina B1 observadas em grãos de milho obtidasno Laboratório de Mi
otoxinas do Departamento de Agroindústria, Alimentos e Nutrição daESALQ/USP 
uja des
rição é pormenorizada a seguir.Para obtenção dos mesmos foram retiradas 16 amostras de 
ada lote de milho,
onstituído da 
arga de um 
aminhão, tomado aleatoriamente, dentre os que abaste
eram um
onsumidor industrial do interior de São Paulo. A 
oleta da amostras foi realizada segundo
ritérios adotados pela indústria re
eptora do milho, sendo que 
ada uma é 
omposta porgrãos de milho retirados de 11 pontos diferentes do lote, 
onforme o 
roqui apresentado naFigura 1, que tem por �nalidade garantir que os diferentes pontos do lote sejam amostrados,servindo de guia para o en
arregado de 
oletar as amostras.
⊗

⊗

⊗

⊗

⊗

⊗

⊗

⊗

⊗

⊗

⊗

Figura 1 � Croqui para introdução da sonda na 
arga do 
aminhão em 11 pontos de onde devem serretirados os grãos para 
ompor a amostra
Nas Figuras 2 (a) e (b) são apresentadas a sonda para extração das amostras eo operador utilizando-a para a retirada de uma amostra, respe
tivamente. Convém salientarque a sonda é introduzida até atingir o fundo da 
arro
eria do 
aminhão a�m de que os grãosque se en
ontram na parte inferior da 
arga tenham a mesma 
han
e de estar presentes naamostra que os grãos da superfí
ie do lote.



32a) b)

Figura 2 � Sonda para 
oleta da amostra (a) e operador retirando amostra (b)

Figura 3 � Es
ada de torre para homogeneização e partição da amostraA 
ada perfuração o 
onteúdo de aproximadamente 1 kg de milho 
oletado pelasonda foi armazenado em um 
ompartimento do equipamento, favore
endo a homogeneizaçãoda amostra. Após a 
oleta, o milho passou por uma es
ada de torre 
onstituída por umasequên
ia de divisores de amostra do tipo 
analetas invertidas 
om quilhas verti
ais no inte-rior, 
uja foto é apresentada na Figura 3. Este equipamento tem por função homogeneizar



33a amostra e fazer uma partição da mesma, saindo, por um dos tubos de saída, aproximada-mente 25% dos grãos e pelo outro, os 75% restantes. Uma vez que para 
ada lote foramrealizados 11 introduções da saída, foram retiradas de 
ada 
aminhão aproximadamente 11kg, separados em duas porções, uma 
om 2,75 kg e a restante 
om 8,25 kg. Este pro
esso foirepetido 16 vezes para 
ada 
aminhão.A 
ada amostragem, foi retirado 1 kg da porção menor de milho, 
ompondo nototal 16 amostras de 1 kg 
ada e que, posteriormente, seguiram os pro
edimentos apresentadosnas rami�
ações B e C do �uxograma da Figura 4. Da porção maior, por outro lado, foramretirados 5 kg em 
ada amostragem, totalizando 16 amostras de 5 kg 
ada, que seguiram ospro
edimentos a rami�
ação A do �uxograma apresentado na mesma �gura.LoteA B C16 amostras (5kg) 16 amostras (1kg)Trituração Fração normal Fração dani�
adaPesagem PesagemMoagem Moagem MoagemRetirada daamostra análiti
a Retirada daamostra análiti
a Retirada daamostra análiti
aExtração Extração ExtraçãoResultado Resultado Resultado

? ?

? ? ?

?

? ?

? ?

? ? ?

? ? ?

? ? ?Figura 4 � Fluxograma de preparo das amostras do estudoAs 16 amostras que seguiram as etapas des
ritas na rami�
ação A, foram en-tão trituradas e moídas no moinho subamostrador, modelo RAS MILL SUB SAMPLING,ilustrado na Figura 5 a), que ao mesmo tempo tritura e subamostra o material da amostra.Em seguida, de modo a adequar a granulometria do material ao pro
edimento de extração da



34a�atoxina, aproximadamente 10% de 
ada amostra triturada de 5 kg, foi moída num moinhodo tipo martelo, apresentado na Figura 5 b). Finalmente, de 
ada uma dessas 16 amostrasfoi retirada uma amostra analíti
a de 25 g.
a) b)

Figura 5 � Moinho amostrador modelo RAS MILL SUB SAMPLING (a) utilizado para trituração esubamostragem e moinho do tipo martelo 
om peneiras de 
rivos 
ir
ulares de diâmetro0,85 mm (b) utilizado para moagem
Para a realização dos pro
edimentos apresentados nas rami�
ações B e C do�uxograma da Figura 4, houve, ini
ialmente, a separação dos grãos dani�
ados dos normais,realizada por operadoras treinadas, 
om base em 
ara
terísti
as visuais dos mesmos, 
omoilustra a Figura 6. Dentre os grãos dani�
ados, 
onvém observar que estão in
luídos os grãosardidos, fermentados, quebrados, brotados ou ata
ados por insetos, 
onforme foto ilustrativaapresentada na Figura 7 (b).
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Figura 6 � Operadoras separando os grãos dani�
ados dos normais
a) b)

Figura 7 � Grãos normais (a) e grãos dani�
ados (b) após a separação por operadoras treinadasAs frações foram então, separadamente, pesadas e integralmente moídas em ummoinho do tipo martelo 
om peneiras de 
rivos 
ir
ulares de diâmetro de 0,85 mm (Figura 5b). De 
ada fração foi retirada em seguida uma amostra analíti
a de 25 g.Finalmente todas as amostras analíti
as passaram por um pro
esso de extraçãoem uma mistura de solventes 
omposta por 135 ml de metanol e 15 ml de uma soluçãoaquosa de 
loreto de potássio a 4%, seguido de �ltragem. Para dete
ção e quanti�
ação dasa�atoxinas foi empregada, então, a 
romatogra�a líquida de alta e�
iên
ia, 
om dete
tor de�uores
ên
ia e 
oluna 
romatográ�
a de fase reversa, equipamento apresentado na Figura 8.



36

Figura 8 � Cromatográfo para 
romatogra�a líquida de alta e�
iên
ia 
om dete
tor de �uores
ên
iae 
oluna 
romatográ�
a de fase reversa utilizado para dete
tar e quanti�
ar a�atoxinasApós a 
alibração dos resultados da 
romatogra�a por meio de 
urvas de re-gressão, as observações foram 
odi�
adas, em três 
lasses: menores do que o limite ξ = 0,11de dete
ção, 
odi�
ados 
omo ND (não dete
tado); entre o limite ξ = 0,11 de dete
ção e olimite de quanti�
ação τ = 2ξ = 0,22, representados por NQ (não quanti�
ado) e maiores doque o limite τ = 0,22, quanti�
ados de forma 
ontínua. Os resultados obtidos para um doslotes, segundo os pro
edimentos relatados até aqui, são apresentados na Tabela 2 .



37Tabela 2 � Medidas de 
ontaminação de a�atoxina B1, em ppb, de 16 amostras extraídas de um lotede milho Rami�
açõesAmostra A B C1 2,79 ND ND2 1,17 ND ND3 ND ND ND4 ND ND ND5 ND ND ND6 3,70 ND ND7 ND ND ND8 0,25 ND 2,249 0,47 ND 0,2910 8,19 0,25 0,6011 2,08 ND ND12 ND ND 0,4413 0,52 ND ND14 ND 0,53 ND15 NQ ND 0,5916 1,22 0,55 NQNota: ND: não dete
tados, valores menores que ξ = 0,11NQ: não quanti�
ados, valores perten
entes ao intervalo [ξ, τ ] = [0,11, 0,22] .
3.2 MétodoComo apresentado na revisão de literatura, o problema 
om ex
esso de zeros jápode ser 
ontornado. Porém, as metodologias utilizadas não fazem distinção entre observaçõesde valores iguais a zero 
om valores 
ensurados ou provenientes de um intervalo em que sãoidenti�
ados, mas não quanti�
ados. Dessa forma, a proposta é desenvolver um modelo demistura que 
ontemple essas observações.



383.2.1 Modelo geral de mistura e estimaçãoConforme o apresentado na seção 2.1.3 e 
onsiderando uma variável aleatória
Y in�a
ionada de zeros, a função de densidade de probabilidade a
umulada é expressa por

FY (y; δ, θ) = δI{0}(y) + (1− δ)I(0,∞)(y)GY (y; θ), (13)para 0 ≤ y < ∞, sendo δ uma 
onstante tal que 0 < δ < 1 e GY (y; θ) uma função dedistribuição a
umulada 
om vetor de parâmetros θ. Nesse 
aso, 
onsiderando que, 
aso nãohouvesse in�ação de observações iguais a zero, GY (y; θ) poderia ser 
onsiderada adequada àsobservações. O parâmetro δ 
ara
teriza a proporção popula
ional de zeros não preditos por
GY (y; θ) e a função de densidade de probabilidade 
om respeito à distribuição de mistura(13) é

fY (y; δ, θ) =





δ, se y = 0

(1− δ)gY (y; θ), se y > 0
(14)em que gY (y; θ) é a função de densidade 
om respeito a GY (y; θ). Logo, o k-ésimo momentode Y é dado por

µ′
k = E(Y k) =

∫ ∞

0

ykfY (y; δ, θ)dy

= 0kδ +

∫ ∞

0

yk(1− δ)gY (y; θ)dy

= (1− δ)

∫ ∞

0

ykgY (y; θ)dy = (1− δ)EgY (y;θ)(Y
k)

(15)
e, desta forma, a esperança e variân
ia são, respe
tivamente,

E(Y ) =
(
1− δ

)
µg, (16)e Var(Y ) =

(
1− δ

)(
µ2
gδ + σ2

g

)
,sendo µg = EgY (y;θ)(Y ) e σ2

g = E2
gY (y;θ)(Y ) −

[
EgY (y;θ)(Y )

]2, respe
tivamente, a esperança evariân
ia de Y segundo a função de densidade gY (y; θ).Considere agora uma variável aleatória Y 
om função de densidade (14), porém
om problemas de ser observada, isto é, o aparelho usado para obter o valor possui limites dedete
ção e de quanti�
ação, ξ e τ . Nesse 
aso, o equipamento: a
usa ausên
ia da substân
ia



39quando esta existe mas está abaixo de ξ; apenas dete
ta a presença da substân
ia paraquantidades entre ξ e τ ; ou de quanti�
a de forma 
ontínua quantidades a
ima de τ . Destaforma, Y pode ser 
onsiderada uma variável 
om 
ensura à esquerda de ξ e intervalar entre
ξ e τ . Considere, ainda, as observações de uma amostra aleatória de Y de tamanho
n, dada por {y1, y2, . . . , yn}. Nesse 
aso, a função de verossimilhança é, segundo, Day et al.(1984 apud COX e OAKES, 2000), dada por

L(δ, θ) =
∏

i:yi<ξ

FY (ξ; δ, θ)
∏

i:ξ≤yi≤τ

[
FY (τ ; δ, θ)− FY (ξ; δ, θ)

] ∏

i:yi>τ

fY (yi; δ, θ) (17)e 
onsiderando-se a expressão apresentada em (13), a expressão (17) pode ser rees
rita daseguinte forma
L(δ, θ) = [δ + (1− δ)G(ξ; θ)]n0(1− δ)n1

[
G(τ ; θ)−G(ξ; θ)

]n1(1− δ)n2
∏

i:yi>τ

gY (yi; θ)

= [δ + (1− δ)G(ξ; θ)]n0
[
G(τ ; θ)−G(ξ; θ)

]n1(1− δ)n1+n2
∏

i:yi>τ

gY (yi; θ) (18)sendo n0 o número de observações menores do que ξ, n1 o número de observações perten
entesao intervalo [ξ, τ ] e n2 o número de observações maiores que τ . Logo, tem-se que o logaritmoda função de verossimilhança (18) é
l(δ, θ) =n0 log[δ + (1− δ)G(ξ; θ)] + n1 log

[
G(τ ; θ)−G(ξ; θ)

]

+ (n1 + n2) log(1− δ) +
∑

i:yi>τ

log[gY (yi; θ)].
(19)Os estimadores de máxima verossimilhança (EMV) de δ e θ podem ser, então,obtidos por meio da solução do sistema de equações gerado igualando-se a zero as derivadasde primeira ordem da função (19) em relação a δ e θ, dadas por:

∂l(δ, θ)

∂δ
=

n0 − n0G(ξ; θ)

δ + (1− δ)G(ξ; θ)
− n1 + n2

1− δ
(20)e

∂l(δ, θ)

∂θj
=

n0(1− δ)G′(ξ; θj)

δ + (1− δ)G(ξ; θ)
+

n1[G
′(τ ; θj)−G′(ξ; θj)]

G(τ ; θ)−G(ξ; θ)
+
∑

i:yi>τ

g′(yi; θj)

gY (yi; θ)
, (21)



40sendo ∂G(·; θ)
∂θj

= G′(·; θj) e ∂g(·; θ)
∂θj

= g′(·; θj), 
om j = 1, 2, . . . , p.Assim, resolvendo-se a equação obtida igualando-se (20) a zero obtém-se o es-timador de máxima verossilhança (EMV) de δ dado θ,
δ̂(θ) =

n0 − nG(ξ; θ)

n[1 −G(ξ; θ)]
. (22)Substituindo-se δ por δ̂ em (21) e igualando-a a zero, obtém-se o sistema de equações





(n− n0)G
′(ξ; θ1)

1−G(ξ; θ)
+

n1[G
′(τ ; θ1)−G′(ξ; θ1)]

G(τ ; θ)−G(ξ; θ)
+
∑

i:yi>τ

g′(yi; θ1)

gY (yi; θ)
= 0.

(n− n0)G
′(ξ; θ2)

1−G(ξ; θ)
+

n1[G
′(τ ; θ2)−G′(ξ; θ2)]

G(τ ; θ)−G(ξ; θ)
+
∑

i:yi>τ

g′(yi; θ2)

gY (yi; θ)
= 0....

(n− n0)G
′(ξ; θp)

1−G(ξ; θ)
+

n1[G
′(τ ; θp)−G′(ξ; θp)]

G(τ ; θ)−G(ξ; θ)
+
∑

i:yi>τ

g′(yi; θp)

gY (yi; θ)
= 0.

(23)
O vetor solução θ̂, do sistema de equações não lineares (23), será, então, o vetorde estimadores de máxima verossimilhança de θ e pelo prin
ípio de invariân
ia, fazendo θ = θ̂,em (22) obtém-se, o estimador de máxima verossimilhança δ̂ de δ dado por:

δ̂(θ̂) =
n0 − nG(ξ; θ̂)

n[1 −G(ξ; θ̂)]
. (24)Convém observar que o sistema de equações (23) não possui solução analíti
a,sendo ne
essário re
orrer a métodos numéri
os 
omo de Newton-Raphson para solu
ioná-lo.Seguindo esse método, parte-se de valores ini
iais δ(0) e θ(0) para δ e θ e os novos valores, δ(1)e θ(1), serão:




δ(1)

θ
(1)
1...
θ
(1)
p



=




δ(0)

θ
(0)
1...
θ
(0)
p



−




∂2l(δ,θ)
∂δ2

∂2l(δ,θ)
∂δ∂θ1

. . . ∂2l(δ,θ)
∂δ∂θp

∂2l(δ,θ)
∂θ1∂δ

∂2l(δ,θ)

∂θ21
. . . ∂2l(δ,θ)

∂θ1∂θp... ... . . . ...
∂2l(δ,θ)
∂θp∂δ

∂2l(δ,θ)
∂θp∂θ1

. . . ∂2l(δ,θ)
∂θ2p




−1

δ = δ(0)

θ = θ(0)




∂l(δ,θ)
∂δ

∂l(δ,θ)
∂θ1...

∂l(δ,θ)
∂θp




δ = δ(0)

θ = θ(0)

(25)



41sendo:
∂2l(δ, θ)

∂δ2
=− n0(1−G(ξ; θ))2

[δ + (1− δ)G(ξ; θ)]2
− n+ n0

(1− δ)2
,

∂2l(δ, θ)

∂δ∂θj
=− n0G

′(ξ; θj)

[δ + (1− δ)G(ξ; θ)]2
,

∂2l(δ, θ)

∂θ2j
=
n0(1− δ){G′′(ξ; θj)[δ + (1− δ)G(ξ; θ)] + (1− δ)G′(ξ; θj)

2}
[δ + (1− δ)G(ξ; θ)]2

+ n1

{
[G′′(τ ; θj)−G′′(ξ; θj)][G(τ ; θ)−G(ξ; θ)]− [G′(τ ; θj)−G′(ξ; θj)]

2

[G(τ ; θ)−G(ξ; θ)]2

}

+
∑

i:yi>τ

g′′(yi; θj)gY (yi; θ)− g′(yi; θj)
2

gY (yi; θ)2
,e

∂2l(δ, θ)

∂θj∂θk
=
n0(1− δ){G′′(ξ; θj, θk)[δ + (1− δ)G(ξ; θ)] + (1− δ)G′(ξ; θj)G

′(ξ; θk)}
[δ + (1− δ)G(ξ; θ)]2

+ n1

{
[G′′(τ ; θj , θk)−G′′(ξ; θj, θk)][G(τ ; θ)−G(ξ; θ)]

[G(τ ; θ)−G(ξ; θ)]2

}
−

−
{
[G′(τ ; θj)−G′(ξ; θj)][G

′(τ ; θk)−G′(ξ; θk)]

[G(τ ; θ)−G(ξ; θ)]2

}

∑

i:yi>τ

g′′(yi; θj , θk)gY (yi; θ)− g′(yi; θj)g
′(yi; θk)

gY (yi; θ)2
,
om j = 1, 2, . . . , p e k = 1, 2, . . . , p. Em seguida, 
onsidera-se δ(0) = δ(1) e θ(0) = θ(1) em(25) obtendo-se novos valores para δ(1) e θ(1). Repete-se o pro
edimento até que δ(1) ∼= δ(0)e θ(1) ∼= θ(0) ressaltando que os parâmetros a serem estimados pela solução da equação (23),referem-se à distribuição adotada para modelar a parte 
ontínua da mistura.Por outro lado, 
onsiderando δ = δ̂(θ), em (19) o logaritmo da função de



42verossimilhança é
l∗(θ) = l(δ̂(θ), θ)

= n0 log

(
n0

n

)
+ n1 log

[
G(τ ; θ)−G(ξ; θ)

]

+ (n1 + n2) log

(
n− n0

n[1−G(ξ; θ)]

)
+
∑

i∈Q

log[gY (yi; θ)]

= n0 log

(
n0

n

)
+ n1 log

[
G(τ ; θ)−G(ξ; θ)

]

+ (n1 + n2) log

(
n1 + n2

n[1−G(ξ; θ)]

)
+
∑

i:yi>τ

log[gY (yi; θ)], (26)ou ainda,
l∗(θ) ∝ n1 log

[
G(τ ; θ)−G(ξ; θ)

]
− (n1 + n2) log

[
1−G(ξ; θ)

]
+
∑

i:yi>τ

log[gY (yi; θ)]. (27)Segundo Cordeiro (1999, p. 116), os máximos de l∗(θ) e l(δ, θ) 
oin
idem e asestimativas de máxima verossimilhança per�ladas δ̂(θ) e θ são iguais às estimativas usuaisde EMV. Assim, derivando-se (26) em relação aos parâmetros em θ, obtém-se o sistema deequações não lineares (23), 
ujo vetor solução θ pode ser obtido pelo método de Newton-Raphson 
om sistema de equações re
ursivas dadas por



θ
(1)
1...
θ
(1)
p


 =




θ
(0)
1...
θ
(0)
p


−

[
J(θ(0))

]−1




∂l(δ,θ)
∂θ1...

∂l(δ,θ)
∂θp



θ=θ

(0)

(28)sendo
J(θ(0)) =




∂2l(δ,θ)

∂θ21
. . . ∂2l(δ,θ)

∂θ1∂θp... . . . ...
∂2l(δ,θ)
∂θp∂θ1

. . . ∂2l(δ,θ)
∂θ2p



θ=θ

(0)a matriz de informação de Fisher observada.Como pode ser notado a partir do estimador de δ, equação (22), vetores derealizações de Y podem levar a n0 < nG(ξ; θ) obtendo-se, dessa forma, estimativas negativaspara δ e portanto, fora do espaço paramétri
o. Problema 
omo este também foi en
ontradoe dis
utido por Taylor et al. (2001) que sugeriram, para solu
ioná-lo, uma maximização 
omrestrição ao espaço paramétri
o.



433.2.2 Teste do modelo de mistura
Quando δ = 0, inferên
ias feitas 
om estimativas obtidas por meio de máximaverossimilhança de um modelo de mistura podem ser menos e�
ientes que as estimativasobtidas pela maximização de um modelo que envolve somente 
ensura. No 
aso, tem-se que

δ̂ é limitado superiormente por n0

n
, mas é estimado menor do que zero nos 
asos em que

n0 < nG(ξ; θ), sugerindo que o modelo de mistura talvez não seja é apropriado para osdados. Uma forma de evitar estimativas negativas é impor o espaço paramétri
o [0, 1]para δ, 
omo restrição durante as estimações, o que, no entanto, pode levar a estimativasnulas para δ em alguns 
asos. Seguindo as idéias apresentadas, num estudo 
om misturade uma distribuição degenerada em zero 
om uma distribuição log-normal, Taylor et al.(2001), 
on
luíram que as estimativas obtidas para os parâmetros da distribuição log Normalpermane
em as mesmas, independente de se 
onsiderar o modelo de mistura 
om restrição ouo modelo 
ensurado sem mistura. Demonstraram, ainda, que não há alteração no logaritmo dafunção de verossimilhança, porém desta
aram alterações na matriz de variân
ias e 
ovariân
iasobservada. Uma alternativa 
onsiste em testar a hipótese H0 : δ = 0 
ontra a hipótese Ha :

δ > 0 antes de de
idir entre um dos modelos. No entanto, 
onforme relatado por Molenberghse Verbeke (2007), há situações, em que o valor máximo da função de verossimilhança o
orre nafronteira do espaço paramétri
o e nestes 
asos, a distribuição nula da estatísti
a da razão deverossimilhança não 
onverge, ne
essariamente, para uma distribuição Qui-quadrado 
om 1grau de liberdade (χ2
1). Assim, seja: l(δ) o logaritmo da função de verossimilhança, suprimindoa dependên
ia dos outros parâmetros; δ̂r o estimador de δ sob restrição no espaço paramétri
o

[0, 1] e δ̂s o estimador de δ sem restrição. Relatam, então duas situações distintas, δ̂r = δ̂sou δ̂s < δ̂r = 0, que 
orrespondem respe
tivamente, aos 
asos A e B ilustrados na Figura 9.Supondo que H0 seja verdadeira, os 
asos A e B o
orrem, segundo Self e Liang (1987), 
omprobabilidade 0,5 
ada e o 
aso C 
om probabilidade nula.No 
aso A, a evidên
ia em favor de H1 pode ser então medida pela estatísti
a
lássi
a da razão de verossimilhança, dada por



44PSfrag repla
ements
l(δ)l(δ)l(δ)

δδδ

H0H0H0
HaHaHa

0 δ̂r = δ̂s δ̂s δ̂r = 0 11 1 δ̂r = δ̂s = 0(A) (B) (C)Figura 9 � Representação de três diferentes situações no teste da hipótese H0 : δ = 0 
ontra Ha :
δ > 0 , em que l(δ) representa o logaritmo da função de verossimilhança sem restrição

TRV = −2

{
max
H0

l(δ)−max
Ha

l(δ)

}
= −2

[
l(0)− l(δ̂s)

]
,
om distribuição nula assintóti
a χ2

1, de a
ordo 
om Mood, Graybill e Boes (1974).No 
aso B, entretanto, observa-se que δ̂r não forne
e evidên
ias 
ontra H0 emfavor de Ha, pois, a função de verossimilhança é maximizada em δ, lo
alizado na vizinhançade zero, respeitando o espaço paramétri
o, forne
endo TRV = 0. Assumindo-se que, sob
H0 : δ = 0, os dois 
asos o
orrem 
om probabilidades iguais a 0,5 e a distribuição nulaassintóti
a de TRV (δ) pode ser obtida de
P
(
TRV > c|H0

)
= P

(
δ̂ < 0|H0

)
P
(
TRV > c|H0, δ̂ < 0

)
+ P

(
δ̂ ≥ 0|H0

)
P
(
TRV > c|H0, δ̂ ≥ 0

)

=
1

2
P
(
χ2
0 > c

)
+

1

2
P
(
χ2
1 > c

)
. (29)sendo χ2

0 uma variável aleatória 
om distribuição qui-quadrado degenerada 
om ponto demassa 1 próximo de zero, 
omo apresentado em M
La
hlan e Peel (2000) e nomeada de�
hi-bar-squared� (qui-quadrado-barra) por Lindsay (1995). Logo, TRV é assintoti
amentedistribuída 
om distribuição de mistura 0,5χ2
0 + 0,5χ2

1, resultado demonstrado formalmente,por Self e Liang (1987) e Maller et al. (1998) 
om apli
ações dadas por Maller e Zhou (1995)e Taylor et al. (2001).



45Seguindo as idéias de Maller e Zhou (1995), será apresentado, a seguir, o pro-
edimento para testar a hipótese nula H0 : δ = 0 
ontra a hipótese Ha : δ > 0 para o modeloem questão. Considere ω̂ = (δ̂, θ̂), o vetor de estimadores de máxima verossimilhança (EMV)obtidos ajustando o modelo (14), assumindo δ̂ = 0, se a função de verossimilhança é maxi-mizada na fronteira, e ω̂H0 = (0, θ̂), o 
orrespondente EMV sob H0. Seja l(ω) o logaritmo dafunção de verossimilhança e
TRV = −2

[
l(ω̂H0)− l(ω̂)

]a estatísti
a usada para testar a hipótese H0. Então, de (29) tem-se que TRV é assintoti-
amente distribuído 
om uma mistura 50% qui-quadrado 
om 1 grau liberdade e 50% umamassa próxima de zero, ou seja,
P
(
TRV ≤ x

)
→ 1

2
+

1

2
P
(
χ2
1 ≤ x

) (30)
om n → ∞, para x ≥ 0. Logo, para um teste 
om nível de signi�
ân
ia 5% tem-se que
P
(
TRV ≤ c0,95

)
→ 1

2
+

1

2
P
(
χ2
1 ≤ c0,95

)sendo c0,95 o 95o per
entil desta distribuição, 
al
ulado da seguinte forma:
1

2
+

1

2
P
(
χ2
1 ≤ c0,95

)
= 0, 95 ⇒ P

(
χ2
1 ≤ c0,95

)
= 0, 90.Portanto c0,95 = 2, 71 e nesse 
aso, 
omo 
ritério de de
isão, rejeita-se H0 se

TRV > 2, 71 e 
onsidera-se uma forte evidên
ia de que o modelo de mistura seja adequado.Alternativamente, 
ompara-se o nível de signi�
ân
ia 
om o valor p, dado por
p = P

(
TRV > TRV cal

)
=

1

2

[
1 + P

(
χ2
1 ≤ TRV cal

)]
,sendo TRV cal a estatísti
a TRV 
onsiderando ω = ω̂.3.2.3 Identi�
abilidade do modelo de misturaQuestiona-se frequentemente a identi�
abilidade de um modelo proposto e prin-
ipalmente se é um modelo de mistura. O questionamento se dá pelo fato de que, para ummodelo 
ujos parâmetros são não identi�
áveis, pode haver um grande número de 
ombi-nações que levam ao mesmo ajuste das observações, tornando imprati
ável a estimação dosparâmetros.



46 Seja F o 
onjunto de todas as misturas de dois 
omponentes de�nidas por (13),então,
F =

{
FY (y;Ψ) :FY (y;Ψ) = δ1I{0}(y) + δ2I(0,∞)(y)gY (y; θ), δj ≥ 0, δ1 + δ2 = 1,

gY (y; θ) ∈ G, j = 1, 2

}sendo
G =

{
gY (y; θ), θ ∈ Ω, y ∈ [0,∞)

}
,uma família de funções de distribuição a
umulada. Com base em Titterington, Makov eSmith (1985, p. 36), M
La
hlan e Peel (2000, p. 26), Yakowitz e Spragins (1968) e Li, Taylore Sy (2001), a de�nição de identi�
abilidade para modelos derivados de (13) éDe�nição 3.1 (Identi�
abilidade) Seja

FY (y;Ψ) = δ1I{0}(y) + δ2I(0,∞)(y)gY (y; θ) e F ∗
Y (y;Ψ

∗) = δ∗1I{0}(y) + δ∗2I(0,∞)(y)gY (y; θ
∗)tal que Fy(·), F ∗

y (·) ∈ F . Esta 
lasse de misturas �nitas é dita ser identi�
ável para todo
Ψ ∈ Ω quando

FY (y;Ψ) ≡ F ∗
Y (y;Ψ

∗)se e somente se, δj = δ∗j , (j = 1, 2), Ψ = Ψ
∗ para todo y ∈ [0,∞).Pela de�nição 3.1, o modelo de mistura será identi�
ável se existir um úni
ovetor de estimativas dos parâmetros que de�na a distribuição dos dados observados.3.2.4 Adequação do modelo ajustadoMedidas de dis
repân
ia entre os modelos propostos FY (Y ) e a distribuiçãoa
umulada empíri
a Fn(Y ) das observações serão utilizadas para avaliar a qualidade do ajustede 
ada modelo.Dado um 
onjunto {y1, . . . , yn} de observações de uma variável aleatória Y , afunção de distribuição empíri
a de Y é de�nida 
omo

Fn(y) =
1

n

n∑

t=1

I(yt ≤ y)ou seja, é o número de observações menores ou iguais a y dividido por n.



47Uma medida simples, é o viés relativo absoluto entre FY (yi) e Fn(yi), dado por
Dif =

1

n

n∑

i=1

∣∣∣∣
FY (yi)− Fn(yi)

Fn(yi)

∣∣∣∣.Dessa forma, quanto menor o valor de Dif , mais indi
ado será o modelo ajus-tado aos dados.A seguir serão apresentados métodos mais formais para veri�
ação do ajustedo modelo baseados na distân
ia entre FY (y) e Fn(y), que serão 
hamados de estatísti
as defunção de distribuição empíri
a.Suponha Y uma variável aleatória 
om função de distribuição FY (y), e
Y1, Y2, . . . , Yn uma amostra aleatória de Y , sendo os valores Y(1), Y(2), . . . , Y(n) obtidos dasobservações, quando rearranjadas em ordem 
res
ente. Deseja-se testar as hipóteses

H0 : FY (y) = F0(y) 
ontra H1 : FY (y) 6= F0(y), (31)
onsiderando F0(y) uma função de distribuição 
onhe
ida. Nesse 
aso, de a
ordo 
om Zhang(2002), as estatísti
as Zy para testar as hipóteses são baseadas em distân
ias verti
ais entre
FY (y) e Fn(y) e são divididas em dois tipos, de�nidas por,

Z =

∫ ∞

−∞

Zy dw(y) (32)e
Zmax = sup

y∈(−∞,∞)

Zyw(y), (33)sendo w(y) uma função peso.Uma estatísti
a 
andidata para Zy é a estatísti
a χ2
y de Pearson, segundo Zhang(2002), es
rita na forma

χ2
y =

n[Fn(y)− F0(y)]
2

F0(y)[1− F0(y)]
.Com a es
olha de χ2

y para Zy e diferentes funções peso obtém-se as tradi
ionaisestatísti
as de Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises e Anderson-Darling, apresentadas,respe
tivamente, a seguir:i) Estatísti
a de Kolmogorov-Smirnov.Considerando-se w(y) = {F0(y)[1− F0(y)]}/n em (33), tem-se que
KS2 =

{
sup

y∈(−∞,∞)

|Fn(y)− F0(y)|
}2

=

{
max
1≤i≤n

[
max

(
i

n
− F0(y(i)), F0(y(i))−

i− 1

n

)]}2



48 e portanto,
KS =

∣∣∣∣max
1≤i≤n

[
max

(
i

n
− F0(y(i)), F0(y(i))−

i− 1

n

)]∣∣∣∣
onhe
ida por estatísti
a de Kolmogorov-Smirnov, que é a maior distân
ia verti
al entre
Fn(yi) e FY (yi). Intuitivamente, essa estatísti
a é 
apaz de dete
tar dis
repân
ias próx-imas ao 
entro da distribuição mas tem di�
uldade em dete
tar dis
repân
ias sutis nas
audas da distribuição.ii) Estatísti
a de Cramér-von Mises.Considerando-se dw(y) = F0(y)[1−F0(y)] dF0(y) em (32), tem-se a estatísti
a de Cramér-von Mises, dada por

W 2 = n

∫ ∞

−∞

(
Fn(y)− F0(y)

)2

dF0(y) =
1

12n
+

n∑

i=1

(
F0(y(i))−

i− 0, 5

n

)2que é 
onsiderada mais poderosa que a estatísti
a KS, mas não é a melhor para dete
tardis
repân
ias nas 
audas.iii) Estatísti
a de Anderson-Darling.Considerando-se w(y) = F0(y) em (32), tem-se a estatísti
a de Anderson-Darling dadapor:
A2 = n

∫ ∞

−∞

[Fn(y)− F0(y)]
2

F0(y)[1− F0(y)]
dF0(y)

= −n− 2

n

n∑

i=1

[(
i− 1

2

)
log[F0(y(i))] +

(
n− i+

1

2

)
log[1− F0(y(i))]que é, intuitivamente, mais e�
iente que KS2 e W 2 para a dete
ção de dis
repân
ias nas
audas da distribuição.Zhang (2002) apresenta, ainda, alternativas para KS2, W 2 e A2 que podem sermais e�
ientes que as estatísti
as tradi
ionais. Para isso o autor utiliza, 
omo 
andidata a

Zy, a estatísti
a da razão de verossimilhanças G2
y, dada por,

G2
y = 2n

[
Fn(y) log

(
Fn(y)

F0(y)

)
+

(
1− Fn(y)

)
log

(
1− Fn(y)

1− F0(y)

)]
.Considerando então Zy = G2

y, 
om funções peso apropriadas tem-se as novasestatísti
as:



49i) 
onsiderando-se w(y) = 1 em (33),
Zk = max

1≤i≤n

[(
i− 0, 5

)
log

(
i− 0, 5

nF0(y(i))

)
+
(
n− i+ 0, 5

)
log

(
n− i+ 0, 5

n
(
1− F0(y(i))

)
)]

ii) 
onsiderando-se dw(y) =

{
F0(y)[1 − F0(y)]

}−1

dF0(y) em (32), tem-se uma estatísti
aalternativa à de Cramér-von Mises, dada por
ZW =

n∑

i=1

{
log

[
F0(y(i))

−1 − 1
n−0,5
i−0,75

− 1

]}2

iii) 
onsiderando-se dw(y) = {Fn(y)[1− Fn(y)]

}−1

dFn(y) em (32), tem-se a estatísti
a
ZA = −

n∑

i=1

[
log
(
F0(y(i))

)

n− i+ 0, 5
+

log
(
1− F0(y(i))

)

i− 0, 5

]
.Apesar da similaridade entre as estatísti
as ZK , ZW e ZA 
om as tradi
ionaisestatísti
as, KS2, W 2 e A2 respe
tivamente, Zhang (2002), por meio de estudos de simulações
on
lui que as novas estatísti
as são mais poderosas.Na formulação das hipóteses (31) foi 
onsiderado que F0(Y ) era uma função dedistribuição 
onhe
ida. Entretanto, segundo D'Agostino e Stephens (1986) e Zhang (2002),se os parâmetros da distribuição F0(Y ) não são 
onhe
idos, eles devem ser substituídos porsuas estimativas. Porém, nesse 
aso estará se realizando um teste de ajuste para uma famíliade distribuições ao invés de uma distribuição espe
í�
a e 
omo resultado, as distribuiçõesamostrais das estatísti
as serão diferentes.Por serem estatísti
as baseadas na distân
ia entre Fn(Y ) e FY (Y ), a hipótese

H0 deve ser rejeitada para grandes valores das mesmas, isto é, grandes distân
ias. Entretanto,há di�
uldades em rejeitar ou não H0 
om 
erto grau de 
on�ança, pois as distribuições exatasdas estatísti
as de teste são difí
eis de serem tratadas e de�nidas, haja visto que diferem paradiferentes distribuições 
olo
adas 
omo hipótese nula e para diferentes tamanhos de amostra.Alguns autores 
omo D'Agostino e Stephens (1986), forne
em tabelas para as estatísti
astradi
ionais e distribuições 
omumente utilizadas.Uma outra forma de obter a probabilidade de signi�
ân
ia, para de
idir pelarejeição ou não de H0, é a utilização do método de Monte Carlo, 
onforme Ross (2006, p.



50227). Para esse propósito 
onsidere T a estatísti
a teste utilizada, que pode ser KS2, W 2, A2,
ZK , ZW ou ZA, e T0 o valor observado de T . Então uma estimativa do valor p pelo métodoMonte Carlo baseado em M valores de T simulados independentemente sob H0 é dado por

pMC = P (T ≥ T0|H0) =
número de valores de T ≥ T0

M
,
uja estimativa pode ser obtida por meio algoritmo:1 - Ajusta-se a distribuição nula F0(y) aos valores observados y1, . . . , yn e obtém-se a estatís-ti
a T0 do teste;2 - Gera-se uma amostra aleatória independente y∗1, . . . , y

∗
n da distribuição nula ajustada

F̂0(y) e 
al
ula-se a estatísti
a do teste T ∗
0 ;3 - O passo anterior é repetido M vezes e então 
al
ula-se

pMC = P (T ≥ T0|H0) =
número de valores de T ∗

0 ≥ T0

M
.Tem-se, então, em pMC uma estimativa do valor p, rejeitando-se a hipótese H0para pMC menor que um nível de signi�
ân
ia α �xado.3.2.5 Comparação de métodos de estimação por meio de simulaçãoPara 
omparar diferentes métodos de estimação frequentemente se re
orre asimulações. Uma idéia 
onsiste em se retirar um número m de amostras de tamanho n deuma população e apli
ar os métodos de interesse para 
ada amostra, obtendo-se, assim, mestimativas para 
ada parâmetro do modelo 
onsiderado. Para se es
olher o melhor métodode estimação pode-se 
onsiderar tanto a dispersão das estimativas, quanto a distân
ia dasestimativas ao valor nominal usado para a geração das amostras. De forma geral, um métodoserá preferido à outro se este tiver a
urá
ia e pre
isão. A a
urá
ia e a pre
isão podem seravaliadas por meio do viés relativo médio per
entual e por meio do erro quadráti
o médio,sendo o erro quadráti
o médio uma 
ombinação de a
urá
ia e pre
isão. Essas medidas sãodis
utidas em Casella e Berger (2002, p. 330) e em Mood, Graybill e Boes (1974, p. 293).O viés relativo médio per
entual é de�nido por

V R% = 100
E(θ̂)− θ

θ



51que pode ser estimado por VR% =

[
1

m

m∑

i=1

θ̂i
θ
− 1

]
100, (34)sendo θ̂i a estimativa do parâmetro θ para a i-ésima amostra, (i = 1, . . . , m).O EQM, por sua vez, é o valor esperado do erro médio quadráti
o, isto é, paraum estimador θ̂ de um parâmetro θ o EQM é dado por

EQM(θ̂) = E[
(
θ̂ − θ)2

]
,que pode ser de
omposto, em dois 
omponentes que são o viés e a variân
ia das estimativasdo estimador, 
omo segue

EQM(θ̂) = E[
(
θ̂ − θ)2

]
= E

[
θ̂2 − 2θ̂θ + θ2

]
= E

(
θ̂2
)
− 2θE

(
θ̂
)
+ θ2

= E
(
θ̂2
)
−
[
E
(
θ̂
)]2

+
[
E
(
θ̂
)]2 − 2θE

(
θ̂
)
+ θ2 = E

(
θ̂2
)
−
[
E
(
θ̂
)]2

+
[
E
(
θ̂
)
− θ
]2

= Var(θ̂)+ [Viés(θ̂)]2.O viés de um estimador θ̂ de θ é a diferença entre o valor esperado de θ̂ e θ, e
onsiderando-se m estimativas do parâmetro θ tem-se
̂Viés(θ̂) = 1

m

m∑

i=1

θ̂i − θ.Logo, uma estimativa do erro quadráti
o médio é dada por
EQM = EQM(θ̂) =

1

m− 1

m∑

i=1

(
θ̂i − θ

∗)2
+

[
1

m

m∑

i=1

θ̂i − θ

]2
, (35)sendo θ

∗ a média aritméti
a das m estimativas de θ.3.2.6 Mistura 
om distribuição exponen
ialComo primeiro modelo que pode ser utilizado para análise de dados provenientesda quanti�
ação da 
ontaminação 
om a�atoxina em alimentos, 
onsiderou-se o 
aso parti
u-lar do modelo geral de mistura (14) em que Y tem distribuição exponen
ial 
om parâmetro
θ, denominado modelo de mistura exponen
ial (ME).Para isso, 
onsidere a função de densidade exponen
ial de Y , 
om parâmetro θ,dada por

gY (y, θ) =
1

θ
exp

{
−y

θ

}
, (36)



52sendo y ≥ 0, e θ > 0, a função de geradora de momentos de Y ,
MgY (y,θ)(t) = (1− θt)−1e o k-ésimo momento de Y , dado por

EgY (y,θ)(Y
k) =

dkMgY (y,θ)(t)

dtk

∣∣∣∣
t=0

= Γ(k + 1)θk. (37)Assim, os dois primeiros momentos em torno da origem para a distribuiçãoexponen
ial são:
µg = EgY (y,θ)(Y

1) = θ (38)e
EgY (y,θ)(Y

2) = 2θ2. (39)Consequentemente,
σ2
g = VargY (y,θ)(Y ) = 2θ2 − θ2 = θ. (40)Substituindo a função de densidade exponen
ial (36) em (14), tem-se a densi-dade do modelo ME dada por

fY (y; δ, θ) =





δ , se y = 0

(1− δ)
1

θ
exp

{
−y

θ

} , se y > 0
(41)
ujo k-ésimo momento da variável aleatória in�a
ionada de zeros, obtido substituindo-se (37)em (15) é

µk = E(Y j) = (1− δ)Γ(k + 1)θk, (42)em que k > 0. Logo, os dois primeiros momentos de Y são dados por
E(Y ) = (1− δ)θ (43)e

E(Y 2) = (1− δ)2θ2 (44)e a variân
ia de Y seráVar(Y ) = (1− δ)2θ2 −
[
(1− δ)θ

]2
= (1− δ2)θ2 (45)



53que, alternativamente, pode ser obtido por meio da substituição de (38) e (40) em (16). Avariân
ia de E(Y ) pode ser aproximada por meio da equação (78), apresentado no Anexo C.A seguir será veri�
ada a identi�
abilidade do modelo ME.Teorema 3.1 (Identi�
abilidade de ME) FY (y;Ψ) = δ1I{0}(y)+δ2I(0,∞)(y)GY (y; θ), y ∈
[0,∞) e GY (·) é uma função de distribuição exponen
ial de parâmetro θ, e Ψ = (δ1, δ2, θ).Então, FY (y;Ψ) é identi�
ável em y ∈ [0,∞).Prova:
(⇐) Se δj = δ∗j e Ψ = Ψ

∗, FY (y;Ψ) ≡ F ∗
Y (y;Ψ

∗), para todo y ∈ [0,∞).
(⇒)(i) Para o "se e somente se", supondo FY (y;Ψ) = F ∗

Y (y;Ψ
∗), então δ1 + δ2(y)GY (y; θ) =

δ∗1 + δ∗2GY (y; θ
∗). Como δ1 + δ2 = 1 ⇔ δ1 = 1− δ2, fazendo δ2 = δ, tem-se que

−δ + δGY (y; θ) = −δ∗ + δ∗GY (y; θ
∗)

δ

[
1−GY (y; θ)

]
= δ∗

[
1−GY (y; θ

∗)

]

δ

δ∗
=

1−GY (y; θ
∗)

1−GY (y; θ)Mas GY (·) é uma distribuição exponen
ial de parâmetro θ, isto é,
GY (y; θ) = 1− exp

{
− y

θ

}
,logo

δ

δ∗
= exp

{
− y

[
1

θ
− 1

θ∗

]}
.Os dois lados da igualdade anterior são 
onstantes positivas independente do valor de yno intervalo (0,∞). Com θ = θ∗, o lado direito da igualdade será 1 e para a igualdadeser verdadeira é ne
essário que δ = δ∗. E sendo δ = δ∗, a igualdade só será verdadeiraquando θ = θ∗.(ii) Se y = 0 ⇒ FY (y;Ψ) = F ∗

Y (y;Ψ
∗) ⇒ δ = δ∗.Logo, 
om (i) e (ii) 
on
lui-se que FY (y;Ψ) = F ∗

Y (y;Ψ
∗) se δ = δ∗ e θ = θ∗. Portando, adistribuição de mistura (13) será identi�
ável quando GY (·) for uma distribuição exponen
ial.

�



54 Para avaliar o desempenho da modelagem 
onsiderando o modelo de mistura
om distribuição exponen
ial, pode-se re
orrer a estudos de simulação.O pro
edimento de simulação proposto neste trabalho 
onsiste dos seguintespassos:1 - Fixar (ξ, τ) = (0,11; 1,22) ou (ξ, τ) = (0,50; 1,00);2 - Considerar todos os trios (δ, n,E(Y )) baseados nos vetores δ = (0,10; 0,15; 0,20; 0,25; 0,30;

0,35; 0,40; 0,45); n = (15; 30; 50; 100) e E(Y ) = (2; 3; 4; . . . ; 40);3 - Para 
ada trio do passo (2), extrair uma amostra aleatória de tamanho n, {u1, u2, . . . , un},da distribuição uniforme U [0, 1] e uma amostra aleatória de tamanho n, {w1, w2, . . . , wn},de W ∼ Exp(θ), isto é, de uma distribuição exponen
ial 
om parâmetro θ;4 - Fazer yi =�ND� (não dete
tado) se ui < ξ, yi =�NQ� (não quanti�
ado) se ξ ≤ wi ≤ τ e
yi = wi se wi > τ.Para 
ada trio obtido no passo (2), repetir os passos (1) a (4) 4000 vezes. Comosugestão, para implementação, para a maximização da função de verossimilhança (19) pode-se utilizar o algoritmo quasi-Newton BFGS, através da função optim, que está implementadono pa
ote stats do programa estatísti
o R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2008).O algoritmo BFGS, de a
ordo 
om Haupt e Haupt (2004), re
ebeu esse nomedevido a quatro autores que o desenvolveram independentemente entre 1960 e 1970: Broyden,Flet
her, Goldfarb e Shanno. Este algoritmo é uma variação do método de Newton paraotimização não-linear e é 
onsiderado quasi-Newton por pres
rever o próximo melhor pontopara ser usado na iteração de forma equivalente ao método de Newton, 
ontudo sem utilizaruma aproximação da matriz Hessiana. Apresenta, segundo Haupt e Haupt (2004), a vantagemde 
onvergir rápido, porém eventualmente para pontos próximos do ponto ini
ial.Convém observar que a es
olha dos valores utilizados paras simulações, foi reali-zada 
om base nas informações forne
idas pelo pesquisador do Laboratório de Mi
otoxinas doDepartamento de Agroindústria, Alimentos e Nutrição - ESALQ/USP, bem 
omo em artigos
ientí�
os sobre a�atoxinas em grãos. Além disso, bus
ou-se estudar o 
omportamento do



55modelo para populações 
ujo valor esperado en
ontra-se em torno de 20 ppb, que é o limitemáximo de a�atoxina B1 em grãos de milho permitido no Brasil.2Para a estimação dos parâmetros δ e θ no entanto, é ne
essário utilizar métodositerativos, que requerem valores ini
iais de δ e θ. Como valores ini
iais de δ e θ podem-seutilizar as estimativas obtidas pelo método dos momentos, dados, respe
tivamente, por
δ(0) =

n0

ne
θ(0) =

1

n2

∑

i:yi>τ

yi.sendo n0 o número de observações menores que ξ, o limite de dete
ção, e n2 o número deobservações maiores que τ , o limite de quanti�
ação.3.2.7 Mistura 
om distribuição de WeibullComo segundo modelo, propõe-se 
onsiderar que as observações, ex
eto os zerosestruturais, seguem a distribuição de Weibull 
om parâmetros de forma e de es
ala dados,respe
tivamente, por α e β (Notação: W(α, β)), 
uja função de densidade de probabilidade é
gY (y;α, β) =

α

β

(
y

β

)α−1

exp

{
−
(
y

β

)α}
, (46)sendo 0 ≤ y < ∞, e α, β > 0. Note que, para α �xado, esta é uma distribuição da famílialo
ação es
ala em que σ = β1/α. A função de distribuição a
umulada 
orrespondente, porsua vez, é dada por

GY (y;α, β) = 1− exp

{
−
(
y

β

)α}
,para 0 ≤ y < ∞, e α, β > 0 e o k-ésimo momento de Y ,

EgY (y;θ)(Y
k) = βkΓ

(
1 +

k

α

)
, (47)em que k > −α e θ = (α, β).Assim, os momentos de primeira e segunda ordem de Y ∼ W(α, β) em tornoda média são2BRASIL. Ministério da Agri
ultura, Pe
uária e Abaste
imento. SISLEGIS - Sistema de Legislação Agrí-
ola Federal. http://extranet.agri
ultura.gov.br/sislegis-
onsulta/
onsultarLegisla
ao.do(30 out. 2008)
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µg = E

gY (y;θ)
(Y ) = βΓ

(
1 +

1

α

)e
σ2
g = VargY (y;θ)(Y ) = β2

[
Γ
(
1 +

2

α

)
− Γ

(
1 +

1

α

)2]
. (48)A Figura 10 ilustra a função de densidade e a função de distribuição a
umuladapara diferentes valores do parâmetro de forma (α) e parâmetro de es
ala β = 8 sendo impor-tante salientar que a distribuição exponen
ial é um 
aso parti
ular da distribuição de Weibullquando α = 1. Note, ainda, que para α < 1, a distribuição é sempre de
res
ente e que àmedida em que α se aproxima de β, a distribuição assume forma 
ada vez mais simétri
a elepto
úrti
a.

y
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Figura 10 � Grá�
os das funções de densidade (à esquerda) e distribuição a
umulada de Weibull (àdireita) para β = 8 e diferentes valores para αNa literatura, são apresentadas diferentes formas de parametrização da dis-tribuição. Em seu trabalho, Hallinan (1993) apresentou algumas dessas parametrizações e asatribui ao próprio Waloddi Weibull, quem as desenvolveu, sendo, por isso, denominada dis-tribuição de Weibull, 
uja primeira publi
ação é datada de 1938. Um fato interessante é queuma das parametrizações é atribuída a um erro tipográ�
o quando da sua publi
ação em seuartigo publi
ado em 1951, nos Estados Unidos. Rinne (2008), por sua vez, também apresenta



57algumas parametrizações para distribuição Weibull, sendo que os motivos que levaram àsdiferentes formulações foram fa
ilitar a es
rita e apresentação, assim 
omo fa
ilitar a manipu-lação matemáti
a para obtenção de estimadores e testes e diminuir o trabalho 
omputa
ionalde estimação.Com o objetivo de veri�
ar as diferenças de estimação 
ausadas pelasparametrizações, três formulações foram 
onsideradas:P1: Função de densidade dada por (46), parametrização utilizada para implementação nopa
ote stats do programa estatísti
o R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2008)P2: Considerando-se b1 = βα ⇔ β = b
1
α

1 em (46), tem-se que
gY (y;α, b1) =

α

b1
yα−1 exp

{
− yα

b1

}
, (49)em que 0 ≤ y < ∞ e α, b1 > 0.P3: Considerando-se b2 = 1

β
⇔ β =

1

b2
em (46), tem-se que

gY (y;α, b2) =
α

b2

(
b2y
)α−1

exp

{
−
(
b2y
)α
}
, (50)em que 0 ≤ y < ∞ e α, b2 > 0.Segundo Rinne (2008), essa parametrização é utilizada por alguns autores a �m de obterfa
ilidades 
omputa
ionais.Para ilustrar o efeito das diferentes parametrizações sobre a relação entreseus parâmetros, gerou-se uma amostra de tamanho n = 15 
om vetor de parâmetros

(δ, α, β, ξ, τ) = (0,10; 1,5; 18,46; 0,5; 1), ou seja, uma amostra de uma população 
om E(Y ) =

15. Para essa amostra foram então 
onstruídas as regiões de 90, 95 e 99% 
on�ança 
on-siderando as três reparametrizações P1, P2 e P3 apresentadas na Figura 11. Nesta, pode-seobservar que, mesmo para o modelo de mistura, os efeitos das reparametrizações �
am evi-dentes, sendo P2 a que apresenta maior 
orrelação entre os parâmetros α e β, 
omo esperado.
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Figura 11 � Regiões de 90, 95 e 99% 
on�ança para uma amostra aleatória de tamanho n = 15da distribuição de Weibull 
om vetores de parâmetros (δ, α, β) = (0,10; 1,5; 18,46220) e
(ξ, τ) = (0,5; 1), 
onsiderando-se as parametrizações P1, P2 e P3
Considerando uma variável aleatória Y in�a
ionada de zeros 
om distribuiçãode Weibull (46), então sua função de densidade de probabilidade será
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fY (y; δ, θ) =





δ , se y = 0

(1− δ)
α

β

(
y

β

)α−1

exp

{
−
(
y

β

)α} , se y > 0
(51)sendo (51) denominado modelo de mistura de Weibull (MW), em que α, β > 0. De (15) e(47), o k-ésimo momento da variável aleatória Y in�a
ionada de zeros é dado por

E(Y k) = (1− δ)βkΓ

(
1 +

k

α

)
,para k > −α. Assim, o primeiro e segundo momentos em torno de zero são

E(Y ) = (1− δ)βΓ

(
1 +

1

α

) (52)e Var(Y ) = (1− δ)β2

[
Γ

(
1 +

2

α

)
− (1− δ)Γ

(
1 +

1

α

)2]
. (53)Nas Figuras 12 (a) e (b), são apresentados os histogramas de duas amostras de10000 pontos simulados de duas diferentes populações segundo a função de densidade (51). AFigura 12 (a) é representativa de uma variável aleatória Y 
om E(Y ) = 2, 
ontendo 15% dezeros reais e os valores observados seguindo uma distribuição de Weibull 
om parâmetro deforma α = 2 e parâmetro de es
ala β = 2,6. Para a Figura 12 (b), por sua vez, 
onsideraram-se os parâmetros δ = 0,15, α = 1,5 e β = 6,51, obtendo-se assim uma variável aleatória

Y 
om E(Y ) = 5. Nesta, pode ser observado que a amplitude entre os pontos �a� e �
� naFigura 12 (a) é muito maior que na (b), fato 
ausado devido à esperança da distribuição estarmuito próxima do ponto de 
ensura e os parâmetros da distribuição Weibull terem valorespróximos entre si. Assim, as observações possuem pou
a variabilidade 
om muitas obser-vações perten
entes aos intervalos de 
ensura. Convém notar que este fato pode prejudi
aras estimativas de parâmetros para amostras 
om esta mesma 
ara
terísti
a, pois os valoresperten
entes aos intervalos de 
ensura perdem informação no sentido que não se tem o valorexato da observação.
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Figura 12 � Histogramas para amostras simuladas de tamanhos 1000 
onsiderando duas populações
om densidade (51) 
onsiderando (δ, α, β, ξ, τ,E(Y ))=(0,15, 2,00, 2,66, 0,50, 1,00) (a) e
(δ, α, β, ξ, τ,E(Y ))=(0,15, 1,50, 6,52, 0,50, 1,00) (b)A seguir será demonstrada a identi�
abilidade do modelo de mistura (51), de-nominado aqui, modelo MW.Teorema 3.2 ( Identi�
abilidade de MW) FY (y;Ψ) = δ1I{0}(y)+ δ2I(0,∞)(y)GY (y;α, β)

y ∈ [0,∞) e GY (·) é uma função de distribuição Weibull de parâmetros α e β, parâmetros deforma e de es
ala respe
tivamente, isto é, Ψ = (δ1, δ2, α, β). Então, FY (y;Ψ) é identi�
ávelem y ∈ [0,∞).



61Pela De�nição 3.1, deve-se mostrar que FY (y;Ψ) ≡ F ∗
Y (y;Ψ

∗), para todoΨ ∈ Ω, se e somentese, δj = δ∗j , (j = 1, 2), Ψ = Ψ
∗ para todo y ∈ [0,∞).Prova:(i) (⇐) Se δj = δ∗j e Ψ = Ψ
∗ então FY (y;Ψ) ≡ F ∗

Y (y;Ψ
∗), para todo y ∈ [0,∞).(ii) (⇒) Supondo que existe um vetor Ψ∗ = (δ∗1, δ

∗
2, α

∗, β∗) tal que FY (y;Ψ) = F ∗
Y (y;Ψ

∗),então δ1 + δ2(y)GY (y; θ) = δ∗1 + δ∗2GY (y; θ
∗), 
om θ∗ = (α∗, β∗) . Mas δ1 + δ2 = 1 ⇔

δ1 = 1− δ2. Logo, fazendo-se δ2 = δ, tem-se que
−δ + δGY (y; θ) = −δ∗ + δ∗GY (y; θ

∗)

δ

[
1−GY (y; θ)

]
= δ∗

[
1−GY (y; θ

∗)

]

δ

δ∗
=

1−GY (y; θ
∗)

1−GY (y; θ)em que GY (y;α, β) = 1− exp

{
−
(
y

β

)α}. Logo,
δ

δ∗
= exp

{(
y

β

)α

−
(

y

β∗

)α∗}
. (54)Os dois lados da equação (54) são 
onstantes positivas independente do valor de y nointervalo [0,∞). Sendo δ = δ∗, tem-se que

1 = exp

{(
y

β

)α

−
(

y

β∗

)α∗}
⇔ 0 =

(
y

β

)α

−
(

y

β∗

)α∗

⇔

⇔
(

y

β∗

)α∗

=

(
y

β

)α

⇔ α∗ log

(
y

β∗

)
= α log

(
y

β

)
.Dessa última igualdade, tem-se que se β∗ = β, então α∗ = α impli
ando em (α∗, β∗) =

(α, β).Logo, de de (i) e (ii) 
on
lui-se que o modelo MW é identi�
ável.
�Embora não tenha problemas de identi�
abilidade, o modelo (51) leva a di�-
uldades para a obtenção de parâmetros que maximizem sua verossimilhança, podendo emalgumas situações produzir estimativas de 
oordenadas distintas das 
oordenadas que maxi-mizam a verossimilhança. Por esse motivo, são sugeridos quatro pro
edimentos para obtenção



62das estimativas de máxima verossimilhança dados pelas 
ombinações de estimativas por meiodo algoritmo quasi-Newton BFGS, através da função optim, que está implementado no pa-
ote stats do programa estatísti
o R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2008). Essespro
edimentos são detalhados a seguir:Pro
edimento M1i - Considerar δk = k−1
K−1

, (k = 1, 2, . . . , K), K = 300, e obter {(δ1, α1, β1),

(δ2, α2, β2), . . . , (δK , αK , βK)} tal que l(δk, αk, βk) = max
α,β

l(δk, α, β), fazer (α(0), β(0)) =

(αi, βi) de forma que l(δi, αi, βi) = max{l(δ1, α1, β1), l(δ2, α2, β2), . . . , l(δK , αK , βK)};ii - Obter δ(0) tal que l(δ(0), α(0), β(0)) = max
δ

l(δ, α(0), β(0));iii - Utilizar (δ(0), α(0), β(0)) 
omo valores ini
iais para obter (δ̂, α̂, β̂) tal que l(δ̂, α̂, β̂) =

max
δ,α,β

l(δ, α, β).Pro
edimento M2i - Considerar (27) e obter (α(0), β(0)) tal que l∗(α(0), β(0)) = max
α,β

l∗(α, β);ii - Obter δ(0) = δ̂(α(0), β(0)) em que δ̂(·) é dada pela equação (24), 
onsiderando-se θ̂ =

(α(0), β(0)), obtido no passo (i);iii - Utilizar (δ(0), α(0), β(0)) 
omo valores ini
iais para obter (δ̂, α̂, β̂) tal que l(δ̂, α̂, β̂) =

max
δ,α,β

l(δ, α, β).Pro
edimento M3i - Considerar (27) e obter (α(0), β(0)) tal que l∗(α(0), β(0)) = max
α,β

l∗(α, β);ii - Obter δ∗ = δ̂(α(0), β(0)) em que δ̂(·) é dada pela equação (24), 
onsiderando-se θ̂ =

(α(0), β(0)), obtido no passo (i);iii - Considerar δ∗, 
omo valor ini
ial, e obter δ(0) tal que l(δ(0), α(0), β(0)) =

max
δ

l(δ, α(0), β(0));iv - Utilizar (δ(0), α(0), β(0)) 
omo valores ini
iais para obter (δ̂, α̂, β̂) tal que l(δ̂, α̂, β̂) =

max
δ,α,β

l(δ, α, β).



63Pro
edimento M4i - Considerar δ(0) =
n0

n
, sendo n0 o número de observações menores que ξ presentes naamostra e n o tamanho da amostra;ii - Obter (α(0), β(0)) por meio do método da regressão das ordens de Y para a distribuiçãoa
umulada de Weibull;iii - Utilizar (δ(0), α(0), β(0)) 
omo valores ini
iais para obter (δ̂, α̂, β̂) tal que l(δ̂, α̂, β̂) =

max
δ,α,β

l(δ, α, β).Em todos os métodos o último passo é a estimação 
onjunta dos três parâmetros,de modo a obter, além das estimativas �nais dos parâmetros, a matriz de informação observadapara os três parâmetros.Para obtenção dos valores ini
iais das iterações, nos pro
edimentos M1, M2,M3 e M4, propõem-se adaptar o método da regressão das ordens de Y para a distribuiçãoWeibull, apresentado em Rinne (2008). Para a apli
ação do método, 
onsiderar o 
onjuntode observações Y , a
res
ido por n1 repetições do ponto médio entre ξ e τ dado por τ+ξ
2
, istoé, o novo 
onjunto de n1 + n2 = n − n0 elementos, denominado Y , será Y = Y1

⋃
Y2 emque Y1 = { τ+ξ

2
, . . . , τ+ξ

2
} é o 
onjunto de n1 elementos iguais a τ+ξ

2
e Y2 = {yi : yi > τ} é o
onjunto de n2 elementos maiores que τ .Considere a transformação da função densidade de probabilidade a
umulada deWeibull para a forma linear zi = axi + b, 
omo segue:

GY (yi;α, β) = 1− exp

{
−
(
yi
β

)α}

1−GY (yi;α, β) = exp

{
−
(
yi
β

)α}

log(1−GY (yi;α, β)) = −
(
yi
β

)α

log
[
− log(1−GY (yi;α, β))

]
= α log

(
yi
β

)

log
[
− log(1−GY (yi;α, β))

]
︸ ︷︷ ︸

zi

= α︸︷︷︸
ai

log(yi)︸ ︷︷ ︸
xi

−α log(β)︸ ︷︷ ︸
b

,sendo que, da última igualdade, tem-se que:



64i) zi = log
[
− log(1−GY (yi;α, β))

];ii) xi = log(yi);iii) b = −α log(β);iv) a = α. Assim de (iii) e (iv), resulta que α = a e β = exp{−b/a}.Os valores GY (yi;α, β) são estimados por meio das ordens medianas 
uja ex-pressão para obtê-las 
onsiderando Y ordenado de forma 
res
ente e y(i) o i−ésimo valor naordem dos (n− n0) valores, é
ĜY (y(i);α, β) =

i

i+ (n− n0 + 1− i)F(2(n−n0+1−i); 2i; 0,50)

(55)para i = 1, 2, . . . , (n − n0), em que F(2(n−n0+1−i); 2i; 0,50) é o a mediana da distribuição F deFisher-Snede
or 
om 2(n− n0 + 1− i) e 2i graus de liberdade.Uma aproximação para (55), apresentada por Bernard e Bos-Levenba
h (1953),é
ĜY (y(i);α, β) =

i− 0,3

(n− n0) + 0,4
,para i = 1, . . . , (n − n0), que embora seja muito empregada, neste trabalho será utilizada aexpressão (55).Sejam â e b̂ as estimativas de mínimos quadrados do modelo de regressão linearsimples zi = axi + b + ei. Os valores ini
iais α(0) e β(0) serão dados, então, por α(0) = â e

β(0) = exp{−b̂/â}.Para avaliar o desempenho da modelagem 
onsiderando o modelo MW em dife-rentes 
enários, pode-se re
orrer a estudos de simulação. O estudo de simulação está divididoem duas partes, sendo que a primeira visa a avaliação dos quatro métodos de estimação 
omas três parametrizações da função de distribuição de Weibull (46), (49) e (50). A segunda, visaavaliar o 
omportamento das estimativas dos parâmetros do modelo MW 
om a parametriza-ção es
olhida na primeira parte do estudo, 
onsiderando uma sequên
ia de valores esperadosda variável de interesse 
om variações dos parâmetros da função de distribuição Weibull, doparâmetro δ de mistura e dos limites de dete
ção e quanti�
ação, ξ e τ , respe
tivamente.



65I- Pro
edimento de simulação para a avaliação dos diferentes métodosNeste estudo foram 
onsiderados 40 
enários, de a
ordo 
om o pro
esso de simulação aseguir :1 - Fixar n = 15 (tamanho da amostra) e (ξ, τ) = (0,11; 0,22) ou (ξ, τ) = (0,5; 1);2 - Considerar todos os quartetos (ξ, δ, α,E(Y )), resultantes das 40 
ombinações das
oordenadas dos vetores δ = (0,10; 0,30), α = (1,5; 2) e E(Y ) = (2; 4; 6; 8; 10),3 - Para 
ada quarteto do passo (2), extrair uma amostra aleatória de tamanho
n, {u1, u2, . . . , un}, de distribuição uniforme U [0, 1] e uma amostra aleatória detamanho n, {w1, w2, . . . , wn}, de W ∼ W(α, β);4 - Fazer yi =�ND� (não dete
tado) se ui < ξ, yi =�NQ� (não quanti�
ado) se ξ ≤
wi ≤ τ e yi = wi se wi > τ.Para 
ada quarteto obtido no passo (2), repetir os passos (3) e (4) 10000 vezes. Convémnotar que, para 
ada 
enário o parâmetro de es
ala (β) da distribuição Weibull estárela
ionado aos outros parâmetros pela equação,

β =
E(Y )

(1− δ)Γ

(
1 + 1

α

) . (56)Os valores de n, ξ, τ e α são es
olhidos 
om base em pesquisas laboratoriais de quan-ti�
ação de a�atoxina B1. Para δ e E(Y ), são 
onsiderados valores que, podem o
orrerna situação práti
a em questão e/ou que podem levar a di�
uldades de estimação.De modo a avaliar os métodos, para 
ada 
onjunto de 10000 estimativas 
al
ular amédia, a variân
ia, o viés relativo per
entual (VR%) e o erro quadráti
o médio (EQM),para 
ada um dos parâmetros assim 
omo para a esperança estimada da distribuição.II- Pro
edimento de simulação para avaliação para sequên
ia de E(Y )Para esse estudo de simulação foram 
onsiderados 4480 
enários, de a
ordo 
om o pro-
esso de simulação a seguir:1 - Obter todos os quintetos (ξ, n, δ, α,E(Y )) resultantes das 
ombi-nações das 
oordenadas dos vetores n = (15; 30; 50; 100), δ =
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(0, 10; 0, 15; 0, 20; 0, 25; 0, 30; 0, 35; 0, 40; 0, 45), α = (1, 5; 2, 0) e E(Y ) =

(1; 2; 3; . . . ; 35), observando que se ξ = 0,11 então τ = 0, 22, ou que se ξ = 0,50então τ = 1;2 - Para 
ada quinteto do passo (2), extrair uma amostra aleatória de tamanho
n, {u1, u2, . . . , un}, de U ∼ U [0, 1] e uma amostra aleatória de tamanho n,
{w1, w2, . . . , wn}, de W ∼ W(α, β);3 - Fazer yi =�ND� (não dete
tado) se ui < ξ, yi =�NQ� (não quanti�
ado) se ξ ≤
wi ≤ τ e yi = wi se wi > τ.Para 
ada quinteto obtido no passo (1), repetir os passos (2) e (4) 4000 vezes, emque o parâmetro de es
ala (β) é obtido pela equação (56). Para 
ada 
onjundo de4000 estimativas dos parâmetros do modelo MW, 
al
ular a estimativa da esperança domodelo e utilizar as medidas resumo apresentadoas na seção 3.2.5.3.2.8 Mistura 
om distribuição gamaComo ter
eiro modelo, propõe-se 
onsiderar, na equação (14), a função de den-sidade gama 
om parâmetros α e β, parâmetros de forma e es
ala, respe
tivamente, dadapor:

gY (y;α, β) =
1

βαΓ(α)
yα−1 exp

{
− y

β

}
, (57)sendo 0 ≤ y < ∞, e α, β > 0. Este, assim 
omo o proposto no item anterior, apresentagrande �exibilidade, podensdo assumir diversas formas, dependendo dos valores de α e β.A densidade gama, entretanto, não tem função de densidade a
umulada direta,sendo dada por

GY (c;α, β) = Pr(Y ≤ c) =

∫ c

0

gY (y;α, β)dy.O j-ésimo momento de Y por sua vez é dado por
EgY (y,θ)(Y

j) =
βjΓ(j + α)

Γ(α)
, (58)para j > −α, θ = (α, β).Logo, os momentos de primeira e segunda ordem de Y em torno da média são

µg = EgY (y;θ)(Y ) = αβ (59)



67e
σ2
g = VargY (y;θ)(Y ) = αβ2, (60)respe
tivamente.A função de densidade gama além de ser não negativa, 
omo suposto para osdados observados, tem também assimetria positiva e variân
ia propor
ional ao quadrado damédia levando a um 
oe�
iente de variação 
onstante iqual a 1/

√
α.Para �ns de ilustração, a Figura 13 apresenta grá�
os de diferentes funções dedensidade gama e respe
tivas funções de distribuição 
onsiderando-se o parâmetro de es
ala

β = 2,5 �xo e parâmetros de forma 0,7; 1; 1,2; 2,5 e 5. Nesta, pode ser observada, 
omo
ara
terísti
a da distribuição gama, a assimetria positiva e, se 
omparada à Figura 10, não háinterse
ção entre as 
urvas da função de distribuição a
umulada, 
omo no 
aso da distribuiçãode Weibull. Esse fato de
orre devido ao fato de que na distribuição gama, os parâmetros têmmaior 
orrelação entre si de que os parâmetros na distribuição de Weibull, es
rita na forma(46).
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Figura 13 � Grá�
os das funções de densidade e distribuição a
umulada gama para β = 2, 5 e dife-rentes valores para αSubstituindo a função densidade gama (57) em (14), tem-se a densidade de



68mistura gama (MG) dada por
fY (y, δ, θ) =





δ, se y = 0

(1− δ)
1

βαΓ(α)
yα−1 exp

{
− y

β

}
, se y > 0

(61)
ujo j-ésimo momento da variável aleatória in�a
ionada de zeros pode ser obtida, substituindo(58) em (15), ou seja
E(Y j) = (1− δ)

βjΓ(j + α)

Γ(α)
, (62)para j > −α. Substituindo-se (59) e (60) em (16) obtém-se a esperança e variân
ia de Ydadas, respe
tivamente, por

E(Y ) = (1− δ)αβ (63)e Var(Y ) = (1− δ)αβ2
(
αδ + 1

)
. (64)Nas Figuras 14 (a) e (b), são apresentados os histogramas de duas amostras de10000 pontos simulados de duas diferentes populações segundo a função de densidade (14).A Figura 14 (a) é representativa de uma variável Y 
om E(Y ) = 2, 
om Pr(Y = 0) = 0,15e os valores observados seguindo uma distribuição gama 
om parâmetro de forma α = 2 eparâmetro de es
ala β = 1,176471. Para a Figura 14 (b), 
onsideraram-se os parâmetros

δ = 0,15, α = 1,5 e β = 3,921569, obtendo-se assim uma variável aleatória 
om esperança5. Pode ser observado que a amplitude entre os pontos �a� e �
� na Figura 14 (a) é muitomaior que na (b), o que é 
ausado devido ao fato de a esperança da distribuição estar muitopróxima do ponto de 
ensura e os parâmetros da distribuição gama terem valores próximosentre si, fazendo 
om que as observações tenham pou
a variabilidade e muitas observaçõesdentro dos intervalos de 
ensura. Este fato pode prejudi
ar as estimativas de parâmetros emamostras 
om esta mesma 
ara
terísti
a, pois os valores que estão nos intervalos de 
ensurasão des
onhe
idos, sabendo-se apenas quantas das observações estão nestes intervalos.
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Figura 14 � Histogramas para amostras simuladas de tamanhos 1000 
onsiderando duas populações
om densidade (61) 
onsiderando (δ, α, β, ξ, τ,E(Y ))=(0,15, 2,00, 1,18, 0,50, 1,00, 2,00)(a) e (δ, α, β, ξ, τ,E(Y ))=(0,15, 1,50, 3,92, 0,50, 1,00, 5,00) (b)A seguir, será demonstrada a identi�
abilidade do modelo MG (61), sendo quepara isso será utilizado o resultado do Teorema do Valor Médio para Integrais, dado peloteorema a seguir.Teorema 3.3 Se f é uma função 
ontínua em [a, b], então existe z ∈ (a, b) tal que
∫ b

a

f(x) dx = f(z)(b− a),



70ou seja, existe z ∈ (a, b) tal que
f(z) =

1

(b− a)

∫ b

a

f(x) dx.Interpretando o Teorema 3.3 geometri
amente, se f(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], então aárea sob o grá�
o de f é igual à área do retângulo de base (b− a) e altura f(z).Teorema 3.4 (Identi�
abilidade de MG) FY (y,Ψ) = δ1I{0}(y) + δ2I(0,∞)(y)GY (y, α, β)
y ∈ [0,∞) e GY (·) é uma função de distribuição gama de parâmetros α e β, parâmetros deforma e es
ala respe
tivamente, isto é, Ψ = (δ1, δ2, α, β). Então, FY (y,Ψ) é identi�
ável em
y ∈ [0,∞). Para veri�
ar essa propriedade, pela De�nição 3.1, deve-se mostrar que paratodo Ψ ∈ Ω

FY (y,Ψ) ≡ F ∗
Y (y,Ψ

∗)se e somente se, δj = δ∗j , (j = 1, 2), Ψ = Ψ
∗ para todo y ∈ [0,∞).Prova:(i) (⇐) Se δj = δ∗j e Ψ = Ψ

∗, então FY (y,Ψ) ≡ F ∗
Y (y,Ψ

∗), para todo y ∈ [0,∞).(ii) (⇒) Supondo que existe um vetor Ψ∗ = (δ∗1, δ
∗
2, α

∗, β∗) tal que FY (y,Ψ) = F ∗
Y (y,Ψ

∗),então δ1 + δ2(y)GY (y, θ) = δ∗1 + δ∗2GY (y, θ
∗). Mas 
omo δ1 + δ2 = 1 ⇔ δ1 = 1 − δ2,fazendo-se δ2 = δ, tem-se que

−δ + δGY (y, θ) = −δ∗ + δ∗GY (y, θ
∗)

δ

[
1−GY (y, θ)

]
= δ∗

[
1−GY (y, θ

∗)

]

δ

δ∗
=

1−GY (y, θ
∗)

1−GY (y, θ)
(65)é uma 
onstante ∀y ∈ [0,∞).Seja GY (·) a função de distribuição gama GY (y, α, β) =

∫ y

0

g(t, α, β) dt. Pelo Teorema3.3 existe um z ∈ (0, y) tal que GY (y, α, β) = gY (z, α, β)y rees
revendo (65),
δ

δ∗
=

1− gY (z, θ
∗)y

1− gY (z, θ)y
.



71(a) Se δ = δ∗ então,
1− gY (z, θ

∗)y = 1− gY (z, θ)y

gY (z, θ
∗) = gY (z, θ)
omo gY (·) é a função de densidade gama a última igualdade só será verdadeira se

θ∗ = θ. Logo, Ψ∗ = Ψ.(b) Por outro lado, se θ∗ = θ então, δ

δ∗
= 1 e δ∗ = δ. Logo, Ψ∗ = Ψ.Portanto, de (i) e (ii) tem-se que FY (y,Ψ) ≡ F ∗

Y (y,Ψ
∗) se e somente se, Ψ = Ψ

∗. Logo,o modelo MG é identi�
ável.
�A seguir, são apresentados pro
edimentos de estimação do modelo MG. No en-tanto, 
omo este pode apresentar di�
uldades, diferente pro
edimentos de estimação forampropostos e em seguida 
omparados. Esses pro
edimentos são os mesmos utilizados para o
aso do modelo MW, apresentado na seção 3.2.7, página 62. Entretanto, diferentes pro
edi-mentos para a obtenção dos valores ini
iais são propostos e avaliados por meio de simulaçõese resumos dados pelas medidas VR% e EQM. Estes são, então, utilizados na 
omparação dosmétodos M1, M2, M3 e M4.Seja {Y1, Y2, . . . , Yn} uma amostra aleatória de tamanho n de Y e {y1, y2, . . . , yn}uma realização de {Y1, Y2, . . . , Yn}, y =

∑n
i=1

yi
n
e s2Y = 1

n−1

∑n
i=1(yi − y)2. Os pro
edimen-tos para a obtenção do valores ini
iais δ(0), α(0) e β(0) de δ, α e β, respe
tivamente, sãoapresentados a seguir:Pro
edimento MMNeste, α(0) e β(0) são obtidos por meio do método dos momentos da distribuiçãogama, ou seja,

α(0) =
y2

s2Ye
β(0) =

s2Y
yFazendo-se α = α(0) e β = β(0) na equação (22), obtém-se uma estimativa ini
ial δ(0) =

δ̂(α(0), β(0)).



72Pro
edimento NMEste é baseado nos estimadores de momentos para os parâmetros propostospor Hwang e Huang (2002), que propuseram uma 
orreção nos estimadores de momentosapresentados em MM. Com essa proposta, os estimadores são es
ritos da seguinte forma:
α(0) =

1

V 2
n

− 1

ne
β(0) =

nV 2
n y

n− V 2
nem que V 2

n = s2Y /y
2, e faz-se δ(0) = δ̂(α(0), β(0)), dada pela equação (22).Pro
edimento EMVNeste, os valores ini
iais α(0) e β(0), são as estimativas de máxima verossimi-lhança para os parâmetros da distribuição gama, 
ujo método foi apresentado por Choi eWette (1969). A proposta dos autores é baseada no método de Newton-Raphson, sendo asequações re
ursivas dadas por,

α(i) = α(0) − log(α(0))−Ψ(α(0))−M
1

α(0) −Ψ′(α(0))em que
Ψ(α(0)) =

d ln Γ(α(0))

dα(0)
=

Γ′(α(0))

Γ(α(0))
onhe
ida 
omo função digama
Ψ′(α(0)) =

dΨ(α(0))

dα(0)
onhe
ida 
omo função trigama e
α(0) ≈ 3−M +

√
(M − 3)2 + 24M

12Mem que
M = log

(
1

n

n∑

i=1

yi

)
− log

( n∏

i=1

yi

) 1
n

= log y − log y.



73Assim, a estimativa ini
ial α(0) para α será o i-ésimo valor obtido da equaçãore
ursiva e para o parâmetro β a estimativa β(0) = y
/
α(0), observando que para o estudo desimulação será adotado 
omo 
ritério de parada, a dé
ima iteração, isto é, i = 1, 2, . . . , 10.Como em MM e NM, δ(0) será o resultado da equação (22) avaliada em

(α(0), β(0)).Pro
edimento MISNeste 
aso, a sugestão é obter estimativas pelo método dos momentos a partirda função densidade (61). Para isso, de (62), temos o seguinte sistema de equações




µ1 = (1− δ)βα

µ2 = (1− δ)β2α(1 + α)

µ3 = (1− δ)β3α(1 + α)(2 + α)
uja solução, em termos de δ, α e β, é
δ =

µ2
1µ2 − 2µ2

2 + µ1µ3

µ1µ3 − 2µ2
2

,

α =
−µ1µ3 + 2µ2

2

µ1µ3 − µ2
2

, (66)
β =

µ1µ3 − µ2
2

µ1µ2

.Considerando-se µj =
1
n

∑n
i=1 y

j
i em (66), tem-se então, os valores ini
iais δ(0),

α(0) e β(0) de δ, α e β, respe
tivamente.Seja, assim, YT um 
onjunto 
omposto por n = (n0 + n1 + n2) observaçõessendo n0 perten
entes ao intervalo (0, ξ), representadas pelo ponto médio do intervalo, ξ
2
; n1perten
entes ao intervalo [ξ, τ ], representadas pelo valor τ+ξ

2
e n2 maiores que τ , formando,respe
tivamente, os sub
onjuntos Y0, Y1 e Y2, sendo





Y0 = { ξ
2
, . . . , ξ

2
}, o 
onjunto de n0 elementos,

Y1 = { τ+ξ
2
, . . . , τ+ξ

2
}, o 
onjunto de n1 elementos,

Y2 = {yi : yi ≥ τ}, o 
onjunto de n2 elementos, (67)e YT = Y0

⋃
Y1

⋃
Y2.Foram 
onsiderados três diferentes formas de apresentação do 
onjunto de ob-servações, que são: YT , YI = Y1

⋃
Y2 e Y2.



74 No estudo de simulação usado para 
omparar os pro
edimentos MM, NM, EMVe MIS 
ombinados 
om YT , YI e Y2 foram 
onsiderados 40 
enários, de a
ordo 
om o pro-
edimento de simulação para a avaliação dos diferentes métodos apresentados na seção 3.2.7,página 64. Note que, neste 
aso, tem-se, para o passo (3), que W ∼ G(α, β) e que oparâmetro de es
ala (β) da distribuição gama se rela
iona aos demais parâmetros por meioequação,
β =

E(Y )

(1− δ)α
. (68)Após a avaliação e es
olha da melhor forma de obtenção dos valores ini
iais,pro
edeu-se a avaliação dos métodos M1, M2, M3 e M4, des
ritos na seção 3.2.7, página 62.Para isso foi utilizada a mesma estrutura de simulação usada para a avaliação dos valoresini
iais. Com o método de estimação e de obtenção de valores ini
iais já de�nidos, o passoseguinte foi avaliar o 
omportamento das estimativas assumindo os valores (1, 2, . . . , 35) para

E(Y ). Para isso, 
omo no 
aso da distribuição Weibull, um estudo de simulação 
om 4480
enários, foi 
onsiderado. Sendo os mesmos obtidos de a
ordo 
om o pro
esso de simulaçãodes
rito na seção 3.2.7, página 65 em que os valores de β, dados δ, α e E(Y ), são obtidos pormeio da equação (68).
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4 RESULTADOS E DISCUSS�O4.1 Simulação para mistura 
om distribuição exponen
ialNesta seção são apresentados os resultado de simulação para o modelo ME,des
rito na seção 3.2.6. Observe que, neste 
aso, não foi imposta a restrição δ ≥ 0 nopro
esso de estimação, sendo que após 
ada estimação, no 
aso de estimativas negativas de
δ, optou-se por fazer δ̂ = 0, 
omo sugerido por Taylor et al. (2001).Na Tabela 3, são apresentadas as médias dos resultados da equação (34), médiasdos VR% (VR%), para diferentes vetores de parâmetros (δ, θ, ξ, n) e E(Y ) = {2, 3, . . . , 40},isto é,

VR% =
1

39

39∑

t=1

{
1

4000

4000∑

i=1

(
λ̂ti

λt

− 1

)
100

} (69)
sendo λ o parâmetro ou estatísti
a de interesse, t o índi
e do valor de E(Y ) 
onsiderado.Dos resultados apresentados para δ, na Tabela 3, observa-se que a medidaem que δ aumenta, VR% diminui em valor absoluto, independente dos valores de ξ e n
onsiderados. Nota-se, ainda, que a mudança de ξ = 0,11 ξ = 0,50 a
arretou também umadiminuição, em valor absoluto, do VR%. Além disso, 
om o aumento do tamanho amostral n,o VR% também diminuiu, 
omo era de se esperar. Convém ressaltar que, na pior situação, emque n = 15 e δ = 0,10 o viés relativo médio foi 0,23618. Obteve-se, também, VR% negativoem 42 
asos, mostrando que o parâmetro é geralmente subestimado. Note que as observaçõesfeitas para δ também são 
abíveis para E(Y ). Porém, essas observações não são 
onstatadaspara as estimativas do parâmetro θ. No 
aso do parâmetro δ é observado que o aumento de
n reduz a VR%, enquanto o aumento do valor de ξ leva ao aumento da VR%.



76Tabela 3 � Médias (VR%) dos viéses relativos médios per
entuais de δ, θ e E(Y ) em função de n, ξe δ, 
onsiderando-se 4000 amostras de tamanho n, τ = 2ξ e E(Y ) = {2, 3, . . . , 40} para omodelo ME
δParâmetro ξ n 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45

δ 0,11 15 23,618 8,477 3,000 0,980 0,280 -0,040 -0,007 -0,01230 3,485 0,548 0,036 -0,055 -0,032 -0,095 -0,032 -0,04850 0,252 -0,047 -0,081 -0,089 -0,048 0,082 -0,048 -0,018100 -0,170 -0,102 -0,007 0,037 0,038 -0,041 0,035 0,0010,50 15 22,890 8,139 2,835 0,591 -0,167 -0,233 -0,484 -0,68230 5,357 0,781 -0,383 -0,367 -0,429 -0,264 -0,215 -0,13850 1,445 -0,106 -0,362 -0,255 -0,291 -0,152 -0,082 -0,109100 -0,027 -0,192 -0,175 -0,204 -0,179 -0,082 -0,062 0,003
θ 0,11 15 0,134 0,120 0,041 0,025 0,086 0,173 0,099 0,07230 0,025 0,065 -0,002 0,150 0,047 -0,019 0,056 0,16450 -0,038 -0,060 0,117 -0,030 -0,001 0,103 0,122 0,121100 -0,010 0,041 -0,030 0,019 0,007 -0,052 0,073 0,0040,50 15 0,768 0,586 0,232 0,143 0,066 -0,064 0,052 0,08930 0,420 0,229 0,109 0,125 0,127 0,179 0,061 0,05650 0,153 0,081 0,093 -0,003 -0,012 0,038 0,110 0,021100 0,018 -0,027 0,004 -0,001 0,050 0,044 0,067 0,093

E(Y ) 0,11 15 -2,556 -1,452 -0,775 -0,376 -0,108 0,123 0,009 0,02630 -0,392 -0,069 -0,047 0,141 0,034 -0,011 0,046 0,18650 -0,085 -0,068 0,115 -0,024 0,006 0,035 0,129 0,113100 -0,003 0,050 -0,037 -0,002 -0,016 -0,040 0,033 -0,0100,50 15 -2,011 -1,118 -0,750 -0,358 -0,161 -0,290 0,005 0,30530 -0,292 -0,042 0,052 0,092 0,155 0,159 0,025 -0,00450 -0,083 0,016 0,099 -0,009 0,022 0,026 0,071 0,017100 -0,022 -0,039 0,000 0,022 0,080 0,042 0,066 0,045A Figura 15 apresenta grá�
os de viéses relativos médios per
entuais de δ̂ em



77função de E(Y ) para situações envolvendo diferentes valores de n e δ. Na Figura 15 (a),observa-se que, para n = 15, o aumento de E(Y ) a
arreta um pequeno aumento no VR% de
δ̂, espe
ialmente para δ = 0,10 e δ = 0,15. Observa-se, ainda, que 
om o aumento de δ, oVR% de δ̂ diminui. Na Figura 15 (b), nota-se que os viéses relativos de δ̂ são sempre muitopróximos a 0%, independentemente dos valores de δ e de E(Y ), fato observado em virtude dotamanho amostral ser �grande�.a) n = 15
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Figura 15 � Viés relativo per
entual de δ̂ em função da E(Y ), dado ξ = 0,11 para diferentes valoresde δ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhosamostrais n e δ = 0,10 (
) ou δ = 0,45 (d)A Figura 15 (
), por sua vez, revela que, para δ = 0,10 e n = 50 ou 100, oVR% pou
o se altera 
om o aumento de E(Y ), os
ilando ao redor do valor 0% para n = 50e n = 100. A Figura 15 (d), entretanto, eviden
ia que para δ = 0,45, ou seja, na situaçãoem que há muitos zeros verdadeiros, independente do tamanho amostral 
onsiderado, o VR%está sempre próximo a zero.



78 Nas Figuras 16 (a) e (
), observa-se que para E(Y ) < 10 o
orre aumento noVR% tornando-se maior à medida que a esperança se aproxima de 2. Esse efeito o
orreprin
ipalmente para amostras pequenas e baixas quantidades de zeros verdadeiros, entretantoo
orrendo apenas para ξ = 0,50. Na Figura 16 (b), para n = 100 e diferentes valores de δ,nota-se que os viéses relativos de θ̂ são sempre em torno a 0%, para todos valores de δ e de
E(Y ) 
onsiderados. Observa-se, ainda, por meio da Figura 16 (d), que para δ = 0,45 o VR%de θ̂ também está sempre próximo de 0%.a) n = 15
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Figura 16 � Viés relativo per
entual de θ̂ em função da E(Y ), dado ξ = 0,50 para diferentes valoresde δ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhosamostrais n e δ = 0,10 (
) ou δ = 0,45 (d)Os efeitos da 
ombinação amostra pequena e baixa quantidade de zeros ver-dadeiros, �
a eviden
iado nas Figuras 17 (a) e (
). Nota-se nas Figuras 17 (
) e (d), que paratamanhos amostrais n superiores ou iguais a 30 o VR% tem um 
omportamento desejado,mantendo próximo de 0% para toda E(Y ) 
onsiderada. Esse mesmo efeito foi observado



79no 
aso de ξ = 0,11, entretanto o VR% foi prati
amente 
onstante, não o
orrendo um de-
res
imento 
omo se pode observar nas Figuras 17 (a) e (
). Por outro lado, aumentado-se otamanho da amostra e a quantidade de zeros verdadeiros, as Figuras 17 (b) e (d) revelou queos VR% passam a ter 
omportamento e intensidades semelhantes.
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Figura 17 � Viés relativo per
entual de Ê(Y ) em função da E(Y ), dado ξ = 0,50 para diferentesvalores de δ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhosamostrais n e δ = 0,10 (
) ou δ = 0,45 (d)



80 Na Tabela 4 en
ontram-se médias dos erros quadráti
os médios obtidos por meioda equação (35), médias dos EQM (EQM), de δ, θ e E(Y ) em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {2, 3, . . . , 40}, 
al
uladas sob a equaçãoEQM =
1

39

39∑

t=1

1

4000

4000∑

i=1

[(
λ̂ti − λt

)2
+ Var(λ̂t)

]
. (70)sendo λ o parâmetro ou estatísti
a de interesse, t o índi
e do valor de E(Y ) 
onsiderado.. Vê-seque as EQM para δ̂, θ̂ e Ê(Y ) seguem o mesmo padrão. De forma geral, na Tabela 4, observa-se que, 
om aumento no valor de δ a EQM também aumenta. Além disso, 
omparando-se asEQM para ξ = 0,11 
om a para ξ = 0,50, nota-se menores valores para ξ = 0,11 na maioriados 
asos. Entretanto, o aumento do tamanho amostral n sempre leva a uma diminuição dasEQM. A Tabela 5, 
ontém as médias das variân
ias das estimativas de δ, θ e E(Y )em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {2, 3, . . . , 40}.Comparando-se, esta, 
om a Tabela 4 
onstata-se a proximidade das EQM, indi
ando umpequeno viés e uma boa e�
iên
ia no pro
esso de estimação.



81Tabela 4 � Médias (EQM) dos EQM de δ, θ e E(Y ) em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se 4000amostras de tamanho n e E(Y ) = {2, 3, . . . , 40} para o modelo ME
δ

ξ par. n 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,450,11 δ 15 0,005 0,008 0,010 0,012 0,014 0,015 0,016 0,01730 0,003 0,004 0,006 0,006 0,007 0,008 0,008 0,00850 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,0030,50 15 0,007 0,009 0,011 0,013 0,015 0,016 0,017 0,01730 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,008 0,009 0,00950 0,002 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005 0,005100 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003 0,003 0,0030,11 θ 15 54,439 63,689 76,487 92,823 116,020 145,041 185,618 243,70330 26,387 31,492 37,692 46,098 56,027 70,582 90,281 116,82850 15,649 18,748 22,576 27,259 33,614 42,155 53,385 70,125100 7,859 9,353 11,156 13,510 16,682 20,897 26,504 34,4810,50 15 54,501 64,745 77,218 94,588 115,338 146,999 190,497 246,28730 26,813 31,993 37,753 46,232 56,923 71,816 91,603 119,41350 15,949 18,720 22,697 27,412 34,234 42,650 54,524 70,498100 7,981 9,345 11,224 13,741 16,830 21,095 27,080 34,9540,11 E(Y ) 15 44,631 49,391 55,816 62,273 70,092 78,502 88,580 99,55830 22,939 25,620 28,514 31,939 35,184 39,373 44,224 50,30450 13,846 15,454 17,191 18,891 21,240 23,695 26,524 30,026100 6,939 7,728 8,502 9,457 10,563 11,819 13,078 14,9910,50 15 44,480 49,700 55,711 62,542 70,115 78,617 88,480 100,02230 23,051 25,865 28,201 31,646 35,258 39,656 44,345 50,28750 13,941 15,296 17,169 18,905 21,273 23,685 26,657 29,998100 6,988 7,646 8,482 9,457 10,561 11,785 13,403 15,026



82Tabela 5 � Médias das variân
ias de δ, θ e E(Y ) em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se 4000 amostrasde tamanho n e E(Y ) = {2, 3, . . . , 40} para o modelo ME
δ

ξ par. n 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,450,11 δ 15 0,005 0,007 0,010 0,012 0,014 0,015 0,016 0,01730 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,008 0,00850 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,0030,50 15 0,006 0,009 0,011 0,013 0,015 0,016 0,017 0,01730 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,008 0,009 0,00950 0,002 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005 0,005100 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003 0,0030,11 θ 15 54,427 63,672 76,468 92,798 115,969 145,016 185,580 243,67630 26,382 31,484 37,683 46,084 56,017 70,559 90,253 116,79950 15,645 18,743 22,569 27,254 33,608 42,145 53,373 70,101100 7,856 9,351 11,152 13,507 16,679 20,893 26,498 34,4720,50 15 54,481 64,725 77,200 94,556 115,309 146,953 190,482 246,25730 26,802 31,986 37,741 46,219 56,912 71,796 91,576 119,37750 15,945 18,715 22,690 27,403 34,225 42,642 54,510 70,479100 7,979 9,343 11,220 13,737 16,825 21,089 27,074 34,9440,11 E(Y ) 15 44,229 49,246 55,772 62,252 70,071 78,485 88,560 99,54330 22,924 25,612 28,509 31,929 35,177 39,357 44,212 50,28950 13,843 15,451 17,188 18,889 21,235 23,691 26,517 30,015100 6,937 7,726 8,498 9,455 10,561 11,817 13,076 14,9890,50 15 44,125 49,565 55,644 62,501 70,095 78,585 88,467 100,00230 23,037 25,861 28,192 31,636 35,250 39,647 44,334 50,27650 13,938 15,289 17,163 18,900 21,269 23,679 26,649 29,990100 6,986 7,644 8,478 9,454 10,558 11,779 13,399 15,024



834.1.1 Análise de quatro 
onjuntos obtidos por simulação utilizando o modeloME De modo a ilustrar a teoria apresentada na seção 3.2.2, foram sele
ionadasquatro amostras S1, S2, S3 e S4 obtidas por meio de simulação dentre as obtidas no itemanterior, apresentadas nas Tabelas 6, 7, 8 e 9. Convém ressaltar que para a es
olha destasamostras foi levado em 
onsideração o ponto de máximo da função de verossimilhança 
omrelação ao parâmetro δ. A primeira, S1, é um 
aso em que o ponto de máximo o
orre quando
δ̂ é negativo e afastado de zero. Nas seguintes, S2 e S3, δ̂ está próximo de zero pela esquerdae direita, respe
tivamente, e na última, S4, δ̂ > 0.Tabela 6 � Conjunto S1 de dados obtidos por meio de simulação 
onsiderando-se o modelo ME, 
omtamanho n = 30, δ = 0,2, E(Y ) = 2, θ = 2,5, ξ = 0,50 e τ = 17,44 ND 1,80 ND 1,22 NQ 2,27 1,48 1,11 2,43ND NQ NQ 5,70 NQ ND NQ 3,33 3,47 2,925,97 10,97 24,27 31,85 6,00 6,75 14,86 23,98 8,10 11,60Nota: ND: não dete
tados, valores menores que ξNQ: não quanti�
ados, valores perten
entes ao intervalo [ξ, τ).Tabela 7 � Conjunto S2 de dados obtidos por meio de simulação 
onsiderando-se o modelo ME, 
omtamanho n = 30, δ = 0,2, E(Y ) = 13, θ = 16,25, ξ = 0,50 e τ = 126,74 4,15 ND 2,55 21,09 6,33 8,78 3,73 33,20 7,165,35 31,80 26,05 18,03 42,19 12,07 5,61 3,72 2,87 25,1513,59 9,60 7,23 1,58 12,52 ND 45,92 94,09 43,45 31,53Nota: ND: não dete
tados, valores menores que ξNQ: não quanti�
ados, valores perten
entes ao intervalo [ξ, τ).Tabela 8 � Conjunto S3 de dados obtidos por meio de simulação 
onsiderando-se o modelo ME, 
omtamanho n = 30, δ = 0,1, E(Y ) = 37, θ = 41,111, ξ = 0,50 e τ = 1106,45 69,20 25,18 50,64 37,39 40,24 9,98 51,32 27,03 12,895,16 115,60 23,54 18,03 262,10 59,51 58,94 3,46 3,25 32,681,64 5,97 13,78 3,63 8,30 ND NQ 7,21 ND NDNota: ND: não dete
tados, valores menores que ξNQ: não quanti�
ados, valores perten
entes ao intervalo [ξ, τ).



84Tabela 9 � Conjunto S4 de dados obtidos por meio de simulação 
onsiderando-se o modelo ME, 
omtamanho n = 100, δ = 0,2, E(Y ) = 4, θ = 2,5, ξ = 0,50 e τ = 15,25 NQ ND 2,28 3,55 1,20 4,29 2,01 9,95 1,262,62 1,99 NQ ND ND 1,54 ND 1,61 ND NDND 2,24 6,93 3,06 5,62 ND NQ 8,70 10,98 2,212,66 13,00 3,32 2,75 13,62 2,44 2,78 5,30 ND 2,91ND ND ND 6,09 ND 7,46 2,84 3,49 ND NDND 1,80 NQ NQ 7,32 6,27 NQ 12,78 6,19 5,847,34 4,17 10,64 2,00 1,58 7,88 11,88 2,23 ND 8,471,53 10,92 8,60 5,73 12,36 6,50 ND 2,95 NQ 3,788,49 6,08 NQ ND ND 1,08 2,61 4,81 2,59 18,47ND ND ND ND ND ND ND ND ND NDNota: ND: não dete
tados, valores menores que ξNQ: não quanti�
ados, valores perten
entes ao intervalo [ξ, τ).Nas amostras S1, S2, S3 e S4 foram ajustados o modelo ME de duas formas,sem impor restrição do espaço paramétri
o para δ e impondo a restrição δ ≥ 0 , e o modelo(36) 
onsiderando 
ensura. As estimativas dos parâmetros, matriz de informação de Fisherobservada, o máximo da função de verossimilhança, bem 
omo algumas 
ara
terísti
as dasamostras são apresentadas na Tabela 10.Como esperado, observa-se que, na Tabela 10, as estimativas de θ não apre-sentaram grandes variações para o modelo ME 
onsiderando-se a restrição δ ≥ 0 (Mistura-r)ou não (Mistura), sendo exatamente iguais quando δ̂ > 0, o que o
orre para amostras S3 eS4. Porém, quando se impõe a restrição δ ≥ 0 no método de estimação, a 
onvergên
ia �
abastante sensível ao valor ini
ial utilizado no pro
esso de maximização. Taylor et al. (2001),em estudo similar, entretanto 
onsiderando apenas 
ensura à esquerda e uma úni
a amostra,observou que as variân
ias dos parâmetros por eles obtidas foram muito menores quandoestimadas sob restrição do espaço paramétri
o. No 
aso presente, entretanto, o
orre que, sobrestrição, as variân
ias são ligeiramente maiores, para a amostra S1. As verossimilhanças, poroutro lado, não apresentaram grandes variações entre estimação 
om e sem restrição, sendoque nos 
asos S3 e S4 são exatamente iguais, 
omo era de se esperar pois δ̂ > 0 e a função deverossimilhança é a mesma.



85Tabela 10 � Estimativas de máxima verossimilhança (EMV) dos parâmetros do modelo ME (41),
onsiderando-se a restrição δ ≥ 0 (Mistura-r) ou não (Mistura) ou modelo exponen
ial(36) 
om 
ensura (Censurado), 
onsiderando-se as amostras S1 a S4 apresentadas nasTabelas 6 a 9EMV I−1 Amostra e suasModelo
δ̂ θ̂ δ̂ θ̂

FV 
ara
terísti
asMistura -0,04127 1,6332 0,01543 0,0227 1,647×10−24 S10,1162 n = 30,Mistura-r 0,00000 1,6967 0,01566 0,0211 1,559×10−24 n0 = 7,0,1253 n1 = 6, n2 = 17,Censurado _ 1,6351 _ _ 1,972×10−17 n00 = 5, nc = 20,1168Mistura -0,00092 14,3584 0,00119 0,0172 8,802×10−49 S27,1083 n = 30,Mistura-r 0,00000 14,3604 0,00125 0,0172 8,799×10−49 n0 = 1,7,0988 n1 = 0, n2 = 29,Censurado _ 14,3597 _ _ 7,058×10−47 n00 = 0, nc = 17,1109Mistura 0,02213 43,4005 0,00110 0,0169 1,058×10−62 S365,0594 n = 30,Mistura-r 0,02213 43,4005 0,00110 0,0169 1,058×10−62 n0 = 1,65,0591 n1 = 0, n2 = 29Censurado _ 43,4109 _ _ 8,482×10−61 n00 = 1, nc = 065,1215Mistura 0,13981 4,5139 0,00233 0,0056 1,064×10−110 S40,2646 n = 100,Mistura-r 0,13981 4,5139 0,00233 0,0056 1,064×10−110 n0 = 23,0,2646 n1 = 9, n2 = 68Censurado _ 4,9186 _ _ 2,127×10−87 n00 = 14, nc = 90,3761Nota: n00: número de zeros verdadeiros
I−1: inversa da matriz Hessiana nc: número de zeros oriundos da 
ensuraFV: máximo da função de verossimilhança n1: número de valores “NI"
n2: número de observações maiores que τAs Figuras 18 e 19, apresentam os grá�
os de 
ontornos e superfí
ies da funçãode verossimilhança para as amostras S1 e S2 apresentadas nas Tabelas 6 e 7 e para as amostrasS3 e S4 apresentadas nas Tabelas 8 e 9, respe
tivamente, 
ujos resultados dos ajustes dosmodelos estão na Tabela 10.Observa-se, nas Figuras 18 (a) e (b), que o ponto de máximo da função deverossimilhança en
ontra-se fora do espaço paramétri
o de δ. No entanto, 
om a maximizaçãosob restrição, o ponto de máximo obtido �
a na fronteira do espaço seguindo a direção domáximo absoluto. Por outro lado, nas Figuras 18 (
) e (d), observa-se o máximo absoluto da



86função de verossimilhança está na fronteira, havendo 
on
ordân
ia entre as duas estimações.A Figura 19, ilustra os 
asos em que o ponto de máximo da função de ve-rossimilhança en
ontra-se dentro do espaço paramétri
o e pode-se observar, que utilizandomaximização 
om e sem restrição tem-se as mesmas estimativas.
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o de 
ontornos e superfí
ie da função de verossimilhança para as amostras S1 em(a)-(b) e S2 em (
)-(d), 
om respe
tivas estimativas de máxima verossimilhança 
om arestrição δ ≥ 0 (⊠) ou (+) sem restrição
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o de 
ontornos e superfí
ie da função de verossimilhança para as amostras S3 em(a)-(b) e S4 em (
)-(d) 
om respe
tivas estimativas de máxima verossimilhança 
om arestrição δ ≥ 0 (⊠) ou (+) sem restriçãoPara testar formalmente se o modelo de mistura deve ser 
onsiderado, isto é,testar a hipótese H0 : δ = 0 
ontra a hipótese Ha : δ > 0, utilizou-se a metodologia apresen-tada na seção 3.2.2, 
ujos resultados para as amostras S1 a S4 são apresentados na Tabela 11.Desses resultados, pode-se 
on
luir que não há evidên
ias para rejeitar H0 
onsiderando-se asamostras S1, S2 e S3 e o nível de signi�
ân
ia de 5%. Nesses 
asos, portanto, a opção pelomodelo de mistura (14), em que g(y; θ) é uma função de densidade exponen
ial, pode não sero mais adequado, sendo mais indi
ado estimar g(y; θ) sob 
ensura. Isso �
a evidente, nesses



88
asos, pela proximidade muito grande entre as estimativas de θ obtidas 
onsiderando-se osmodelos 
om ou sem mistura. Por outro lado, há forte evidên
ia para rejeitar H0, sugerindoque o modelo de mistura seja utilizado.Tabela 11 � Estatísti
as (TRV ) do teste da razão de verossimilhança e respe
tivos valores p para asamostras S1 a S4 apresentados nas Tabelas 6 a 9, respe
tivamenteAmostra TRV valor pS1 0,110 0,3700S2 0,001 0,4895S3 0,822 0,1820S4 11,022 0 ,00054.1.2 Con
lusõesOs parâmetros do modelo mostraram se de fá
il estimação, porém quando serestringe o espaço paramétri
o os valores utilizados para ini
iar o pro
esso iterativo podemser determinantes no valor para o qual as estimativas 
onvergem. Uma sugestão é utilizar osestimadores de momentos 
onfrontados 
om grá�
os de 
ontorno.Para o parâmetro δ, que determina a probabilidade de zeros verdadeiros napopulação ou seja, de não haver a�atoxina, as estimativas apresentaram-se melhores paravalores mais altos de δ ou amostras maiores.As estimativas de E(Y ), tiveram VR% mais elevados nos 
enários em que osparâmetros envolvidos no estimador também tiveram VR% altos.Os limites dos intervalos de 
ensura tiveram in�uên
ia nas estimativas de δ e
θ, apenas para valores baixos de δ, ver Tabelas 3 e 4 .Segundo a literatura, quando um lote apresenta uma alta quantidade de a�a-toxina raramente se tem uma grande quantidade de zeros. Portando, o δ será pequeno e paraesses 
asos a distribuição não apresentou problemas.Com isso, 
on
lui-se que se as observações mensuradas têm um 
omportamentoque permite o ajuste da distribuição exponen
ial, e que o modelo de mistura 
om 
ensuraapresentado pode ser indi
ado para modelagem de dados in�a
ionados de zeros.



894.2 Simulação para mistura 
om distribuição de Weibull
4.2.1 Avaliação dos quatro métodos e das diferentes parametrizações para dis-tribuição de Weibull

Na Tabela 12, são apresentadas as médias dos VR% e dos EQM dos 40 
enários,dis
utidos na seção 3.2.7, divididos em dois grupos de 20 
enários 
ada, sendo um para ospares (ξ; τ) = (0, 11; 0, 22) e o outro para (ξ; τ) = (0, 5; 1), 
onsiderando as três parametriza-ções da distribuição de Weibull e os quatro pro
edimentos de estimação dos parâmetros. Podeser observado, na Tabela 12, que a parametrização P2, de forma geral, teve melhor perfor-man
e que a parametrização P1 e P3 independente do pro
edimento de estimação, forne
endomenores VR% e menores EQM, ex
eto para o viés relativo de β̂ e Ê(Y ). Entretanto, paraos VR% do parâmetro δ 
om ξ = 0,11 não há grandes diferenças. Veri�
a-se, também, quea forma de parametrização da distribuição de Weibull e o pro
edimento de estimação nãoafetam o EQM das estimativas de δ. Este resultado é muito importante para es
olha daparametrização a ser utilizada visto que o EQM é uma ponderação entre viés e variân
iadas estimativas. Isso leva a optar pela parametrização P2, já que de forma geral apresentoumelhores resultados.Nas Tabelas 31 e 32, no Anexo D, são apresentados os resultados da Tabela 12segundo o valor de E(Y ), a partir das quais 
onstata-se que as 
on
lusões anteriores sobre P2são válidas independentemente de E(Y ).A Tabela 12 indi
a que a parametrização P2 traz melhores resultados sugerindo,ainda, que o pro
edimento M4 deve ser preferido aos outros. A�m de auxiliar na de
isão pelomelhor método, 
ontou-se o número de vezes que 
ada método produziu o menor VR% emenor EQM que os demais, 
ujos resultados são mostrados na Tabela 13. Estes, 
orroborampara validar as 
on
lusões já obtidas a partir da Tabela 12 e 
ontribuem para a 
on
lusãode que o método 4, aliado a parametrização P2, deve ser empregado nas estimações dosparâmetros.



90Tabela 12 � Médias dos VR% e dos EQM para estimativas de α, β, δ e E(Y ) 
onsiderando n = 15,
δ = 0,10 ou 0,30 e α = 1,5 ou 2 em função de ξ e E(Y ), baseado em 10000 repetições,segundo des
rito na Seção 3.2.7VR% médio EQM médio

(ξ; τ) Método α̂ β̂ δ̂ Ê(Y ) α̂ β̂ δ̂ Ê(Y )(0,11; 0,22) M1 e P1 14,522 -0,319 -0,214 0,091 0,396 3,069 0,010 2,149M2 e P1 14,452 -0,357 -0,221 0,063 0,397 3,071 0,010 2,148M3 e P1 14,452 -0,357 -0,221 0,063 0,397 3,071 0,010 2,148M4 e P1 13,117 -0,074 -0,222 0,549 0,392 3,089 0,010 2,248M1 e P2 9,561 -1,399 -0,213 -0,957 0,262 2,906 0,010 2,087M2 e P2 9,507 -1,427 -0,221 -0,974 0,262 2,908 0,010 2,087M3 e P2 9,506 -1,427 -0,221 -0,975 0,262 2,908 0,010 2,087M4 e P2 8,043 -1,255 -0,214 -0,571 0,261 2,937 0,010 2,200M1 e P3 14,518 -0,320 -0,216 0,090 0,396 3,068 0,010 2,149M2 e P3 14,442 -0,362 -0,222 0,059 0,397 3,071 0,010 2,148M3 e P3 14,448 -0,372 -0,222 0,047 0,397 3,071 0,010 2,148M4 e P3 13,121 -0,209 -0,222 0,384 0,392 3,079 0,010 2,191(0,5; 1) M1 e P1 15,667 -0,525 0,334 -0,156 0,452 3,233 0,011 2,155M2 e P1 15,363 -0,681 0,331 -0,291 0,452 3,242 0,011 2,149M3 e P1 15,363 -0,681 0,331 -0,291 0,452 3,242 0,011 2,149M4 e P1 14,686 -0,387 0,331 0,067 0,445 3,247 0,011 2,209M1 e P2 10,550 -1,601 0,194 -1,168 0,309 3,066 0,011 2,099M2 e P2 10,210 -1,731 0,191 -1,262 0,309 3,073 0,011 2,097M3 e P2 10,208 -1,731 0,192 -1,263 0,309 3,073 0,011 2,097M4 e P2 9,392 -1,546 0,166 -0,981 0,304 3,086 0,011 2,167M1 e P3 15,664 -0,510 0,331 -0,138 0,452 3,235 0,011 2,162M2 e P3 15,348 -0,694 0,330 -0,306 0,452 3,242 0,011 2,148M3 e P3 15,366 -0,626 0,330 -0,231 0,452 3,236 0,011 2,156M4 e P3 14,682 -0,723 0,331 -0,318 0,445 3,245 0,011 2,136



91Tabela 13 � Número de vezes que o método e a parametrização forne
eram menores VR% ou menorEQM para estimativas de α, β, δ e E(Y ) 
onsiderando n = 15, δ = 0,10 ou 0,30 e
α = 1,5 ou 2 em função de ξ e E(Y ), baseado em 10000 repetiçõesVR% EQM

ξ = 0, 11 ξ = 0, 5 ξ = 0,11 ξ = 0, 5

E(Y ) 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10MétodoM1 e P1 2 3 1 - 1 1 4 3 2 3 - 1 - - - - - - - -M2 e P1 - - 1 1 1 - - - 1 - - - - - - - - 1 - -M3 e P1 - - - - - 1 - - - 1 - 1 - - - 2 - - - -M4 e P1 8 3 2 3 4 7 4 4 6 6 - - - - - - - - - -M1 e P2 2 1 - 1 - 1 - - 1 - 6 7 9 9 5 3 5 5 8 10M2 e P2 - - 1 - - 1 - - - - 2 2 2 3 4 1 1 3 1 2M3 e P2 2 2 - - - 2 - - 1 - 1 1 4 2 5 1 3 3 3 1M4 e P2 5 7 7 7 7 6 10 9 6 6 6 6 3 4 4 9 9 7 6 5M1 e P3 - - 1 2 1 - - 3 1 1 4 2 2 1 1 - - - -M2 e P3 - - 1 2 3 - 1 - - 1 - - - - - 1 - - - -M3 e P3 - 2 2 - - 1 - - 1 1 1 - - 1 2 - - - - -M4 e P3 1 2 4 4 3 - 1 1 1 1 - - - - - 2 2 1 2 2Total 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20Nas Tabelas 14 e 15, são apresentadas as proporções de regiões de 90, 95 e99% 
on�ança 
ontendo as estimativas do vetor de parâmetros (δ, α, β) resultantes de 10000amostras aleatórias simuladas de tamanho 15 para 
ada um dos quartetos (ξ, δ, α,E(Y ))baseados nas 
ombinações das 
oordenadas dos vetores δ = (0, 10; 0, 30), α = (1, 5; 2, 0),
E(Y ) = (2; 4; 6; 8; 10) e ξ = (0,11; 0,50). As probabilidades de 
oberturas empíri
as quenão rejeitam a hipótese de serem iguais aos valores de 
oberturas nominais estão a
ompan-hadas de um asteris
o (*) nas Tabelas 14 e 15, 
onforme resultados apresentados no AnexoB, página 142. Por meio dessas tabelas, pode-se também, avaliar o efeito da utilizaçãodas três parametrizações da distribuição de Weibull, P1, P2 e P3. Observa-se que todasas parametrizações foram e�
ientes para regiões de 99% de 
on�ança e δ = 0,10, prin
ipal-



92mente 
om ξ = 0,11. Considera-se e�
iên
ia no sentido de que nas situações 
onsideradas aprobabilidade de 
obertura empíri
a atingiu o valor de 
obertura nominal.Tabela 14 � Proporção de regiões de 
on�ança 
ontendo as estimativas do vetor de parâmetros
(δ, α, β) resultantes de 10000 amostras aleatórias simuladas de tamanho n = 15 e
ξ = 0,11 em função de E(Y ), δ e α99% 95% 90%

E(Y ) δ α P1 P2 P3 P1 P2 P3 P1 P2 P32 0,10 1,5 98,8* 98,8* 98,8* 94,2 94,2 94,2 88,5 88,5 88,52 99,0* 99,0* 99,0* 94,6* 94,6* 94,6* 89,0 89,0 89,00,30 1,5 98,4 98,4 98,4 93,0 93,0 93,0 87,3 87,3 87,32 98,3 98,3 98,2 93,3 93,4 93,3 87,3 87,5 87,34 0,10 1,5 98,8* 98,9* 98,8* 95,0* 95,0* 95,0* 89,7* 89,7* 89,7*2 98,9* 99,0* 98,9* 94,8* 95,0* 94,8* 89,2 89,5* 89,20,30 1,5 98,6 98,7 98,6 92,9 93,3 92,9 86,8 87,2 86,82 98,3 98,5 98,3 93,4 94,1 93,4 87,6 88,7 87,66 0,10 1,5 98,8* 98,9* 98,8* 94,6* 94,8* 94,6* 89,2 89,5* 89,12 98,9* 99,0* 98,9* 94,4 94,8* 94,4 89,2 89,9* 89,20,30 1,5 98,3 98,6 98,3 93,4 94,0 93,4 87,4 88,3 87,42 98,5 98,7 98,5 93,3 94,1 93,3 87,5 89,0 87,58 0,10 1,5 98,8* 98,8* 98,8* 94,5 94,9* 94,5 89,0 89,6* 89,02 98,9* 99,0* 98,9* 94,6* 95,1* 94,6* 89,1 90,1* 89,10,30 1,5 98,2 98,5 98,2 93,6 94,2 93,6 87,7 88,9 87,72 98,5 98,7 98,5 93,4 94,4 93,4 87,3 89,0 87,310 0,10 1,5 98,9* 99,0* 98,9* 94,7* 95,0* 94,7* 89,2 89,7* 89,12 98,8* 99,0* 98,8* 94,5 95,0* 94,4 89,0 89,9* 89,00,30 1,5 98,3 98,5 98,3 93,4 94,2 93,4 87,6 88,9 87,52 98,5 98,8* 98,5 93,1 94,2 93,1 87,7 89,3 87,7Nota: Erro padrão aproximado igual a 0,001, 0,002 e 0,003 para 99%, 95% e 90%, respe
tivamente.(*): probabilidade de 
obertura dentro da região de a
eitação.Comparando os valores apresentados na Tabela 14 
om valores da Tabela 15,
onstata-se que intervalos de 
ensura maiores trazem estimativas mais pobres. Tanto para
ξ = 0,11 quanto para ξ = 0,50 as regiões 99% são mais �dedignas que 95% e por sua vez asde 95% são mais �dedignas que 90%.



93Tabela 15 � Proporção de regiões de 
on�ança 
ontendo as estimativas do vetor de parâmetros
(δ, α, β) resultantes de 10000 amostras aleatórias simuladas de tamanho n = 15 e
ξ = 0,50 em função de E(Y ), δ e α99% 95% 90%

E(Y ) δ α P1 P2 P3 P1 P2 P3 P1 P2 P32 0,10 1,5 98,7 98,7 98,7 93,7 93,7 93,7 87,3 87,5 87,42 98,9* 98,9* 98,9* 93,8 93,9 93,8 87,8 87,8 87,80,30 1,5 98,4 98,5 98,4 93,3 93,4 93,3 87,4 87,5 87,42 98,2 98,3 98,2 93,4 93,5 93,4 87,1 87,4 87,14 0,10 1,5 99,0* 99,0* 98,9* 94,3 94,5 94,2 88,2 88,3 88,12 98,7 98,8* 98,7 94,3 94,6* 94,3 88,6 88,9 88,50,30 1,5 98,4 98,5 98,4 93,4 93,8 93,4 87,6 88,1 87,62 98,4 98,7 98,4 93,7 94,3 93,7 88,2 89,0 88,26 0,10 1,5 98,8* 98,9* 98,8* 94,2 94,5 94,2 88,4 88,8 88,22 98,8* 98,9* 98,8* 94,5 95,0* 94,5 89,0 89,8* 88,90,30 1,5 98,2 98,3 98,2 92,9 93,4 92,9 86,9 87,8 86,92 98,1 98,4 98,1 93,1 93,7 93,1 87,2 88,6 87,28 0,10 1,5 98,8* 98,9* 98,8* 94,3 94,5 94,3 88,8 89,2 88,62 99,0* 99,1* 99,0* 94,3 94,8* 94,3 89,1 89,9* 89,00,30 1,5 98,4 98,6 98,4 93,7 94,4 93,7 87,7 88,9* 87,72 98,2 98,5 98,2 93,3 94,1 93,3 87,5 89,2 87,510 0,10 1,5 99,0* 99,1* 99,0* 95,0* 95,2* 95,0* 89,2 89,8* 89,12 98,9* 99,0* 98,9* 94,6* 95,1* 94,6* 89,7* 90,5* 89,6*0,30 1,5 98,7 98,9* 98,7 93,3 94,0 93,3 87,4 88,7 87,42 98,4 98,7 98,4 93,5 94,5 93,5 87,7 89,6* 87,7Nota: Erro padrão aproximado igual a 0,001, 0,002 e 0,003 para 99%, 95% e 90%, respe
tivamente.(*): probabilidade de 
obertura dentro da região de a
eitação.Com resultados dessa simulações observa-se que geralmente os valores nominaisesperados para as regiões de 
on�ança foram subestimado independente da parametrizaçãoutilizada para distribuição de Weibull. Porém, em todos os 
asos, a parametrização P2mostrou-se mais e�
iente trazendo valores mais próximos dos esperados.Nas Figuras 20 e 21, são apresentados grá�
os das regiões de 90, 95 e 99%
on�ança para uma amostra de tamanho 15 
onsiderando os parâmetros δ = 0,30, α = 1,5 e
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β = 15,82475 
om ξ = 0,50 e τ = 1.a)
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α̂Figura 20 � Regiões de 90, 95 e 99% 
on�ança para uma amostras de tamanho 15 
onsiderando osparâmetros δ = 0,30, α = 1,5 e β = 15,82475 
om ξ = 0,50 e τ = 1 e parametrizaçõesP1, P2 e P3 em (a), (b) e (
), respe
tivamante, e 10000 estimativas de (α, β) provenientesde simulaçõesAs Figuras 20 (a), (b) e (
) são referentes às parametrizações P1, P2 e P3,respe
tivamente. Sob as mesmas são apresentadas as 10000 estimativas obtidas pelo métodoM4 para 
ada uma das três parametrizações da distribuição de Weibull. Os 
ontornos dasregiões de 
on�ança apresentados nas Figuras 21 (a) e (b) foram 
onstruídos 
onsiderando aparametrização P1 e sob estes são apresentadas as 10000 estimativas reparametrizadas queforam obtidas 
om o uso das parametrizações P2 e P3. Nesse 
aso, pode ser observado quea parametrização P2 propor
ionou melhores estimativas para os parâmetros α e β, 
omodis
utido anteriormente.
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α̂Figura 21 � Regiões de 90, 95 e 99% 
on�ança para uma amostra de tamanho 15 
onsiderando osparâmetros δ = 0,30, α = 1,5 e β = 15,82475 
om ξ = 0,50 e τ = 1 
om a parametrizaçãoP1, e 10000 pontos (α̂, β̂) provenientes de simulações segundo as parametrizações P2 eP3, em (a) e (b), respe
tivamente4.2.2 Avaliação das estimativas dos parâmetros e E(Y ) 
onsiderando diferentesvalores esperadosNesta seção são apresentados os resultados do estudo de simulação de MonteCarlo, realizado para investigar o 
omportamento das estimativas dos parâmetros δ, αe β, e também para o valor médio E(Y ), baseados em 4000 de 
ada um dos pos-síveis quintetos (ξ, n, δ, α,E(Y )), sendo ξ = (0,11; 0,50), n = (15; 30; 50; 100), δ =

(0,10; 0,15; 0,20; 0,25; 0,30; 0,35; 0,40; 0,45), α = (1,5; 2,0) e E(Y ) = (1; 3; 4; . . . ; 35). As es-timativas foram obtidas 
onsiderando o método de estimação M4 
om a parametrização P2,tida 
omo de melhor performan
e na seção 4.2.1.Cada resultado apresentado nas Tabelas 16, 17, 18, 19, representa a média dosVR% e EQM das estimativas dos parâmetros δ, α e β e do valor médio E(Y ), respe
tivamente,resultantes de 280 
enários baseados nas 
ombinações dos valores assumidos para δ e E(Y ),
ada 
enário amostrado 4000 vezes, em função de n, α e ξ. Os dados a partir dos quais foram
onstruídas tais tabelas, para diferentes valores de δ, são apresentados nas Tabelas 33 a 36,que se en
ontram no Anexo D. Nestas, 
ada resultado representa a média dos VR% absolutos(VR%) para determinado vetor (δ, α, ξ, n) e E(Y ) variando de 1 até 35, isto é,
V R% =

1

35

35∑

t=1

{
1

4000

4000∑

i=1

θ̂ti
θ

− 1

} (71)



96sendo θ o parâmetro de interesse. De forma análoga, as Tabelas 37 a 40 apresentam as médiasdos valores de EQM (EQM), ou seja,
EQM =

1

35

35∑

t=1

1

4000

4000∑

i=1

[(
θ̂ti − θ

)2 − Var(θ̂ti)]. (72)Observa-se nos resultados apresentados na Tabela 16, em todos os 
enários,que aumentando-se o tamanho da amostra n obtém-se uma redução no valor médio do VR%,em valor absoluto, e do EQM. Além disso, tanto o VR% quanto o EQM mostram melhoresresultados quando ξ = 0,11 do que quando ξ = 0,50. Comparando os valores médios dos VR%e dos EQM 
om relação ao parâmetro de forma da distribuição de Weibull, veri�
a-se que ametodologia apresentou melhores resultados nos 
asos em que α = 0,2 do que para α = 0,15.O valor médio do viés relativo per
entual foi negativo em todos os 
enários apresentados naTabela 16, revelando que o parâmetro δ foi, de forma geral, subestimado.Pode-se notar das Tabelas 33 e 37, no Anexo D, que aumentando a proporçãode zeros verdadeiros (δ) de 0,10 para 0,45 o viés relativo diminui em módulo e enquato a oEQM aumenta.



97Tabela 16 � Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de δ̂ emfunção de α, ξ e n, 
onsiderando-se 280 situações dadas pelas 
ombinações dos 8 valoresde δ e dos 35 valores de E(Y ) amostradas 4000 vezesVR% EQM
n α ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média15 1,5 -0,2372 -0,3350 -0,2861 0,0125 0,0134 0,01292,0 -0,0596 -0,2809 -0,1702 0,0124 0,0128 0,0126Média -0,1484 -0,3079 -0,2282 0,0124 0,0131 0,012830 1,5 -0,1484 -0,3011 -0,2247 0,0063 0,0069 0,00662,0 0,0025 -0,1644 -0,0810 0,0062 0,0065 0,0063Média -0,0730 -0,2327 -0,1528 0,0062 0,0067 0,006450 1,5 -0,0615 -0,2586 -0,1600 0,0037 0,0042 0,00392,0 -0,0193 -0,1550 -0,0871 0,0037 0,0039 0,0038Média -0,0404 -0,2068 -0,1236 0,0037 0,0040 0,0039100 1,5 -0,0145 -0,1009 -0,0577 0,0019 0,0021 0,00202,0 -0,0139 -0,0715 -0,0427 0,0019 0,0019 0,0019Média -0,0142 -0,0862 -0,0502 0,0019 0,0020 0,0019Na Figura 22, são apresentados grá�
os de viéses relativos médios per
entuaisde δ̂ em função de E(Y ) para situações envolvendo diferentes valores de n e δ. Na Figura 22(a) e (b) é apresentado o 
omportamento do VR% para os oito valores de δ, n igual a 15 e100 respe
tivamente, e ξ = 0,11, observando-se que os VR% os
ilam em torno de 0%. Dentreos valores usados para δ nas simulações, tem-se que δ = 0,10 apresentou maiores valoresdo viés relativo per
entual, em valor absoluto. De forma geral, não há ví
io aparente nasestimativas 
ausado pela variação da esperança, E(Y ) da variável aleatória estudada, masem grá�
os similares para ξ = 0,50, pode-se observar que o
orreu aumento do VR% quando

E(Y ) é menor que 3.Os grá�
os apresentados na Figura 22 (
) e (d), para δ = 0,10 e δ = 0,45,respe
tivamente, eviden
iam que independente do valor de δ e E(Y ), amostras de tamanho
n = 15 produzem estimativas menos a
uradas.
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Figura 22 � Viés relativo per
entual de δ̂ em função da E(Y ), dado α = 1,5 e ξ = 0,11 para diferentesvalores de δ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhosamostrais n e δ = 0,10 (
) ou δ = 0,45 (d)
Na Tabela 17 é apresentado as médias dos VR% e dos EQM para o parâmetro

α. Nota-se em todos os 
enários, 
omo esperado, que tanto o VR% quanto o EQM diminui
om o aumento de n. Foi observado que as médias dos VR% para ξ = 0,11 são, na maioriadas situações, menores do que para ξ = 0,50, o mesmo o
orrendo para o EQM. Entretanto,
onsiderando as variações no valor usado para o parâmetro α, observou-se que o VR% e oEQM não tiveram os mesmos 
omportamentos, sendo o VR% melhor nos 
asos de α = 2 e oEQM melhor nos 
asos em que α = 1,50. Em 5 das 16 situações apresentadas na Tabela 17,
α foi subestimado, em todos os 
asos quando o valor usado na simulação foi α = 2.



99Tabela 17 � Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de α̂ emfunção de α, ξ e n, 
onsiderando-se 280 situações dadas pelas 
ombinações dos 8 valoresde δ e dos 35 valores de E(Y ) amostradas 4000 vezesVR% EQM
n α ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média15 1,5 6,3325 7,2040 6,7683 0,2210 0,2824 0,25172,0 2,6686 3,0235 2,8460 0,3923 0,4107 0,4015Média 4,5005 5,1138 4,8071 0,3067 0,3465 0,326630 1,5 2,7826 3,2701 3,0263 0,0783 0,0924 0,08542,0 -0,1783 0,0883 -0,0450 0,1525 0,1581 0,1553Média 1,3021 1,6792 1,4907 0,1154 0,1253 0,120350 1,5 1,8484 2,1477 1,9981 0,0442 0,0518 0,04802,0 -0,5740 -0,4774 -0,5257 0,0864 0,0913 0,0889Média 0,6372 0,8352 0,7362 0,0653 0,0716 0,0684100 1,5 0,6212 1,1568 0,8890 0,0220 0,0255 0,02372,0 -0,9321 -0,6736 -0,8029 0,0466 0,0475 0,0471Média -0,1555 0,2416 0,0431 0,0343 0,0365 0,0354

Na Figura 23 , são apresentados grá�
os de viéses relativos per
entuais de α̂em função da E(Y ), dado α = 2 e ξ = 0,11 
onsiderando diferentes valores de δ e tamanhoamostral n = 15 ou n = 100 , ou para diferentes tamanhos amostrais e δ = 0,10 ou δ =

0,45. Como pode ser observado o valor do VR% de α̂ é alto para E(Y ) = 1 diminuindorapidamente até E(Y ) = 5, havendo uma mudança nessa velo
idade entre E(Y ) = 5 e E(Y ) =

15, estabilizando para E(Y ) > 15, 
om tendên
ia a ter VR% negativo em alguns 
asos epositivo em outros. Este 
omportamento é observado tanto para ξ igual a 0,11 ou 0,5, quanto
α = 1,5 ou 2.
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d) δ = 0,45

0 5 10 15 20 25 30 35

−
5

0
5

10
15

20
25

E(Y)

V
ié

s 
re

la
tiv

o 
(%

)
n = 15 n = 30 n = 50 n = 100

Figura 23 � Viés relativo per
entual de α̂ em função da E(Y ), dado α = 2 e ξ = 0,11 para diferentesvalores de δ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhosamostrais n e δ = 0,10 (
) ou δ = 0,45 (d)
Dos resultados da simulação, mostrados na Tabela 18, foi observado que quantomaior o tamanho da amostra n, menor são as médias dos VR% e dos EQM, observando asmédias em valores absolutos. Nota-se, ainda, que o parâmetro de es
ala da distribuição deWeibull foi pou
o afetado pela mudança dos limites de ξ = 0,11 para 0,5, sendo as médias dosVR% quando ξ = 0,11, um pou
o inferiores, fato o
orrido, tanto para α = 1,5 quanto para

α = 2. Pode-se observar ainda, que o viés relativo per
entual é menor, em valor absoluto damédia, para α = 1,5 em relação a α = 2, porém essa a�rmação é 
ontrária para as médias dosEQM. Além disso, a partir dos sinais apresentados pelas médias dos VR%, 
on
lui-se que asestimativas de β subestimam o valor do parâmetro.



101Tabela 18 � Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de β̂ emfunção de α, ξ e n, 
onsiderando-se 280 situações dadas pelas 
ombinações dos 8 valoresde δ e dos 35 valores de E(Y ) amostradas 4000 vezesVR% EQM
n α ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média15 1,5 -2,8650 -2,9935 -2,9292 50,3063 51,0536 50,68002,0 -3,5325 -3,6459 -3,5892 32,3003 30,1297 31,2150Média -3,1987 -3,3197 -3,2592 41,3033 40,5917 40,947530 1,5 -1,5845 -1,6053 -1,5949 25,7377 26,0424 25,89012,0 -2,2897 -2,2661 -2,2779 16,6125 15,6497 16,1311Média -1,9371 -1,9357 -1,9364 21,1751 20,8461 21,010650 1,5 -0,8904 -0,8762 -0,8833 15,6294 15,8844 15,75692,0 -1,4869 -1,5232 -1,5051 9,9704 9,5918 9,7811Média -1,1887 -1,1997 -1,1942 12,7999 12,7381 12,7690100 1,5 -0,5852 -0,4006 -0,4929 8,1382 8,1181 8,12812,0 -0,9744 -0,9121 -0,9433 5,2111 4,9928 5,1020Média -0,7798 -0,6564 -0,7181 6,6747 6,5554 6,6151

Na Figura 24 são apresentados os viéses relativos per
entuais de β̂ em funçãoda E(Y ), dado α = 2 e ξ = 0,11 para diferentes valores de δ e tamanho amostral n = 15ou n = 100, ou para diferentes tamanhos amostrais n e δ = 0,10 ou δ = 0,45. Nestes,observa-se que o VR% de β aumenta no sentido negativo para valores de E(Y ) entre 1 e 10estabilizando para valores maiores que 10. Nas Figuras 24 (a) e (
), observa-se que o VR%é menor para δ = 0,10 tornando-se maior 
om o aumento do valor de δ independente dotamanho da amostra ou da E(Y ), o que pode ser 
on�rmado na Tabela 35 que en
ontra-seno Anexo D. Os grá�
os das Figura 24 (a) e (
), por sua vez, revelam, para δ = 0,10 e 0,45,que, para n = 15, o viés relativo per
entual é maior que para amostras de tamanhos maiores,independente do valor de E(Y ).
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Figura 24 � Viés relativo per
entual de β̂ em função da E(Y ), dado α = 2 e ξ = 0,11 para diferentesvalores de δ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhosamostrais n e δ = 0,10 (
) ou δ = 0,45 (d)Na Tabela 19 são apresentados as médias dos valores de viés relativo (VR%)e de erros quadrados médios (EQM) de Ê(Y ) em função de α, ξ e n, 
onsiderando-se 280situações dadas pelas 
ombinações dos 8 valores de δ e dos 35 valores de E(Y ) amostradas4000 vezes. Nesta, 
omo para os parâmetros do modelo, a utilização de amostras maioresleva a médias menores de VR% e de EQM paras as estimativas de E(Y ), 
omo pode ser vistona Tabela 19. Os resultados de simulação mostram, ainda, que os valores de ξ 
onsideradospou
o in�uen
iaram as médias dos VR% e dos EQM. Entretanto, a diferença 
onsiderada nosvalores �xados de α in�uen
iaram no VR% e no EQM, sendo os VR% para α = 1,5 maiores,em valor absoluto, e os EQM menores, 
omparados aos valores para α = 2. Considerandoainda a Tabela 19, veri�
a-se que E(Y ) é, geralmente, subestimada. Quanto à in�uên
ia dosvalores de δ usados nas simulações sobre as estimativas da E(Y ), observa-se nas Tabelas 36 e



10340 apresentadas no Anexo D, que valores de menores δ levam a VR% e EQM melhores.Tabela 19 � Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de Ê(Y )em função de α, ξ e n, 
onsiderando-se 280 situações dadas pelas 
ombinações dos 8valores de δ e dos 35 valores de E(Y ) amostradas 4000 vezesVR% EQM
n α ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média15 1,5 -1,7781 -1,8772 -1,8277 29,7500 29,5863 29,66812,0 -2,5585 -2,6061 -2,5823 22,6838 22,2299 22,4568Média -2,1683 -2,2416 -2,2050 26,2169 25,9081 26,062530 1,5 -1,0849 -1,0594 -1,0721 14,9021 14,9200 14,91112,0 -1,8009 -1,7422 -1,7715 11,4649 11,2378 11,3514Média -1,4429 -1,4008 -1,4218 13,1835 13,0789 13,131250 1,5 -0,6134 -0,5525 -0,5829 8,9799 9,0415 9,01072,0 -1,1819 -1,1884 -1,1851 6,9227 6,8499 6,8863Média -0,8977 -0,8704 -0,8840 7,9513 7,9457 7,9485100 1,5 -0,4110 -0,2549 -0,3330 4,5784 4,5648 4,57162,0 -0,7945 -0,7203 -0,7574 3,5302 3,4960 3,5131Média -0,6028 -0,4876 -0,5452 4,0543 4,0304 4,0424Os grá�
os do viés relativo per
entual de Ê(Y ) em função de E(Y ) para situ-ações envolvendo diferentes valores de n e δ, apresentados na Figura 25, mostram que osVR% são negativos para maioria dos valores de E(Y ) 
onsiderados na simulação. Além disso,nota-se na Figura 25 (a) e (
), que para valores baixos de δ e de n 
om E(Y ) = 1 o viésrelativo per
entual pode ser muito maior em valor absoluto do que para E(Y ) = 2, em quegeralmente é o valor que apresenta VR% mais próximo de zero. O VR% tente aumentar para

E(Y ) = 2 aumentando até E(Y ) = 10, estabilizando para valores maiores de E(Y ). Deve-seressaltar, entretanto, que o maior valor observado de VR% é inferior a 6%, em valor absoluto,o que sugere que mesmo na situação mais 
ríti
a, não há grandes problemas na utilizaçãoprati
a da metodologia.
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Figura 25 � Viés relativo per
entual de Ê(Y ) em função da E(Y ), dado α = 2 e ξ = 0,11 paradiferentes valores de δ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentestamanhos amostrais n e δ = 0,10 (
) ou δ = 0,45 (d)
De modo a analisar mais detalhadamente os resultados obtidos por meio dassimulações, foram 
onstruídos histogramas das estimativas dos parâmetros e grá�
os de dis-persão para os pares de parâmetros, 
omo apresentados as Figuras 37 a 42, no Anexo E,para valores de E(Y ) de 1 a 17. Por meio dos histogramas, observou-se que as estimativaspara δ e β apresentaram simetria em prati
amente todos os 
enários e que as estimativas doparâmetro α geralmente apresentam uma pequena assimetria positiva.Além disso, δ̂ apresentou 
omportamento tendendo ao dis
reto 
omo na Figura26. Os pontos sob o eixo das ab
issas na Figura 26, representam os 50 pontos (do tamanhoda amostra) distribuídos de forma equidistante no intervalo [0, 1] e os asteris
os (∗) a proba-bilidade do ponto ser zero.



105

δ̂

Fr
eq

uê
nc

ia

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3

0
50

10
0

15
0

20
0

25
0

Figura 26 � Histograma de 4000 estimativas do parâmetro δ = 0,10 para amostras de tamanho
n = 50 e sendo α = 1,5, β = 7, 3849, E(Y ) = 6 e ξ = 0,11 em que os (•) são mar
adoresdas 50 subdivisões do intervalo [0, 1] e ∗ as probabilidades de 
ada ponto o
orrer

Na Figura 27 são apresentados grá�
os de dispersão de 4000 estimativas dosparâmetros δ = 0,10, α = 1,5 e β = 7, 3849 
onsiderando amostras de tamanho n = 50,
E(Y ) = 6 e ξ = 0,11 onde em (a) tem-se δ̂ versus α̂, em (b) δ̂ versus β̂ e em (
) α̂ versus
β̂. Nesta, observa-se que o 
entro de massa das estimativas 
oin
idem 
om o 
ruzamento daslinhas tra
ejadas que representam os valores dos parâmetros utilizados nas simulações. Este
omportamento indi
a que há a
urá
ia nas estimativas.
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Figura 27 � Grá�
os de dispersão de 4000 estimativas dos parâmetros δ = 0,10, α = 1,5 e β = 7, 3849
onsiderando amostras de tamanho n = 50, E(Y ) = 6 e ξ = 0,11 onde em (a) tem-se δ̂versus α̂, em (b) δ̂ versus β̂ e em (
) α̂ versus β̂4.2.3 Con
lusõesO método de estimação M4 aliado à parametrização P2 da distribuição deWeibull mostraram bons resultados 
omo mostrado nas Tabelas 12 e 13, 
om maior fa
ilidadede implementação. Apresentando, ainda, boa probabilidade de 
obertura para os parâmetrosdo modelo (51), 
onforme pode ser observado das Tabelas 14 e 15.Como esperado o tamanho da amostra teve grande in�uên
ia nas estimativas



107dos parâmetros do modelo e no valor médio (E(Y )). Amostras grandes produziram reduções
onsideráveis tanto nos viéses relativos quanto nos erros quadráti
os médios.O aumento na quantidade de zeros, nas amostras, �zeram 
om que os valoresde VR% e os de EQM aumentassem para todas as estimativas, ex
eto para os de VR% para oparâmetro δ, que para quantidades maiores de zeros verdadeiros, a
arretou uma diminuiçãono VR%. O valor usado 
omo ponto de 
ensura teve grande in�uên
ia sobre as estimativasdo parâmetros δ e α, sendo que o valor maior de ξ impli
ou em maiores VR% e EQM. Porém,exer
eu pou
a in�uên
ia sobre β̂ e Ê(Y ).Com o parâmetro de forma da distribuição de Weibull �xado em 1,5 o
orreumaior VR% para δ e α e maior EQM para δ, β e E(Y ).Além disso, 
onsiderando os valores de δ e α �xados, a variação de E(Y ) = 1até E(Y ) = 35 não prejudi
a as estimativas da probabilidade de zeros verdadeiros, porém
ausa um aumento no sentido negativo do VR% das estimativas da E(Y ), que se estabilizapara E(Y ) > 10, sendo, na pior situação, inferior a -6%.Assim, para dados 
ensurados e in�a
ionados de zeros 
om valores maioresque zero seguindo distribuição de Weibull, o modelo de mistura de Weibull (51) aliado ametodologia de estimação proposta produz resultados satisfatórios.4.3 Simulação para mistura 
om distribuição gama4.3.1 Avaliação dos valores ini
iaisNa Tabela 20, são apresentadas as médias dos VR% e dos EQM das estimativasini
iais para os parâmetros da densidade de mistura gama (MG) dada em (61), 
al
ulados apartir de 10000 amostragens dos 80 
enários obtidos dos possíveis quartetos (ξ, δ, α,E(Y )),resultantes das 
ombinações das 
oordenadas dos vetores ξ = (0,11; 0,50), δ = (0,10; 0,30),
α = (1,5; 2), n = (15; 50) e E(Y ) = (2; 4; 6; 8; 10), de a
ordo 
om as idéias propostas naseção 3.2.8, todas estimadas 
onsiderando as amostras na formas YT , YI e Y2, de�nidas em(67). Além disso, na última linha da Tabela 20 estão dispostas as médias dos VR% e dosEQM da estimativas de δ baseadas nas proporções de zeros das amostras, isto é, n0/n. Essaestimativa foi obtida sem a preo
upação em dis
riminar zeros verdadeiros e zeros provenientesde 
ensuras. Resultados mais detalhados são apresentados nas Tabelas 41 e 42 do Anexo F,



108página 165. Com base nos resultados 
onstantes na Tabela 20, observa-se, de forma geral,que das formas estudadas para obtenção de valores ini
iais para o vetor de parâmetros (δ, α, β),a melhor performan
e é al
ançada 
om o uso de YI e o método dos momentos da distribuiçãogama para os parâmetros α e β, ou seja, o pro
edimento MM em 
onjunto 
om YI apresentouas menores médias dos VR% e dos EQM. Contudo, 
onsiderando-se somente as menoresmédias dos VR%, tem-se outra proposta que 
onsiste em utilizar YT 
om NM para obterestimativas, menos viesads de (α, β) e Y2 
om EMV para estimar δ.

Tabela 20 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) e dos erros quadráti
os médios (EQM)para estimativas dos parâmetros do modelo MG (61) pelos pro
edimentos propostosna seção 3.2.8, em função de três 
omposições amostrais YT , YI e Y2, resultantes de 80
ombinações das 
oordenadas dos vetores ξ = (0,11; 0,50), δ = (0,10; 0,30), α = (1,5; 2)e E(Y ) = (2; 4; 6; 8; 10), 
onsiderando n = (15; 50) e 10000 repetiçõesViés médio EQM médioMétodo α̂ β̂ δ̂ α̂ β̂ δ̂

YT MM -22,2347 33,0949 -19,5507 0,0128 0,0238 0,0123NM 2,4522 1,6612 -35,8379 0,0144 0,0144 0,0132MIS 4,8852 5,3314 -48,2369 0,0142 0,0144 0,0323EMV -55,0946 7,5558 4,7118 0,0337 0,0143 0,0144
YI MM 4,6052 4,6052 1,7889 0,0153 0,0153 0,0154NM -28,8970 -31,4248 9,9349 0,8427 0,8860 0,0144MIS -47,3333 26,0336 79,1687 1,1250 5,1876 8,0369EMV 91,8657 29,7788 22,7024 16,5139 8,2974 5,1205
Y2 MM 34,9584 100,9083 38,4156 67,1465 259,9633 67,2621NM 29,4065 36,3674 47,9968 14,9323 21,0978 251,4060MIS 80,0367 -5,3762 -21,5722 44,8059 9,3328 10,8616EMV -23,6089 -11,1116 -1,6582 10,9660 5,9068 11,9101

n0/n -16,6376 5,7622



109Tabela 21 � Médias dos VR% e dos EQM para estimativas de α, β, δ e E(Y ) para o modelo MG (61)
onsiderando n = 15, δ = 0,10 ou 0,30 e α = 1,5 ou 2 em função de ξ e E(Y ), baseadoem 10000 repetições, segundo des
rito na Seção 3.2.7
(ξ; τ) VR% médio EQM médioMétodo α̂ β̂ δ̂ Ê(Y ) α̂ β̂ δ̂ Ê(Y )(0,11; 0,22)M1 e K1 31,7273 -6,9195 -1,0927 -0,0622 3,8016 10,9437 0,0202 5,9069M2 e K1 31,4820 -6,5954 -1,0975 -0,1204 3,8099 11,0385 0,0202 5,9027M3 e K1 31,4820 -6,5954 -1,0975 -0,1204 3,8099 11,0379 0,0202 5,9027M4 e K1 31,6960 -6,4895 -1,0985 -0,0623 3,8103 11,2701 0,0202 5,9107M1 e K2 31,7351 -6,9056 -1,0933 -0,0596 3,8269 10,9794 0,0202 5,9079M2 e K2 31,4891 -6,5634 -1,0989 -0,1182 3,8356 11,2986 0,0202 5,9041M3 e K2 31,4891 -6,5634 -1,0989 -0,1182 3,8356 11,2990 0,0202 5,9041M4 e K2 31,3425 -6,0301 -1,1001 -0,0568 3,8508 11,7685 0,0202 5,9130(0,50; 1,00)M1 e K1 37,0293 -4,3821 -1,3573 -1,1831 5,2157 13,7384 0,0256 6,0255M2 e K1 36,2013 -3,5882 -1,3537 -1,4317 5,2283 13,9606 0,0256 6,0117M3 e K1 36,2013 -3,5882 -1,3537 -1,4317 5,2283 13,9606 0,0256 6,0117M4 e K1 36,6489 -3,8372 -1,3561 -1,2067 5,2095 13,9820 0,0256 6,0275M1 e K2 37,0580 -4,3641 -1,3606 -1,1807 5,2874 13,7739 0,0256 6,0267M2 e K2 36,2254 -3,4893 -1,3603 -1,4318 5,2961 14,1531 0,0256 6,0154M3 e K2 36,2254 -3,4889 -1,3603 -1,4318 5,2961 14,1561 0,0256 6,0155M4 e K2 36,4280 -3,5053 -1,3655 -1,2091 5,2961 14,4500 0,0256 6,0324Nota: K1: 
onsiderado YI em 
onjunto 
om o método dos momentos MM na obtenção de estima-tivas ini
iais de δ, α e β.K2: 
onsiderando as estimativas de (α, β) obtidas 
om YT em 
onjunto 
om NM e EMVpara δ 
om Y2 .A 
omparação dos métodos M1, M2, M3 e M4, des
ritos na Seção 3.2.7, foirealizada a partir das médias dos VR% e dos EQM de α̂, β̂, δ̂ e Ê(Y ), apresentadas naTabela 21. Nesta, os resultados foram 
al
ulados a partir de 10000 repetições dos 40 
enáriosobtidos dos possíveis quartetos (ξ, δ, α,E(Y )), resultantes das 
ombinações das 
oordenadasdos vetores ξ = (0,11; 0,50) δ = (0,10; 0,30), α = (1,5; 2) e E(Y ) = (2; 4; 6; 8; 10). Para a



110estimação de α, β e δ, adotram-se duas formas para obtenção das estimativas ini
iais de δ, αe β, sendo, na primeira, 
onsiderado YI em 
onjunto 
om o método dos momentos MM, nasegunda as estimativas de (α, β) são obtidas 
om YT em 
onjunto 
om NM e estimativas de
δ obtidas por meio do método de maxima verossimilhança (EMV) 
om Y2 .Os resultados obtidos, expostos na Tabela 21, apontam que quando se 
onsideraVR% e EQM simultaneamente os métodos M2 e M3 apresentam melhores resultados indepen-dentemente dos pro
edimentos para obtenção dos valores ini
iais. Isso tanto para ξ = 0,11quanto ξ = 0,50. Como o objetivo é bus
ar métodos que forneçam melhores resultados emaior par
im�nia, é então plausível a es
olha do método M2 
om valores ini
iais obtidos pormeio do método dos momentos MM 
onsiderando amostras do tipo YI , haja visto que M3 é ométodo M2 
om um passo adi
ional e MM 
om YI requer menos tempo 
omputa
ional, nãone
essitando de métodos iterativos.Na Tabela 22 são apresentadas as proporções de regiões de 90, 95 e 99% de 
on-�ança 
ontendo as estimativas do vetor de parâmetros (δ, α, β) resultantes de 10000 amostrasaleatórias simuladas de tamanho 15, para 
ada um dos 40 
enários utilizados na es
olha domelhor método de estimação dos parâmetros do modelo MG. As probabilidades de 
oberturasempíri
as que não rejeitam a hipótese de serem iguais aos valores de 
oberturas nominais es-tão a
ompanhadas de um asteris
o (*), 
onforme resultados apresentados no Anexo B, página142. Para estimar os parâmetros do modelo foi utilizado M2 
om valores ini
iais obtidos porMM 
onsiderando amostras do tipo YI , e para 
ada uma das repetições foi 
al
ulada a regiãode 
on�ança 
onjunta 
om 99%; 95% e 90% de 
on�ança, 
onforme o Anexo A (página 141).Por meio da Tabela 22, 
onstata-se que há uma tendên
ia da probabilidadede 
obertura empíri
a subestimar os valores nominais esperados de 0,99, 0,95 e 0,90 e essadiferença se torna maior à medida que a 
on�ança da região diminui. Além disso, nota-se quenão há diferença aparente entre os resultados obtidos 
om ξ = 0,11 e 0,50.Apesar de a maioria das probabilidades de 
obertura empíri
as não atingirem oslimites de seus intervalos de 
on�ança, podem ser 
onsideradas boas, pois são valores bastantepróximos dos valores nominais. Deve ser 
onsiderado, ainda, que os intervalos 
onjuntos para
ada amostra foram obtidos por razão de verossimilhança, método esse muito in�uen
iadopelo tamanho da amostra, que no 
aso foi n = 15. Como em exemplos relatados por Casella



111e Berger (2002, p. 502), este método pode trazer probabilidades de 
oberturas inferiores àsesperadas e ter melhor performan
e 
om o aumento do tamanho da amostra.Tabela 22 � Proporção de regiões de 
on�ança 
ontendo as estimativas do vetor de parâmetros
(δ, α, β) resultantes de 10000 amostras aleatórias simuladas de tamanho n = 15 emfunção de E(Y ), δ, α e ξ

ξ = 0,11 ξ = 0,5

E(X) δ α 99% 95% 90% 99% 95% 90%2 0,1 1,5 98,9* 94,1 88,0 98,8* 94,0 88,72 98,7 93,6 87,6 98,6 93,8 87,10,3 1,5 98,2 93,3 87,3 98,7 94,0 89,02 98,6 93,8 87,9 98,4 94,1 88,34 0,1 1,5 98,9* 94,0 87,9 98,7 94,0 87,52 98,7 94,0 87,9 98,8* 93,7 88,00,3 1,5 98,3 93,5 87,5 98,3 93,3 87,52 98,2 93,4 87,5 98,3 93,8 87,66 0,1 1,5 98,9* 93,7 87,6 98,9* 94,1 87,92 98,7 94,1 87,8 98,8* 94,2 88,00,3 1,5 98,4 93,7 87,7 98,1 93,5 87,62 98,3 93,7 87,6 98,4 93,5 87,58 0,1 1,5 98,7 94,3 88,2 98,8* 93,9 88,52 98,7 93,8 87,8 98,9* 94,1 88,20,3 1,5 98,1 93,4 87,6 98,3 93,4 87,52 98,2 93,3 87,3 98,2 93,4 87,910 0,1 1,5 99,0* 94,1 87,7 98,5 93,5 87,82 98,9* 94,2 88,4 99,0* 94,0 87,80,3 1,5 98,2 93,6 87,4 98,2 93,2 87,32 98,4 93,5 87,8 98,4 93,5 87,6Nota: Erro padrão aproximado igual a 0,001, 0,002 e 0,003 para 99%,95% e 90%, respe
tivamente.(*): probabilidade de 
obertura dentro da região de a
eitação.Na Figura 28 (a) podem ser visualizadas, nas dimensões de α e β, as regiõesde 90, 95 e 99% 
on�ança 
ontendo os pontos (α̂, β̂) resultantes de 10000 amostras aleatóriassimuladas para (n, ξ, δ, α,E(Y )) = (15, 0,5, 0,10, 1,5, 4), 
aso em que proporção de regiõesde 
on�ança 
ontendo as estimativas do vetor de parâmetros (δ, α, β) foi 87,5, 94,0 e 98,7,
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onforme Tabela 22. Nota-se, que apesar das regiões não serem elípti
as, os valores nominaisde α = 1,5 e β = 2,96 en
ontram-se no 
entro de massa das mesmas. Na Figura 28 (b) éapresentado o grá�
o de dispersão das mesmas estimativas δ̂, α̂ e β̂, podendo ser observado osaglomerados de pontos formados entorno de alguns dos 15 pontos equidistantes no intervalode 0 a 1. Sendo que a maior 
on
entração o
orre próximo ao ponto δ̂ = 0,10, valor �xadopara simulação.a)
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Figura 28 � Regiões de 90, 95 e 99% 
on�ança 
ontendo as estimativas do vetor de parâmetros
(δ, α, β) resultantes de 10000 amostras aleatórias simuladas para (n, ξ, δ, α,E(Y )) =
(15, 0,5, 0,10, 1,5, 4) em (a) e grá�
o de dispersão das mesmas estimativas em (b)4.3.2 Avaliação das estimativas dos parâmetros e E(Y ) 
onsiderando diferentesvalores esperadosNesta seção, será estudada, por meio de simulação, a qualidade do ajuste domodelo MG para valores esperados variando de 1 a 35. Este intervalo foi es
olhido visandoo 
aso de medidas da 
ontaminação 
om a�atoxina B1 observadas em grãos de milho, poispreo
upa-se em veri�
ar se há 
ontaminação 
om o fungo, mesmo em baixas quantidades,e veri�
ar também se a 
on
entração de fungo ultrapassa 20 ppb, limite máximo permitidopara 
onsumo no Brasil. Este estudo 
onsiste das simulações de 4000 amostras de 
adaum dos possíveis quintetos (ξ, n, δ, α,E(Y )), sendo ξ = (0,11; 0,50), n = (15; 30; 50; 100),
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δ = (0,10; 0,15; 0,20; 0,25; 0,30; 0,35; 0,40; 0,45), α = (1,5; 2,0) e E(Y ) = (1; 3; 4; . . . ; 35). Asestimativas foram obtidas 
onsiderando o método de estimação M2 
om valores ini
iais obtidospor MM 
onsiderando amostras do tipo YI , que apresentou melhores resultados na seção 4.3.1.Nas Tabelas 23, 24, 25, 26, são apresentadas as médias dos VR% e EQM dasestimativas dos parâmetros δ, α e β e dos valores médios E(Y ), respe
tivamente, resultantesde 280 
enários baseados nas 
ombinações dos valores assumidos para δ e E(Y ), 
ada 
enárioamostrado 4000 vezes, em função de n, α e ξ. Estes foram obtidos por meio das médiasdas linhas das Tabelas 43 a 46, apresentadas no Anexo F. Os resultados dessas tabelas sãoprovenientes da apli
ação das equações (71) e (72).A partir dos valores apresentados na Tabela 23, observa-se que o aumentando-seo tamanho das amostras n obtém-se melhores resultados, isto é, menores valores em módulode VR% e EQM. Quanto aos limites de 
ensuras utilizados, ξ, nota-se para o valor 0,11tanto os VR% quanto os EQM apresentam menores médias quando 
omparados a ξ = 0,50,mostrando a in�uên
ia dos limites de dete
ção e quanti�
ação sobre a estimação de zerosverdadeiros. As variações no parâmetro de forma α, tiveram in�uên
ia 
onsiderável sobre asestimativas de δ no to
ante ao VR% sendo as médias dos viéses relativos per
entuais maiorespara α = 1,50 do que para α = 2. No entanto, para as médias dos valores de EQM, esseefeito foi sentido apenas nos 
asos em que ξ = 0,50. Observa-se, ainda, pelos sinais dasmédias dos VR%, que as estimativas do parâmetro δ subestimaram seu valor nominal. Pelosresultados das Tabelas 43 e 47, apresentadas no Anexo F, veri�
a-se que aumento nos valoresde δ impli
am em redução do VR%, entretanto provo
a aumento nos EQM, independente dotamanho da amostra.



114Tabela 23 � Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de δ̂ emfunção de α, ξ e n, 
onsiderando-se 280 situações dadas pelas 
ombinações dos 8 valoresde δ e dos 35 valores de E(Y ) amostradas 4000 vezesVR% EQMn alpha ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média15 1,5 -0,8502 -1,7443 -1,2972 0,0125 0,0143 0,01342,0 -0,6046 -1,1253 -0,8650 0,0123 0,0133 0,0128Média -0,7274 -1,4348 -1,0811 0,0124 0,0138 0,013130 1,5 -0,3945 -1,0558 -0,7251 0,0063 0,0077 0,00702,0 -0,1284 -0,6160 -0,3722 0,0062 0,0070 0,0066Média -0,2614 -0,8359 -0,5487 0,0063 0,0073 0,006850 1,5 -0,2565 -0,7614 -0,5090 0,0038 0,0048 0,00432,0 -0,1144 -0,4518 -0,2831 0,0038 0,0043 0,0040Média -0,1854 -0,6066 -0,3960 0,0038 0,0045 0,0042100 1,5 -0,1105 -0,4765 -0,2935 0,0019 0,0025 0,00222,0 -0,0650 -0,2847 -0,1748 0,0019 0,0022 0,0020Média -0,0877 -0,3806 -0,2342 0,0019 0,0024 0,0021Os grá�
os apresentados na Figura (29), referem-se aos viéses relativos médiosper
entuais de δ̂ em função de E(Y ) para situações envolvendo diferentes valores de n e δ.Conforme apresentado na Figuras (29) (a) e (b), observa-se que os VR%, independente dovalores de δ, na maioria das vezes são inferiores a zero, indi
ando uma subestimação doparâmetro, isto para todos os valores de E(Y ) estudados. Além disso, nas Figuras (29) (
) e(d), este efeito também é observado quando se leva em 
onsideração o tamanho da amostra,porém 
om redução no VR% para amostras maiores. Observa-se, ainda, que em todos os
asos os VR% são altos, em valor absoluto, para E(Y ) próximo de 1, já para valores em tornode E(Y ) = 20 os VR% são baixos e en
ontram-se estabilizados. Finalmente, eviden
iam que,independente do valor de δ e E(Y ), amostras de tamanho n = 15 produzem estimativas menosa
uradas. Na Tabela 24, são apresentadas as médias dos valores de viés relativo e dos erros
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Figura 29 � Viés relativo per
entual de δ̂ em função da E(Y ), dado α = 1,5 e ξ = 0,11 para diferentesvalores de δ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhosamostrais n e δ = 0,10 (
) ou δ = 0,45 (d)
quadrados médios de α̂ em função de α, ξ e n, 
onsiderando-se 280 situações dadas pelas 
om-binações dos 8 valores de δ e dos 35 valores de E(Y ) amostradas 4000 vezes. Nesta, observa-seque as estimativas do parâmetro de forma α são 
laramente melhores estimados 
om aumentodo tamanho das amostras e que os valores 
onsiderados de ξ também afetaram as estimativas,mostrando que valores menores de ξ re�etem em VR% e EQM menores. Além disso, houve
on
ordân
ia entre viés relativo per
entual e erro quadráti
o médio quando aumentou-se ovalor do parâmetro de forma da distribuição gama. O aumento de α 
ausou aumento emVR% e EQM. Outra observação feita nos valores da Tabela 24, é que as médias dos VR% sãotodas positivas, indi
ando a superestimação do parâmetro por parte das estimativas α̂.



116Tabela 24 � Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de α̂ emfunção de α, ξ e n, 
onsiderando-se 280 situações dadas pelas 
ombinações dos 8 valoresde δ e dos 35 valores de E(Y ) amostradas 4000 vezesVR% EQMn alpha ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média15 1,5 34,2898 36,7139 35,5018 1,4968 1,7949 1,64582,0 33,3418 34,0826 33,7122 2,2971 2,5290 2,4130Média 33,8158 35,3982 34,6070 1,8969 2,1619 2,029430 1,5 14,5252 15,9021 15,2136 0,3961 0,5334 0,46482,0 15,0579 15,6261 15,3420 0,7071 0,8384 0,7728Média 14,7916 15,7641 15,2778 0,5516 0,6859 0,618850 1,5 8,1163 8,8577 8,4870 0,1757 0,2462 0,21092,0 8,3963 8,7481 8,5722 0,3138 0,3858 0,3498Média 8,2563 8,8029 8,5296 0,2447 0,3160 0,2804100 1,5 3,8522 4,2036 4,0279 0,0706 0,1011 0,08582,0 3,9716 4,1157 4,0437 0,1248 0,1561 0,1404Média 3,9119 4,1597 4,0358 0,0977 0,1286 0,1131
Na Figura 30, são apresentado os grá�
os de VR% para α̂ em função de E(Y )variando de 1 a 35, para α = 2 e ξ = 0,11 e diferentes valores de n e δ. Na Figura 30 (a),�
a fá
il ver a in�uên
ia da proporção de zeros na estimativa do parâmetro α, quanto maioro valor de δ maior o VR%. As Figuras 30 (
) e (d) eviden
iam o viés 
ausado pelo tamanhoda amostra, deixando 
laro que amostras pequenas tornam difí
il a estimação do parâmetro.Este mesmo 
omportamento o
orreu para 
ombinações dos outros valores de α e ξ propostosno plano de simulação apresentado na seção 3.2.7-II, 
om a diferença que, para ξ = 0,50,o
orreu a
rés
imo no VR% para E(Y ) indo de 2 para 1.
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Figura 30 � Viés relativo per
entual de α̂ em função da E(Y ), dado α = 2 e ξ = 0,11 para diferentesvalores de δ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhosamostrais n e δ = 0,10 (
) ou δ = 0,45 (d)
Dos resultados da simulação, mostrados na Tabela 25, foi observado que quantomaior o tamanho da amostra n menor são as médias dos VR% e dos EQM, observando asmédias em valores absolutos. Nota-se, que o parâmetro de es
ala da distribuição de gama éafetado pela mudança dos limites de ξ = 0,11 para 0,5, entretanto valor ξ = 0,11 resultaramem VR% e EQM menores. Essa dis
ordân
ia entre viés relativo per
entual e erro quadráti
otambém é observada entre os 
enários. Para os diferentes valores de α, sendo que para α = 1,5os VR% foram menores e os EQM maiores, em relação a α = 2,0. Ainda, a partir dos sinaisapresentados pelas médias dos VR%, 
on
lui-se que as estimativas de β subestimam o valordo parâmetro.



118Tabela 25 � Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de β̂ emfunção de α, ξ e n, 
onsiderando-se 280 situações dadas pelas 
ombinações dos 8 valoresde δ e dos 35 valores de E(Y ) amostradas 4000 vezesVR% EQMn alpha ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média15 1,5 -7,5566 -5,5118 -6,5342 96,1688 107,7798 101,97432,0 -8,1620 -6,3183 -7,2401 48,3498 52,0247 50,1872Média -7,8593 -5,9150 -6,8872 72,2593 79,9023 76,080830 1,5 -3,8259 -2,7673 -3,2966 46,8098 50,9183 48,86402,0 -4,3565 -3,3470 -3,8517 24,4802 25,5871 25,0336Média -4,0912 -3,0571 -3,5742 35,6450 38,2527 36,948850 1,5 -2,3222 -1,5618 -1,9420 27,8397 29,8946 28,86722,0 -2,5973 -2,0061 -2,3017 14,6073 15,1768 14,8920Média -2,4597 -1,7840 -2,1219 21,2235 22,5357 21,8796100 1,5 -1,1496 -0,7857 -0,9677 13,8282 14,6315 14,22992,0 -1,2862 -0,9744 -1,1303 7,2764 7,5118 7,3941Média -1,2179 -0,8801 -1,0490 10,5523 11,0716 10,8120

A Figura 31 permite veri�
ar que os VR% para β̂ são positivos para E(Y ) = 1tendendo para valores negativos quando alteramos os 
enários variando a esperança de Y até ovalor 35. Porém, há um ponto, que depende do tamanho da amostra, em que esse de
rés
imoestabiliza. Como pode ser visto, para n = 15 o ponto está próximo de 10 independente dovalor de δ e para n = 100 próximo de 5, ilustrados nas Figuras 31 (a) e (b). Além disso, asFigura 31 (
) e (d) permitem ver a in�uên
ia do tamanho da amostra na obtenção de β̂, istoé, amostras pequenas prejudi
am as estimativas de β.
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Figura 31 � Viés relativo per
entual de β̂ em função da E(Y ), dado α = 2 e ξ = 0,50 para diferentesvalores de δ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhosamostrais n e δ = 0,10 (
) ou δ = 0,45 (d)
Como o
orreu para os parâmetros do modelo, o aumento no tamanho daamostra provo
ou redução nos viéses relativo per
entual e nos erros quadráti
os médios de

Ê(Y ), 
omo pode ser observado na Tabela 26. Considerando os valores absolutos das médiasdos VR%, nota-se que as estimativas são melhores para ξ = 0,11 do que para 0,50, já entreas médias dos EQM não houve variação devido aos valores de ξ. Com relação aos efeitosdos valores de α utilizados, observa-se que os VR% em valores absolutos são menores quando
α = 1,5 apenas nos 
asos em que ξ = 0,11, o
orrendo o 
ontrário para ξ = 0,50 e que asmédias dos EQM são sempre maiores quando α = 1,5. Observa-se, ainda, que a E(Y ) ésempre subestimada nas situações em que ξ = 0,50. Pelos resultados apresentados na Tabela50, do Anexo F, veri�
a-se valores maiores de δ fazem aumentar o EQM.



120Tabela 26 � Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de Ê(Y )em função de α, ξ e n, 
onsiderando-se 280 situações dadas pelas 
ombinações dos 8valores de δ e dos 35 valores de E(Y ) amostradas 4000 vezesVR% EQMn alpha ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média ξ = 0,11 ξ = 0,50 Média15 1,5 0,0561 -0,4579 -0,2009 38,4820 38,5847 38,53332,0 0,1639 -0,1962 -0,0161 31,8045 31,7688 31,7866Média 0,1100 -0,3270 -0,1085 35,1433 35,1767 35,160030 1,5 0,0079 -0,3935 -0,1928 19,2655 19,2319 19,24872,0 -0,0295 -0,1968 -0,1132 15,9546 15,9728 15,9637Média -0,0108 -0,2951 -0,1530 17,6101 17,6024 17,606250 1,5 0,0026 -0,2298 -0,1136 11,5852 11,6147 11,60002,0 0,0076 -0,1222 -0,0573 9,5530 9,5614 9,5572Média 0,0051 -0,1760 -0,0855 10,5691 10,5880 10,5786100 1,5 0,0130 -0,1115 -0,0493 5,7955 5,7883 5,79192,0 0,0154 -0,0532 -0,0189 4,7775 4,7876 4,7825Média 0,0142 -0,0823 -0,0341 5,2865 5,2880 5,2872
Na Figura 32 pode ser observado que os VR% de Ê(Y ) apresentaram 
om-portamento desejado, os
ilando em torno de zero por 
ento, para todos os valores de E(Y )
onsiderados nas simulações. De forma geral, esse 
omportamento foi o mesmo para osoutros 
enários não apresentados na Figura 32, havendo diferença apenas nos 
enários emque ξ = 0,50, 
ujos valores de VR% apresentaram-se distantes de zero para E(Y ) = 1 e 2,
hegando a VR%= −17% para δ = 0,10, E(Y ) = 1, α = 1,15 n = 15 e 30. Com os grá�
osapresentados na Figura 32 
on
lui-se que o que mais 
ontribui para o aumento viés de Ê(Y )é o tamanho da amostra adotado.
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Figura 32 � Viés relativo per
entual de Ê(Y ) em função da E(Y ), dado α = 2 e ξ = 0,11 paradiferentes valores de δ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentestamanhos amostrais n e δ = 0,10 (
) ou δ = 0,45 (d)4.3.3 Con
lusõesDa primeira etapa do estudo de simulação para o modelo MG, 
on
luí-se queo método M2 
om valores ini
iais obtidos por meio do método dos momentos, MM, 
on-siderando amostras do tipo YI , é o pro
edimento mais indi
ado para estimação dos parâme-tros do modelo, 
onforme os resultados apresentados nas Tabelas 20 e 21 e a fa
ilidade deimplementação do pro
edimento. Deve-se observar que este pro
edimento tende a apresentarprobabilidades de 
obertura empíri
as inferiores aos valores esperados de 0,99, 0,95 e 0,90para regiões de 
on�ança 
onjuntas, envolvendo os três parâmetros do modelo, segundo osresultados apresentados por 40 situações 
om n = 15, amostradas 10000 vezes.O tamanho 
onsiderado da amostra teve impa
to em todas as estimativas, sendo



122que quanto maior a amostra menor o viés relativo per
entual e menor o erro quadráti
o médio.De a
ordo 
om o apresentado nas Figuras 29 a 32, aumentando a proporção dezeros na amostra, isto é, o valor de δ, aumenta-se o valor em módulo do VR%, ex
eto paraas estimativas do parâmetro δ.De forma geral, as estimativas apresentaram menores valores absolutos dosVR% e menores valores dos EQM para os pontos de 
ensuras ξ = 0,11 e τ = 0,22 que para ospontos ξ = 0,50 e τ = 1, mostrando que, informações provenientes de intervalos mais amplostendem a ser mais pobres, no sentido de que as estimativas estão mais distantes dos valorespopula
ionais.As 
on
lusões a partir dos valores observados para diferentes valores de α, oparâmetro de forma da distribuição gama, não foram unânimes quanto ao que é melhor parase obter estimativas mais a
uradas e pre
isas. Para alguns 
enários, 
om α = 2, os valoresdo VR% foram em módulo menores que para 
enários 
om α = 1,5, o
orrendo também asituação inversa. O mesmo foi observado para os erros quadráti
os médios.Considerando os valores de δ e α �xados, e variando os valores de E(Y ) = 1até E(Y ) = 35 os VR% de δ̂ e Ê(Y ) os
ilaram em torno de zero, apresentando uma pequenatendên
ia a aumentarem, em valor absoluto, para δ̂ 
om E(Y ) variando de aproximadamente8 para 1, atingindo o valor mais distante de zero, igual a -7%.Assim, para dados 
ensurados e in�a
ionados de zeros 
om valores maiores quezero, seguindo distribuição gama, o modelo de mistura de gama (61) em 
onjunto 
om ametodologia de estimação proposta, forne
em resultados satisfatórios para estimação de δ e
E(Y ).4.4 Análise dos dados de 
omtaminação 
om a�atoxina B1Nesta seção são analisados os dados de medidas de 
ontaminação 
om a�atox-ina B1, apresentados na Tabela 2, página 37, 
onsiderando-se os modelos de mistura 
omdistribuição exponen
ial, distribuição de Weibull e distribuição Gama, denotados, respe
ti-vamente, por ME, MW e MG.Observa-se, dos dados apresentados na Tabela 2, que apenas na amostra denúmero 10 foi possível quanti�
ar, simultaneamente, a�atoxina nas três rami�
ações do planode amostragem. Além disso, na amostra 16 foi dete
tada a�atoxina nas três rami�
ações,



123porém quanti�
ada apenas nas rami�
ações A e B. Assim, mesmo sendo frações da mesmaamostra, na maioria dos 
asos não se en
ontra a�atoxina nas três rami�
ações simultanea-mente. Em um estudo sobre a�atoxina em vagens de amendoim, Cu
ullu (1966) mostraque muitas vagens têm 
on
entração zero de a�atoxina, mas o
asionalmente pode ser en
on-trada uma vagem 
om alta 
on
entração. Segundo Johansson et al. (2000), este mesmo
omportamento também o
orre em estudos 
om milho, que estabele
eram que apenas 6 grãosentre 10000 podem estar 
ontaminados, em um lote que tenha apresentado 
ontaminaçãode 20 ppb. Assim, se a amostra de teste tem um ou mais grãos altamente 
ontaminados, oteste poderá superestimar a verdadeira 
on
entração de a�atoxina no lote. Estas 
on
lusõesexpli
am a importân
ia do tamanho da amostra na quanti�
ação da a�atoxina.Na Figura 33 são apresentadas as distribuições a
umuladas empíri
as (DAE),das medidas de 
ontaminação 
om a�atoxina B1 apresentadas na Tabela 2, bem 
omo as dis-tribuições a
umuladas dos modelos de mistura, ME, MW e MG ajustados. Detalhadamente,na Figura 33 (a), são apresentados os três modelos ajustados aos valores da rami�
ação A do�uxograma de amostragem (Figura 4), na Figura 33 (b) os modelos ajustados aos valores darami�
ação B e para a rami�
ação C, os modelos ajustados são apresentados na Figura 33(
). Uma avaliação grá�
a dos modelos ajustados, expostos na Figura 33, leva a 
rerque os modelos de mistura são apropriados para o tipo de observação proposta neste trabalho.Observa-se ainda, nos grá�
os, que as 
urvas das distribuições a
umuladas dos modelos MWe MG ajustados estão bastante próximas, 
hegando, em alguns 
asos a se sobreporem. As
urvas do modelo ME se distân
ia das 
urvas dos modelos MW e MG, e também dos pontosda distribuição a
umulada empíri
a. Sendo assim, os grá�
os da Figura 33, sugerem que osmodelos de mistura 
om densidade de Weibull e gama se ajustaram melhor aos dados que omodelo 
om densidade exponen
ial.Os resultados apresentados na Tabela 27 referem-se às estimativas de máximaverossimilhança dos parâmetros dos modelos ME, MW e MG, bem 
omo as regiões 
om 95%de 
on�ança para 
ada parâmetro, ajustados às medidas de a�atoxina apresentadas na Tabela2. Para o ajuste do modelo ME foi adotado o médodo sugerido na Seção 3.2.6. As estimativas
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Figura 33 � Distribuição a
umulada empíri
a das observações e as distribuições a
umuladas modelosmodelos de mistura 
om distribuição exponen
ial (ME), distribuição de Weibull (MW)e distribuição gama (MG) ajustados às medidas de 
ontaminação 
om a�atoxina B1apresentadas na Tabela 2, sendo o grá�
o (a) referente à rami�
ação A, (b) à rami�
açãoB e (
) à rami�
ação C da Figura 4, página 33



125para os parâmetros do modelo MW foram obtidas 
onsiderando o método de estimação M4
om a parametrização P2 apresentados na Seção 3.2.7, 
onsiderados de melhor performan
ena Seção 4.2.1. No 
aso do modelo MG, as estimativas foram obtidas 
onsiderando o métodode estimação M2 
om valores ini
iais obtidos por MM 
onsiderando amostras do tipo YI ,apresentados na Seção 3.2.8, sendo avaliados 
omo de melhor performan
e na seção 4.3.1.Com base nas regiões de 
on�ança para o parâmetro δ, pode-se a�rmar, que apenas para omodelo MG apli
ado nas observações de grãos sem separação, 
onstantes da rami�
ação A,não há ne
essidade de 
onsiderar um modelo de mistura. Porém, 
omo existe interesse dopesquisador em estimar a probabilidade do lote 
onter ou não a�atoxina, esse parâmetro nãodeve ser retirado do modelo.Pode ser observado por meio das estimativas de δ que, para amostras de grãosbons, a 
han
e do lote não estar 
ontaminado é maior do que para amostras 
om grãosdani�
ados, 
on
ordando 
om o trabalho apresentado por Johansson et al. (2006) onde osautores 
on
luíram que os fungos de a�atoxina 
on
entram-se em grãos de má qualidade.Os resultados das amostras retiradas pela rami�
ação A, do �uxograma de amostragem,apontam maior 
han
e do lote estar 
ontaminado, isto possivelmente pelo fato dessa amostraser 
omposta por 5 kg de milho, enquanto que os ramos B e C são as partições de 1 Kg, 
omodis
utido em Johansson et al. (2000).As estimativas dos parâmetros de forma das funções de densidade de Weibull egama foram menores que 1 para as rami�
ações A e C, levando às semelhanças das 
urvas dasdistribuições de mistura 
om distribuição exponen
ial, distribuição de Weibull e distribuiçãogama, 
onforme pode ser observado nas Figuras 33 (a) e (
).



126Tabela 27 � Estimativas de máxima verossimilhança e regiões 
om 95% de 
on�ança para os parâme-tros dos modelos de mistura 
om distribuição exponen
ial (ME), distribuição de Weibull(MW) e distribuição gama (MG) ajustados às medidas de 
ontaminação 
om a�atoxinaB1 apresentadas na Tabela 2A B CModelo Par. Est. (RC 95%) Est. (RC 95%) Est. (RC 95%)ME δ 0,339 (0,121; 0,596) 0,739 (0,420; 0,930 ) 0,551 (0,260; 0,797)
θ 1,946 (1,113; 3,874) 0,333 (0,138; 1,268 ) 0,611 (0,308; 1,511)MW δ 0,263 (0,021; 0,549) 0,812 (0,582; 0,950 ) 0,498 (0,174; 0,773)
α 0,708 (0,392; 1,076) 4,075 (0,954; 9,264 ) 0,822 (0,381; 1,323)
β 1,408 (0,657; 3,634) 0,491 (0,389; 0,691 ) 0,494 (0,222; 1,439)MG δ 0,182 (0,000; 0,499) 0,812 (0,582; 0,950 ) 0,471 (0,129; 0,761)
α 0,449 (0,222; 0,843) 8,323 (5,305; 11,716) 0,645 (0,250; 1,438)
β 3,516 (1,703; 9,294) 0,053 (0,037; 0,082 ) 0,811 (0,376; 2,382)Nota: Par.:prarâmetro e Est.: estimativa

Nas Figuras 34, 35 e 36 en
ontram-se os per�s de verossimilhança 
om as regiõesde 95% de 
on�ança para os parâmetros dos modelos ME, MW e MG ajustados para asmedidas de a�atoxina rami�
ações A, B e C, respe
tivamente. A amplitude das regiões estãoem torno 0,5 para o parâmetro δ em todos os modelos. Essa amplitude pode ser 
onsideradagrande, pois se trata da metade do espaço paramétri
o. Porém, pode ser expli
ada pelotamanho reduzido da amostra. Observa-se, ainda, que existe um padrão para os per�s deverossimilhança de δ e também para os parâmetros de es
ala das distribuições exponen
ial,Weibull e gama. Pode ser observado que para os dados de uma mesma rami�
ação as 
urvastêm a mesma forma.
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Figura 34 � Verossimilhança per�lada dos parâmetros do modelo de mistura 
om distribuição expo-nen
ial (ME) em (a), distribuição de Weibull (MW) em (b) e distribuição gama (MG)em (
) ajustados às medidas de 
ontaminação 
om a�atoxina B1 apresentadas na Tabela2, rami�
ação A
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Figura 35 � Verossimilhança per�lada dos parâmetros do modelo de mistura 
om distribuição expo-nen
ial (ME) em (a), distribuição de Weibull (MW) em (b) e distribuição gama (MG)em (
) ajustados às medidas de 
ontaminação 
om a�atoxina B1 apresentadas na Tabela2, rami�
ação B
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Figura 36 � Verossimilhança per�lada dos parâmetros do modelo de mistura 
om distribuição expo-nen
ial (ME) em (a), distribuição de Weibull (MW) em (b) e distribuição gama (MG)em (
) ajustados às medidas de 
ontaminação 
om a�atoxina B1 apresentadas na Tabela2, rami�
ação C
A Tabela 28, é 
omposta pelas estimativas da quantidade média de a�atoxina,
om base nos modelos ME, MW e MG, 
al
ulados a partir das expressões para o valormédio, apresentadas nas Seções 3.2.6, 3.2.7 e 3.2.8, bem 
omo seus desvios padrão obtidospor expressões apresentadas no Anexo C. Nota-se, a partir destes resultados, que os modeloslevaram a valores médios de a�atoxina muito próximos, o mesmo o
orrendo para 
ada umadas rami�
ações. Por outro lado, existe diferença entre os desvios padrão, sendo o maiordesvio padrão do valor médio 
orrespondente ao modelo MG.



130Tabela 28 � Valores médios e desvios padrão estimados de a�atoxina B1 em ppb obtidos pelo prin
í-pio de invariân
ia dos estimadores de máxima verossimilhança através dos parâmetrosdos modelos de mistura 
om distribuição exponen
ial (ME), distribuição de Weibull(MW) e distribuição gama (MG) ajustados às medidas de 
ontaminação 
om a�atoxinaB1 apresentadas na Tabela 2A B CModelo Ê(Y ) D̂P(Ê(Y )
)

Ê(Y ) D̂P(Ê(Y )
)

Ê(Y ) D̂P(Ê(Y )
)ME 1,2872 0,5026 0,0869 0,0706 0,2742 0,1483MW 1,2992 1,3626 0,0838 0,0628 0,2757 0,3193MG 1,2910 2,6786 0,0831 0,1051 0,2765 0,5759

As estatísti
as para veri�
ar adequação dos modelos, apresentadas na Seção3.2.4, foram 
al
uladas para os três modelos 
onsiderando as medidas de a�atoxina das trêsrami�
ações do plano amostral, 
ujos resultados são apresentados na Tabela 29. Nesta tabela,os valores da probabilidade de signi�
ân
ia indi
am que os três modelos se adequam aos dados.Como as estatísti
as são baseadas na distân
ia entre a distribuição teóri
a e a distribuiçãoempíri
a das medidas de a�atoxina, esperava-se poder de
idir por um modelo 
onsiderando amagnitude do valor de sua estatísti
a Dif , KS, W 2, A2, ZK , ZW ou ZA, no 
aso dos modelosnão serem rejeitados pelo teste 
om base no valor p. Porém, as estatísti
as não apresentaramdiferenças para os modelos 
onsiderados. Por outro lado, os valores p para o modelo MW foisuperior aos dos outros modelos e 
omo é sabido, o valor p forne
e evidên
ias de que H0 éverdadeira. Sendo assim, o modelo MW pare
e mais plausível que os modelos ME e MG.



131Tabela 29 � Resultados dos testes da qualidade do ajuste dos modelos dos modelos de mistura 
omdistribuição exponen
ial (ME), distribuição de Weibull (MW) e distribuição gama (MG)ajustados às medidas de 
ontaminação 
om a�atoxina B1 apresentadas na Tabela 2ME MW MGRam. Estatísti
a Estimativa Valor p Estimativa Valor p Estimativa Valor pA Dif 0,0581 0,0276 0,0269
KS 0,3750 0,4666 0,3750 0,5181 0,3750 0,3382
W 2 0,3057 0,4440 0,2900 0,6050 0,2897 0,4830
A2 1,6654 0,4493 1,5771 0,6138 1,5764 0,4933
ZK 5,5497 0,4666 5,5505 0,5170 5,5503 0,3378
ZW 19,8790 0,4992 19,4441 0,6332 19,4199 0,4251
ZA 4,2413 0,4149 4,2056 0,5911 4,2065 0,3534B Dif 0,0039 0,0070 0,0069
KS 0,8124 0,4749 0,8125 0,9847 0,8125 0,4047
W 2 2,8641 0,5049 2,8641 0,9877 2,8640 0,4361
A2 13,8427 0,5339 13,8424 0,9966 13,8417 0,4529
ZK 23,8201 0,6449 23,8252 0,9930 23,8247 0,4858
ZW 86,5377 0,1830 86,1200 0,7898 86,2571 0,3085
ZA 8,6686 0,1532 8,6645 0,7467 8,6654 0,3005C Dif 0,0159 0,0129 0,0134
KS 0,6250 0,4108 0,6250 0,4838 0,6250 0,4364
W 2 1,3111 0,4234 1,3106 0,5061 1,3108 0,4364
A2 5,7920 0,4126 5,7740 0,5279 5,7770 0,4376
ZK 13,2128 0,4150 13,2127 0,4959 13,2125 0,4420
ZW 44,4734 0,4198 44,1964 0,5663 44,2305 0,4346
ZA 5,9628 0,3875 5,9471 0,5117 5,9491 0,4226No 
aso do pesquisador não ter interesse em estimar a probabilidade do lotenão ter a�atoxina, ou se não há interesse em trabalhar 
om modelo de mistura, pode-se optarpor um 
ritério mais rigoroso do que a região de rejeição e testar a hipótese H0 : δ = 0 
ontraa hipótese H1 : δ > 0, 
omo dis
utido na Seção 3.2.2. Sendo assim, os resultados para esse



132teste, apresentados na Tabela 30, forne
em informações favoráveis para des
artar o modelode mistura MW e MG nas rami�
ações A e C.Tabela 30 � Resultados dos testes da razão de verossimilhanças (TRV ) dos modelos de mistura 
omdistribuição exponen
ial (ME), distribuição de Weibull (MW) e distribuição gama (MG)ajustados às medidas de 
ontaminação 
om a�atoxina B1 apresentadas na Tabela 2A B CModelo TRV (δ) valor p TRV (δ) valor p TRV (δ) valor pME 12,5292 0,0002 7,8679 0,0025 10,7421 0,0005MW 0,7486 0,1935 4,8890 0,0135 0,6285 0,2140MG 0,1054 0,3727 3,5059 0,0306 0,1715 0,33944.4.1 Con
lusõesA utilização dos modelos propostos, mostrou-se 
oerente, pois apesar dasamostras serem de tamanho reduzido, os três modelos adequaram-se aos dados. Além disso,os três modelos forne
em mais informação para o pesquisador do que os 
itados na literatura,no sentido de que o parâmetro δ avalia a probabilidade do lote não 
onter a�atoxina e pelamodelagem utilizada, onde os valores que se en
ontram dentro do intervalo de 
ensura nãosão 
onsiderados zeros.Como apresentado na Tabela 30, apenas o modelo de mistura exponen
ialmostrou-se signi�
ativo pelo teste da razão de verossimilhanças. Isto possivelmente tenhasido 
ausado pela falta de �exibilidade do modelo, pois a densidade exponen
ial 
onta apenas
om um parâmetro. Entretanto, o modelo de mistura de Weibull (51) é um modelo de grande�exibilidade, e pode ser 
onsiderado o que melhor se ajustou aos três 
onjuntos de dados,
omo pode ser observado na Figura 33 e na Tabela 29.



1335 CONSIDERAÇÕES FINAISPro
urou-se, por meio do presente trabalho, estabele
er novos modelos 
apazesde modelar observações in�a
ionadas de zeros provenientes da própria 
ara
terísti
a da var-iável aleatória estudada e 
om dupla 
ensura, sem que houvesse perda de informação 
ausadaem função da transformação dos valores 
ensurados, através de modelos de mistura degen-erados em zero. Para tal pro
edimento, três densidades foram 
onsideradas para mistura, adensidade Exponen
ial, a densidade de Weibull e a densidade Gama, gerando três modelos demistura, ME, MW e MG, respe
tivamente. Tais modelos tiveram seus desempenhos avaliadospor meio de estudos de simulação e em apli
ações na modelagem de dados oriundos de medi-das de 
ontaminação 
om a�atoxina B1 observadas em grãos de milho obtidas no Laboratóriode Mi
otoxinas do Departamento de Agroindústria, Alimentos e Nutrição da ESALQ/USP.Na maioria dos 
asos, as simulações indi
aram e�
iên
ia dos métodos propos-tos para as estimações dos parâmetros dos modelos, prin
ipalmente para a estimativa doparâmetro δ e do valor esperado, E(Y ). Estes são objetos de grande interesse nesse estudo,devido ao fato de que δ é a probabilidade de zeros verdadeiros, e en
ontram-se 
oadunadosàs observações 
ensuradas, e E(Y ) que poderá ser usada para testar a hipótese da média davariável observada ser menor que um determinado valor. Pelos valores dos viéses relativosper
entuais obtidos 
om a variação de E(Y ), tem-se que os resultados para o estimador demáxima verossimilhança de δ e do valor esperado, E(Y ), foram mais estáveis que os demais,
om uma tendên
ia a os
ilar numa pequena faixa em torno de zero por 
ento. Além disso,por meio de simulações pode-se veri�
ar que as probabilidades de 
obertura para regiões de90, 95 e 99% de 
on�ança, 
onsiderando amostras de tamanho 15, para o modelo MW, foramal
ançadas e no 
aso do modelo MG foram, na maioria das vezes, subestimadas. Porém,
onsiderando o tamanho da amostra, n = 15, e que as regiões foram obtidos por razão deverossimilhanças, podem-se 
onsiderar as estimativas 
omo boas.A modelagem das medidas de a�atoxina propor
ionou mostrar a adequabili-dade dos modelos aos dados reais, bem 
omo a apli
abilidade dos métodos de estimação dosparâmetros e interpretação de suas estimativas. As estimativas obtidas para a probabilidadedo lote não 
onter a�atoxina não são muito diferentes entre os três modelos para os três
onjuntos de dados estudados e os valores Ê(Y ), foram muito pare
idos para os três modelos



134nos três 
onjuntos de dados. Porém, dos modelos 
onsiderados, o modelo de mistura 
omdistribuição de Weibull, mostrou-se ajustar melhor aos dados.Dando 
ontinuidade a este trabalho, pretende-se obter 
urvas 
ara
terísti
as deoperação que é uma medida importante na avaliação de planos amostrais. Também pode serintroduzido um teste de hipóteses para o valor médio de a�atoxina. Dentre as possíveis exten-sões deste trabalho, desta
a-se a in
lusão de variáveis expli
ativas nos modelos, aumentado ae�
iên
ia dos modelos para avaliações de situações práti
as.
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141Anexo A Região de 
on�ança baseada na função de verossimilhançaA estatísti
a utilizada na 
onstrução das regiões de 
on�ança será baseada noteste da razão de verossimilhanças (TRV), uma outra opção seria uma estatísti
a baseada namatrix de informação de Fisher, 
omo o bem 
onhe
ido método de aproximação de Wald.Meeker e Es
obar (1995), dis
utem os dois métodos e apontam, fundamentados em outrosautores, as vantagens e e desvantagens entre eles. Os autores 
on
luem a favor do métodobaseado na razão de verossimilhança, apesar de deixarem evidente que há di�
uldades 
om-puta
ionais para obtenção de intervalos. Além disso, reiteram Casella e Berger (1990), quesegundo eles não há garantia de o método baseado no TRV seja ótimo, embora raramenteserá muito ruim.Limites da região de 
on�ança baseados na TRV, tem 
omo estrutura a seguinteequação:
−2 log

(
L(θ)

L(θ̂)

)
≥ χ2

p,(1−α), (73)sendo: L(θ) a função de verossimilhança 
om vetor de parâmetros θ, des
onhe
idos; L(θ̂) afunção de verossimilhança avaliada nas estimativas de máxima verossimilhança; χ2
p,(1−α) é o

(1 − α) per
entil da distribuição qui-quadrado. De forma geral, é imediato de (73), que aregião de 
on�ança do vetor de parâmetros θ 
om 100(1 − α)% de 
on�ança é determinadopor {
θ : L(θ) > L(θ̂)− 1

2
χ2
p,(1−α)

}
, (74)De forma geral, resolvendo a equação

L(θ) = L(θ̂)− 1

2
χ2
p,(1−α),tem-se os limites da região de 
on�ança usados nos grá�
os de 
ontornos de 
on�ança. En-tretanto, na práti
a torna-se difí
il representar os 
ontornos para os 
asos em que p > 2.Assim, para distribuições 
om mais de dois parâmetros será representado uma projeção bi-dimensional da região de 
on�ança.



142Anexo B Intervalo de 
on�ança para probabilidade de 
oberturaAssumindo que a região 
ontém ou não o parâmetro tem-se uma resposta bináriaem r = 10000 repetições, sendo S o número de su
essos (número de vezes que a região 
ontém oparâmetro), então S tem distribuição Binomial de parâmetros r e p (a proporção de su
essos),isto é,
S ∼ Bin(r, p).Uma estimativa para p é dada por p̂ = S/r. Pode-se, então, testar a igualdadedas probabilidades de 
obertura empíri
as os valores nominais 0,99; 0,95 e 0,90 (H0 : p = p0versus H1 : p 6= p0). É 
onhe
ido que assintoti
amente, as estimativas p̂ tem distribuiçãoNormal, ou seja,

p̂ ∼ N(p, p(1− p)

n

)
. (75)Desse resultado pode-se 
onstruir um teste para igualdade de proporções, se-gundo Casella e Berger (2002, p. 494). Para isso, tem-se de (75) a seguinte quantidadepivotal,

Z =
p̂− p0√
p0(1−p0)

n

∼ N(0, 1).Considerando um nível de signi�
ân
ia de 5%, a região de não rejeição do teste é obtida de
P (a < p̂ < b|H0 : p = p0) = 0,95sendo a e b os limites inferior e superior da região 
ríti
a do teste. Para p0 = 0, 99, temos

P

(
a− 0,99√
0,99(1−0,99)

10000

< p̂ <
b− 0,99√
0,99(1−0,99)

10000

∣∣∣∣H0 : p = 0,99

)
= 0,95obtendo-se a=0,988 e b=0,992. Logo, rejeita-se H0 se as probabilidades de 
obertura em-píri
as estiverem fora do intervalo (0,988; 0,992). De forma análoga, obtém-se os intervalos(0,946; 0,954) e (0,894; 0,906) para os valores nominais 0,95 e 0,90, respe
tivamente.



143Anexo C Cál
ulo da variân
ia de Ê(Y ) para os modelos apresentadosComo apresentado em Casella e Berger (2002, p. 241) pode-se, através deaproximações em séries de Taylor, obter estimativas da média e variân
ia de uma variávelaleatória. Para de�nição de polin�mio de Taylor de ordem r em torno de a, seja g(θ) umafunção que tem derivadas de ordem r ≥ 1 num intervalo aberto I, isto é, g(r)(y) = dr

dxr
g(y)existe, então para alguma 
onstante a em I, o polin�mio de Taylor de ordem r em torno de

a é de�nido por
Tr(y) =

r∑

i=0

g(i)(a)

i!
(y − a)i = g(a) + g(1)(a)(y − a) +

g(2)(a)

2!
(y − a)2 + . . .+

g(r)(a)

r!
(y − a)r,sendo g(r)(a) =

dr

dxr
g(x)

∣∣∣∣
x=a

e r! = r(r − 1)(r − 2) . . . 3 · 2 · 1.Como propriedade, os valores das derivadas su
essivas de Tr em a in
lusive ade ordem r sempre são iguais aos valores das derivadas su
essivas 
orrespondentes de g em
a. Assim g(1)(a) = T

(1)
r (a), g(2)(a) = T

(2)
r (a), . . . , g(r)(a) = T

(r)
r (a).Um aspe
to importante do polin�mio de Taylor Tr de uma função g em a é quea aproximação

g(y) ≈ Tr(y)é 
onsiderada uma aproximação a
urada, espe
ialmente para r su�
ientemente grande e ypróximo de a. Entretanto existe um erro, que é a diferença entre o valor real de g(y) e oestimado por Tr(y), 
hamado de �resto� de Taylor Rr(y), de�nido por:
Rr(y) = g(y)− Tr(y).que, segundo o autor, sempre tende para zero mais rapidamente que o termode mais alta-ordem expli
itado. Porém, em geral, não se tem interesse em expli
itar o resto.O teorema do valor médio do 
ál
ulo permite a seguinte extensão: seja r umnúmero inteiro positivo e suponha que g seja uma função que tem derivada de ordem r + 1no intervalo aberto I. Então, se a e b são dois valores distintos de I, existirá um número centre a e b tal que

g(b) = g(a) + g(1)(a)(b− a) +
g(2)(a)

2!
(b− a)2 + . . .+

g(r)(a)

r!
(b− a)r +Rr



144sendo Rr =
g(r+1)(c)
(r+1)!

(b− a)(r+1).Para apli
ações do teorema de Taylor em estatísti
a, há maior interesse na sériede Taylor de primeira ordem, isto é, uma aproximação usando derivadas de primeira ordem.Sejam Y1, . . . , Yk variáveis aleatórias 
om médias θ1, . . . , θk; Y = (Y1, . . . , Yk) e
θ = (θ1, . . . , θk). Suponha que exista uma função diferen
iável g(Y ) para a qual se desejaobter uma para estimativa de variân
ia. De�na

g′i(θ) =
∂

∂yi
g(y)

∣∣∣∣
y1=θ1,...,yk=θk

.A expanssão em série de Taylor de primeira ordem para g em torno de θ é
g(y) = g(θ) +

k∑

i=1

g′i(θ)(yi − θi) +R1,sendo R1 o resto para o polin�mio de Taylor de primeira ordem. Considerando uma aproxi-mação, a estatísti
a pode ser es
rita na forma,
g(y) ≈ g(θ) +

k∑

i=1

g′i(θ)(yi − θi).Apli
ando esperança dos dois lados da aproximação, tem-se que
Eθg(Y ) ≈ g(θ) +

k∑

i=1

g′i(θ)Eθ(yi − θi) = g(θ).A aproximação da variân
ia de g(Y ), por sua vez, é dada porVarθg(Y ) ≈ Eθ

(
[g(Y )− g(θ)]2

)

≈ Eθ

(( k∑

i=1

g′i(θ)(Yi − θi)

)2)

=
k∑

i=1

[
g′i(θ)

]2VarθYi + 2
k∑

i>j

g′i(θ)g
′
j(θ)Covθ(Yi, Yj),Considerando que g(Y ) é uma função que depende de dois parâmetros, g(θ1, θ2),a sua variân
ia pode ser aproximada por,Var(g(θ1, θ2)) ≈ (dg(θ1, θ2)

dθ1

)2Var(θ1) + (dg(θ1, θ2)

dθ2

)2Var(θ2)+
+ 2

(
dg(θ1, θ2)

dθ1

)2(
dg(θ1, θ2)

dθ2

)2Cov(θ1, θ2) (76)



145e se g(Y ) é uma função que depende de três parâmetros, g(θ1, θ2, θ3), a sua variân
ia podeser aproximada por,Var(g(θ1, θ2, θ3)) ≈(dg(θ1, θ2, θ3)

dθ1

)2Var(θ1) + (dg(θ1, θ2, θ3)

dθ2

)2Var(θ2)+
+

(
dg(θ1, θ2, θ3)

dθ3

)2Var(θ3)+
+ 2

(
dg(θ1, θ2, θ3)

dθ1

)2(
dg(θ1, θ2, θ3)

dθ2

)2Cov(θ1, θ2)+
+ 2

(
dg(θ1, θ2, θ3)

dθ1

)2(
dg(θ1, θ2, θ3)

dθ3

)2Cov(θ1, θ3)+
+ 2

(
dg(θ1, θ2, θ3)

dθ2

)2(
dg(θ1, θ2, θ3)

dθ3

)2Cov(θ2, θ3).
(77)

São apresentados a seguir os estimadores da variân
ia do valor médio para osmodelos ME, MW e MG.Para o modelo ME, tem-se que E(Y ) = (1 − δ)θ, então dE(Y )
dδ

= −θ; dE(Y )
dθ

=

(1− δ) e apli
ando em (76) tem-se queVar(E(Y )) ≈ θ2Var(δ) + (1− δ)2Var(θ) + 2δ2(1− δ)2Cov(δ, θ). (78)Para o modelo MW, tem-se que E(Y ) = (1− δ)βΓ
(
1 + 1

α

), então:
dE(Y )

dδ
= −βΓ

(
1+

1

α

)
;

dE(Y )

dα
= (1−δ)βΓ

(
1+

1

α

)
Ψ

(
1+

1

α

)
;

dE(Y )

dβ
= (1−δ)Γ

(
1+

1

α

)
,sendo Ψ(·) a função digama, isto é,

Ψ

(
1+

1

α

)
=

d log Γ
(
1 + 1

α

)

dα
=

1

Γ
(
1 + 1

α

) dΓ
(
1 + 1

α

)

dα
⇐⇒ dΓ

(
1 + 1

α

)

dα
= Γ

(
1+

1

α

)
Ψ

(
1+

1

α

)que substituindo em (77) leva aVar(E(Y )) ≈ β2Γ

(
1 +

1

α

)2Var(δ) + (1− δ)2β2Γ

(
1 +

1

α

)2

Ψ

(
1 +

1

α

)2Var(α)+
+ (1− δ)2Γ

(
1 +

1

α

)2Var(β)+
+ 2β2Γ

(
1 +

1

α

)2

(1− δ)2β2Γ

(
1 +

1

α

)2

Ψ

(
1 +

1

α

)2Cov(δ, α)+
+ 2β2Γ

(
1 +

1

α

)2

(1− δ)2Γ

(
1 +

1

α

)2Cov(δ, β)+
+ 2(1− δ)2β2Γ

(
1 +

1

α

)2

Ψ

(
1 +

1

α

)2

(1− δ)2Γ

(
1 +

1

α

)2Cov(α, β).



146 Para o modelo MG, tem-se que E(Y ) = (1− δ)αβ, então
dE(Y )

dδ
= −αβ,

dE(Y )

dα
= (1− δ)β e dE(Y )

dβ
= (1− δ)αe substituindo-se em (77) tem-se queVar(E(Y )) ≈ α2β2Var(δ) + (1− δ)2β2Var(α) + (1− δ)2α2Var(β)+

+ 2α2β2(1− δ)2β2Cov(δ, α) + 2α2β2(1− δ)2α2Cov(δ, β)+
+ 2(1− δ)2β2(1− δ)2α2Cov(α, β).



147Anexo D Resultados 
omplementares do modelo MWTabela 31 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) e dos erros quadráti
os médios (EQM)para estimativas de α, β, δ e E(Y ) 
onsiderando n = 15, δ = 0,10 ou 0,30, α = 1,5 ou 2e ξ = 0,5 em função de E(Y ), baseado em 10000 repetições, segundo des
rito na seção3.2.7, página 64 (
ontinua)VR% EQM
E(Y ) Método α̂ β̂ δ̂ Ê(Y ) α̂ β̂ δ̂ Ê(Y )2 M1 e P1 18,549 -0,723 2,935 -0,665 1,083 0,766 0,028 0,412M2 e P1 18,053 -0,957 2,935 -0,885 1,084 0,767 0,028 0,407M3 e P1 18,053 -0,957 2,935 -0,885 1,084 0,767 0,028 0,407M4 e P1 18,158 -0,690 2,935 -0,629 1,071 0,767 0,028 0,413M1 e P2 17,832 -0,797 2,922 -0,741 0,969 0,760 0,028 0,411M2 e P2 17,291 -1,023 2,924 -0,935 0,970 0,762 0,028 0,409M3 e P2 17,286 -1,023 2,925 -0,936 0,970 0,762 0,028 0,409M4 e P2 17,345 -0,764 2,926 -0,703 0,945 0,761 0,028 0,413M1 e P3 18,550 -0,751 2,934 -0,694 1,083 0,766 0,028 0,411M2 e P3 18,021 -1,000 2,934 -0,933 1,084 0,769 0,028 0,408M3 e P3 18,067 -0,935 2,934 -0,870 1,083 0,767 0,028 0,408M4 e P3 18,159 -0,725 2,935 -0,666 1,071 0,766 0,028 0,4124 M1 e P1 15,644 -0,475 -0,366 0,005 0,825 2,503 0,022 1,589M2 e P1 15,251 -0,684 -0,369 -0,177 0,828 2,513 0,022 1,580M3 e P1 15,251 -0,684 -0,369 -0,177 0,828 2,513 0,022 1,580M4 e P1 14,733 -0,359 -0,368 0,177 0,816 2,513 0,022 1,614M1 e P2 12,615 -0,981 -0,430 -0,503 0,587 2,397 0,022 1,562M2 e P2 12,188 -1,151 -0,432 -0,627 0,591 2,404 0,022 1,554M3 e P2 12,188 -1,152 -0,429 -0,629 0,591 2,403 0,022 1,554M4 e P2 11,186 -1,011 -0,465 -0,431 0,573 2,371 0,022 1,589M1 e P3 15,640 -0,487 -0,370 -0,007 0,825 2,506 0,022 1,591M2 e P3 15,240 -0,694 -0,370 -0,188 0,828 2,515 0,022 1,580M3 e P3 15,256 -0,625 -0,370 -0,113 0,828 2,511 0,022 1,584M4 e P3 14,727 -0,588 -0,369 -0,081 0,817 2,496 0,022 1,5786 M1 e P1 15,047 -0,507 -0,465 -0,014 0,755 5,334 0,021 3,525M2 e P1 14,766 -0,655 -0,469 -0,135 0,758 5,353 0,021 3,512M3 e P1 14,766 -0,655 -0,469 -0,135 0,758 5,353 0,021 3,512M4 e P1 13,898 -0,345 -0,469 0,246 0,748 5,357 0,021 3,601M1 e P2 9,291 -1,710 -0,627 -1,166 0,468 4,950 0,021 3,399M2 e P2 8,982 -1,824 -0,626 -1,243 0,471 4,961 0,021 3,392M3 e P2 8,984 -1,823 -0,625 -1,243 0,471 4,961 0,021 3,392



148Tabela 31 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) e dos erros quadráti
os médios (EQM)para estimativas de α, β, δ e E(Y ) 
onsiderando n = 15, δ = 0,10 ou 0,30, α = 1,5 ou 2e ξ = 0,5 em função de E(Y ), baseado em 10000 repetições, segundo des
rito na seção3.2.7, página 64 (
on
lusão)VR% EQM
E(Y ) Método α̂ β̂ δ̂ Ê(Y ) α̂ β̂ δ̂ Ê(Y )M4 e P2 7,783 -1,695 -0,675 -0,973 0,470 4,985 0,021 3,521M1 e P3 15,043 -0,487 -0,469 0,009 0,755 5,344 0,021 3,539M2 e P3 14,757 -0,658 -0,470 -0,142 0,758 5,354 0,021 3,511M3 e P3 14,769 -0,586 -0,470 -0,060 0,758 5,345 0,021 3,524M4 e P3 13,895 -0,768 -0,469 -0,238 0,748 5,345 0,021 3,4908 M1 e P1 14,832 -0,391 0,114 -0,065 0,748 9,256 0,020 6,221M2 e P1 14,636 -0,497 0,110 -0,150 0,750 9,283 0,020 6,205M3 e P1 14,636 -0,497 0,110 -0,150 0,750 9,283 0,020 6,205M4 e P1 13,671 -0,214 0,109 0,233 0,745 9,296 0,020 6,373M1 e P2 7,128 -2,097 -0,110 -1,652 0,441 8,682 0,020 6,041M2 e P2 6,881 -2,182 -0,123 -1,700 0,443 8,696 0,020 6,039M3 e P2 6,874 -2,184 -0,123 -1,702 0,443 8,694 0,020 6,038M4 e P2 5,934 -1,992 -0,133 -1,364 0,450 8,767 0,020 6,248M1 e P3 14,826 -0,345 0,110 -0,012 0,748 9,263 0,020 6,246M2 e P3 14,624 -0,501 0,109 -0,155 0,750 9,282 0,020 6,204M3 e P3 14,632 -0,433 0,109 -0,076 0,750 9,266 0,020 6,225M4 e P3 13,666 -0,677 0,110 -0,300 0,745 9,284 0,020 6,16010 M1 e P1 14,266 -0,528 -0,548 -0,041 0,729 14,452 0,020 9,800M2 e P1 14,111 -0,612 -0,551 -0,108 0,731 14,486 0,020 9,782M3 e P1 14,111 -0,612 -0,551 -0,108 0,731 14,486 0,020 9,782M4 e P1 12,969 -0,328 -0,553 0,306 0,727 14,524 0,020 10,081M1 e P2 5,885 -2,418 -0,786 -1,777 0,429 13,608 0,020 9,509M2 e P2 5,710 -2,473 -0,788 -1,805 0,431 13,631 0,020 9,508M3 e P2 5,710 -2,473 -0,786 -1,805 0,431 13,634 0,020 9,509M4 e P2 4,711 -2,267 -0,822 -1,431 0,441 13,700 0,020 9,842M1 e P3 14,260 -0,482 -0,551 0,012 0,729 14,450 0,020 9,830M2 e P3 14,097 -0,619 -0,554 -0,114 0,731 14,481 0,020 9,778M3 e P3 14,106 -0,552 -0,554 -0,035 0,731 14,456 0,020 9,813M4 e P3 12,963 -0,856 -0,552 -0,303 0,727 14,524 0,020 9,713



149Tabela 32 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) e dos erros quadráti
os médios (EQM)para estimativas de α, β, δ e E(Y ) 
onsiderando n = 15, δ = 0,10 ou 0,30, α = 1,5 ou 2e ξ = 0,11 em função de E(Y ), baseado em 10000 repetições, segundo des
rito na seção3.2.7, página 64 (
ontinua)VR% EQM
E(Y ) Método α̂ β̂ δ̂ Ê(Y ) α̂ β̂ δ̂ Ê(Y )2 M1 e P1 14,839 -0,399 0,164 -0,082 0,750 0,581 0,020 0,393M2 e P1 14,665 -0,492 0,160 -0,156 0,752 0,582 0,020 0,392M3 e P1 14,665 -0,492 0,160 -0,156 0,752 0,582 0,020 0,392M4 e P1 13,569 -0,208 0,159 0,248 0,747 0,584 0,020 0,404M1 e P2 14,381 -0,453 0,163 -0,141 0,678 0,577 0,020 0,392M2 e P2 14,204 -0,540 0,159 -0,207 0,680 0,578 0,020 0,392M3 e P2 14,205 -0,540 0,160 -0,207 0,680 0,578 0,020 0,392M4 e P2 13,051 -0,267 0,161 0,187 0,669 0,579 0,020 0,403M1 e P3 14,837 -0,400 0,162 -0,083 0,750 0,581 0,020 0,393M2 e P3 14,655 -0,497 0,159 -0,161 0,752 0,582 0,020 0,392M3 e P3 14,665 -0,537 0,159 -0,207 0,752 0,583 0,020 0,392M4 e P3 13,569 -0,225 0,159 0,229 0,747 0,583 0,020 0,4034 M1 e P1 14,153 -0,347 -1,088 0,303 0,707 2,236 0,020 1,568M2 e P1 14,077 -0,389 -1,095 0,273 0,708 2,239 0,020 1,567M3 e P1 14,077 -0,389 -1,095 0,273 0,708 2,239 0,020 1,567M4 e P1 12,724 -0,102 -1,095 0,756 0,708 2,250 0,020 1,628M1 e P2 11,442 -0,832 -1,088 -0,206 0,502 2,139 0,020 1,536M2 e P2 11,371 -0,865 -1,093 -0,227 0,503 2,142 0,020 1,534M3 e P2 11,366 -0,865 -1,093 -0,227 0,502 2,142 0,020 1,535M4 e P2 9,657 -0,745 -1,098 0,108 0,499 2,118 0,020 1,592M1 e P3 14,151 -0,351 -1,090 0,299 0,707 2,236 0,020 1,568M2 e P3 14,067 -0,392 -1,095 0,270 0,708 2,239 0,020 1,567M3 e P3 14,075 -0,403 -1,095 0,256 0,708 2,241 0,020 1,567M4 e P3 12,728 -0,198 -1,094 0,641 0,708 2,242 0,020 1,6076 M1 e P1 14,506 -0,256 0,134 0,085 0,715 5,051 0,020 3,547M2 e P1 14,461 -0,281 0,127 0,069 0,716 5,056 0,020 3,546M3 e P1 14,461 -0,281 0,127 0,069 0,716 5,056 0,020 3,546M4 e P1 13,088 -0,003 0,126 0,562 0,717 5,081 0,020 3,695M1 e P2 8,959 -1,453 0,132 -1,103 0,441 4,685 0,020 3,412M2 e P2 8,922 -1,472 0,127 -1,113 0,441 4,692 0,020 3,411M3 e P2 8,919 -1,472 0,126 -1,113 0,441 4,691 0,020 3,411M4 e P2 7,201 -1,384 0,129 -0,755 0,449 4,732 0,020 3,603



150Tabela 32 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) e dos erros quadráti
os médios (EQM)para estimativas de α, β, δ e E(Y ) 
onsiderando n = 15, δ = 0,10 ou 0,30, α = 1,5 ou 2e ξ = 0,11 em função de E(Y ), baseado em 10000 repetições, segundo des
rito na seção3.2.7, página 64 (
on
lusão)VR% EQM
E(Y ) Método α̂ β̂ δ̂ Ê(Y ) α̂ β̂ δ̂ Ê(Y )M1 e P3 14,502 -0,256 0,132 0,085 0,715 5,051 0,020 3,548M2 e P3 14,450 -0,284 0,126 0,066 0,716 5,056 0,020 3,546M3 e P3 14,456 -0,285 0,126 0,064 0,716 5,057 0,020 3,546M4 e P3 13,096 -0,143 0,126 0,390 0,717 5,062 0,020 3,6238 M1 e P1 14,567 -0,300 -0,276 0,107 0,724 8,975 0,020 6,295M2 e P1 14,535 -0,316 -0,284 0,096 0,725 8,981 0,020 6,294M3 e P1 14,535 -0,316 -0,284 0,096 0,725 8,981 0,020 6,294M4 e P1 13,115 -0,031 -0,285 0,621 0,727 9,034 0,020 6,582M1 e P2 6,956 -2,017 -0,266 -1,545 0,424 8,413 0,020 6,089M2 e P2 6,967 -2,017 -0,280 -1,540 0,425 8,423 0,020 6,091M3 e P2 6,971 -2,017 -0,281 -1,540 0,425 8,422 0,020 6,091M4 e P2 5,536 -1,842 -0,254 -1,086 0,437 8,542 0,020 6,434M1 e P3 14,561 -0,299 -0,278 0,109 0,724 8,973 0,020 6,296M2 e P3 14,525 -0,321 -0,285 0,093 0,725 8,980 0,020 6,293M3 e P3 14,530 -0,320 -0,285 0,094 0,725 8,980 0,020 6,294M4 e P3 13,119 -0,230 -0,285 0,377 0,727 8,999 0,020 6,41110 M1 e P1 14,545 -0,296 -0,005 0,040 0,732 13,839 0,020 9,684M2 e P1 14,522 -0,310 -0,013 0,032 0,733 13,846 0,020 9,683M3 e P1 14,522 -0,310 -0,013 0,032 0,733 13,846 0,020 9,683M4 e P1 13,088 -0,028 -0,015 0,560 0,736 13,934 0,020 10,158M1 e P2 6,066 -2,239 -0,006 -1,791 0,425 13,026 0,020 9,385M2 e P2 6,071 -2,238 -0,017 -1,787 0,425 13,029 0,020 9,385M3 e P2 6,068 -2,238 -0,018 -1,785 0,425 13,025 0,020 9,384M4 e P2 4,770 -2,037 -0,008 -1,308 0,440 13,171 0,020 9,913M1 e P3 14,539 -0,296 -0,006 0,042 0,732 13,834 0,020 9,685M2 e P3 14,512 -0,316 -0,015 0,027 0,732 13,843 0,020 9,680M3 e P3 14,516 -0,314 -0,015 0,029 0,732 13,842 0,020 9,681M4 e P3 13,094 -0,249 -0,015 0,285 0,736 13,895 0,020 9,859



151Tabela 33 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) de δ, em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modelo MW
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 -0,541 -0,359 -0,162 -0,053 -0,233 -0,207 -0,183 -0,16030 -0,255 -0,383 -0,310 -0,093 -0,205 0,041 -0,026 0,04450 -0,226 -0,080 0,058 -0,004 -0,092 -0,126 0,001 -0,025100 -0,044 -0,075 -0,066 -0,042 -0,004 -0,004 0,042 0,0770,50 15 2,102 -0,116 -0,695 -0,862 -0,876 -0,823 -0,783 -0,62730 0,608 -0,221 -0,629 -0,631 -0,555 -0,485 -0,325 -0,17150 -0,019 -0,396 -0,265 -0,378 -0,224 -0,368 -0,202 -0,216100 -0,002 -0,147 -0,202 -0,123 -0,126 -0,056 -0,094 -0,0572,00 0,11 15 0,116 0,101 -0,011 -0,249 -0,194 -0,034 -0,061 -0,14530 0,070 -0,140 -0,028 -0,038 0,131 0,056 -0,021 -0,00850 -0,123 0,073 0,005 -0,087 0,103 -0,073 0,018 -0,069100 0,055 0,033 -0,132 -0,072 0,018 -0,022 -0,068 0,0760,50 15 0,681 -0,320 -0,534 -0,687 -0,270 -0,368 -0,339 -0,41130 0,291 -0,469 -0,468 -0,328 -0,060 -0,146 -0,073 -0,06450 -0,273 -0,242 -0,255 -0,153 -0,130 -0,141 -0,031 -0,015100 -0,081 0,022 -0,218 -0,167 -0,016 0,036 -0,048 -0,099



152Tabela 34 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) de α, em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modelo MW
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 3,779 4,815 5,507 6,204 6,633 7,110 7,750 8,86330 2,483 2,691 2,704 2,869 2,855 2,886 2,804 2,96950 1,386 1,554 1,867 1,986 2,085 2,065 2,004 1,840100 0,820 0,832 0,890 0,745 0,572 0,456 0,369 0,2860,50 15 5,388 6,149 6,347 6,845 7,166 7,835 8,556 9,34630 3,270 3,322 3,202 3,421 3,211 3,218 3,293 3,22450 1,955 2,156 2,296 2,297 2,298 2,259 2,094 1,828100 1,363 1,418 1,432 1,277 1,174 0,991 0,853 0,7462,00 0,11 15 0,916 1,711 2,023 2,451 2,689 3,146 3,693 4,71930 -0,158 -0,242 -0,149 -0,136 -0,119 -0,182 -0,294 -0,14650 -0,414 -0,354 -0,371 -0,351 -0,502 -0,608 -0,946 -1,047100 -0,658 -0,751 -0,765 -0,872 -0,932 -1,090 -1,139 -1,2500,50 15 1,800 2,052 2,470 2,566 3,067 3,553 3,895 4,78430 0,196 0,138 0,098 0,053 0,004 0,065 0,033 0,11850 -0,110 -0,187 -0,207 -0,317 -0,495 -0,635 -0,820 -1,049100 -0,238 -0,409 -0,570 -0,648 -0,718 -0,819 -0,956 -1,031



153Tabela 35 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) de β, em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modelo MW
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 -1,391 -2,108 -2,474 -2,800 -3,024 -3,309 -3,659 -4,15530 -0,916 -1,160 -1,369 -1,384 -1,618 -1,797 -2,073 -2,35950 -0,747 -0,761 -0,768 -0,717 -0,853 -0,907 -1,070 -1,300100 -0,311 -0,380 -0,413 -0,505 -0,598 -0,706 -0,814 -0,9550,50 15 -1,421 -2,101 -2,710 -2,824 -3,347 -3,424 -3,804 -4,31730 -0,931 -1,101 -1,287 -1,427 -1,606 -1,947 -2,153 -2,39150 -0,644 -0,649 -0,628 -0,711 -0,807 -1,052 -1,101 -1,419100 -0,145 -0,151 -0,186 -0,313 -0,402 -0,562 -0,627 -0,8192,00 0,11 15 -2,065 -2,718 -3,115 -3,400 -3,739 -4,046 -4,374 -4,80330 -1,659 -1,897 -2,033 -2,176 -2,344 -2,539 -2,718 -2,95250 -1,174 -1,228 -1,275 -1,359 -1,434 -1,606 -1,804 -2,016100 -0,740 -0,806 -0,862 -0,924 -0,989 -1,075 -1,151 -1,2480,50 15 -2,227 -2,888 -3,179 -3,526 -3,965 -4,101 -4,465 -4,81730 -1,697 -1,901 -2,062 -2,118 -2,339 -2,463 -2,643 -2,90750 -1,189 -1,265 -1,285 -1,374 -1,543 -1,626 -1,863 -2,041100 -0,628 -0,722 -0,803 -0,858 -0,947 -1,019 -1,123 -1,197



154Tabela 36 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) de E(Y ), em função de n, ξ e δ,
onsiderando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modeloMW
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 -0,104 -1,092 -1,581 -1,964 -2,046 -2,227 -2,436 -2,77630 -0,537 -0,763 -0,935 -0,967 -1,072 -1,290 -1,428 -1,68850 -0,498 -0,534 -0,586 -0,504 -0,580 -0,574 -0,746 -0,885100 -0,214 -0,266 -0,289 -0,346 -0,410 -0,479 -0,577 -0,7090,50 15 -0,754 -1,331 -1,802 -1,804 -2,182 -2,119 -2,304 -2,72230 -0,747 -0,818 -0,839 -0,914 -0,983 -1,215 -1,393 -1,56750 -0,493 -0,444 -0,434 -0,421 -0,512 -0,615 -0,660 -0,842100 -0,123 -0,101 -0,098 -0,200 -0,242 -0,382 -0,368 -0,5272,00 0,11 15 -1,175 -1,922 -2,306 -2,482 -2,782 -3,075 -3,262 -3,46630 -1,278 -1,478 -1,612 -1,720 -1,905 -2,033 -2,105 -2,27650 -0,926 -1,004 -1,026 -1,071 -1,193 -1,245 -1,451 -1,540100 -0,614 -0,670 -0,682 -0,737 -0,818 -0,868 -0,893 -1,0720,50 15 -1,480 -2,062 -2,283 -2,500 -3,010 -2,977 -3,199 -3,33930 -1,369 -1,455 -1,559 -1,592 -1,851 -1,871 -2,022 -2,21850 -0,942 -0,999 -0,987 -1,069 -1,199 -1,233 -1,473 -1,605100 -0,509 -0,602 -0,612 -0,650 -0,772 -0,851 -0,883 -0,884



155Tabela 37 � Médias dos erros quadráti
os médios (EQM) de δ, em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modelo MW
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 0,006 0,009 0,011 0,013 0,014 0,015 0,016 0,01630 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,008 0,00850 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,0030,50 15 0,007 0,010 0,012 0,014 0,015 0,016 0,017 0,01730 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,008 0,009 0,00950 0,002 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005 0,005100 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003 0,0032,00 0,11 15 0,006 0,009 0,011 0,013 0,014 0,015 0,016 0,01630 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,008 0,00850 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,0030,50 15 0,006 0,009 0,011 0,013 0,015 0,016 0,016 0,01730 0,003 0,005 0,006 0,007 0,007 0,008 0,008 0,00850 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003



156Tabela 38 � Médias dos erros quadráti
os médios (EQM) de α, em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modelo MW
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 0,145 0,151 0,162 0,184 0,202 0,261 0,298 0,36630 0,060 0,063 0,067 0,072 0,078 0,086 0,094 0,10850 0,035 0,037 0,039 0,042 0,045 0,048 0,052 0,056100 0,017 0,018 0,019 0,020 0,022 0,024 0,027 0,0290,50 15 0,184 0,196 0,206 0,221 0,370 0,277 0,335 0,47030 0,075 0,078 0,081 0,087 0,092 0,099 0,108 0,12050 0,043 0,046 0,047 0,050 0,052 0,055 0,059 0,063100 0,021 0,022 0,023 0,024 0,026 0,027 0,030 0,0322,00 0,11 15 0,258 0,273 0,295 0,329 0,359 0,422 0,531 0,67130 0,116 0,122 0,131 0,141 0,154 0,168 0,183 0,20750 0,069 0,072 0,075 0,079 0,085 0,093 0,103 0,117100 0,036 0,038 0,040 0,043 0,047 0,051 0,056 0,0620,50 15 0,279 0,286 0,312 0,338 0,376 0,445 0,557 0,69330 0,123 0,130 0,137 0,147 0,158 0,171 0,188 0,21050 0,074 0,076 0,079 0,084 0,091 0,098 0,109 0,119100 0,037 0,039 0,042 0,045 0,048 0,052 0,056 0,062



157Tabela 39 � Médias dos erros quadráti
os médios (EQM) de β, em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modelo MW
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 22,827 27,032 31,582 39,071 47,885 59,628 75,790 98,636530 11,583 13,625 16,379 19,781 24,109 30,318 39,181 50,926950 7,069 8,325 9,888 12,096 14,769 18,590 23,628 30,6710100 3,561 4,188 5,078 6,244 7,685 9,756 12,300 16,29450,50 15 23,144 27,049 32,316 38,842 48,094 60,606 77,250 101,128730 11,608 13,806 16,452 20,156 24,500 30,715 39,576 51,527150 7,199 8,492 10,114 12,184 15,004 18,752 24,110 31,2209100 3,610 4,305 5,127 6,279 7,677 9,621 12,289 16,03892,00 0,11 15 14,478 17,130 20,439 24,599 30,450 38,036 48,854 64,416330 7,358 8,780 10,508 12,693 15,926 19,828 25,167 32,641250 4,519 5,342 6,299 7,592 9,402 11,776 15,077 19,7566100 2,292 2,729 3,282 4,024 4,927 6,229 7,836 10,37080,50 15 14,014 16,190 19,157 23,182 28,289 35,330 45,224 59,651730 7,001 8,284 9,967 12,128 14,840 18,666 23,604 30,709750 4,357 5,146 6,059 7,340 9,094 11,365 14,428 18,9471100 2,203 2,615 3,139 3,854 4,764 5,956 7,591 9,8227



158Tabela 40 � Médias dos erros quadráti
os médios (EQM) de E(Y ), em função de n, ξ e δ,
onsiderando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modeloMW
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 20,024 21,376 23,309 26,244 29,597 34,000 38,929 44,52230 8,999 10,129 11,570 13,246 15,041 17,304 20,148 22,78050 5,306 6,000 6,854 7,934 9,104 10,565 12,155 13,921100 2,658 3,041 3,510 4,122 4,661 5,390 6,157 7,0880,50 15 19,326 20,907 23,324 26,122 29,606 33,982 39,041 44,38330 8,830 10,060 11,544 13,296 15,122 17,448 19,972 23,08950 5,317 6,098 6,900 7,991 9,248 10,555 12,202 14,022100 2,660 3,100 3,535 4,075 4,656 5,342 6,123 7,0272,00 0,11 15 13,472 15,127 17,138 19,646 22,834 26,402 30,802 36,05030 6,251 7,254 8,476 9,927 11,862 13,531 15,944 18,47550 3,713 4,365 5,121 5,964 7,030 8,276 9,587 11,326100 1,867 2,231 2,598 3,085 3,611 4,202 4,883 5,7660,50 15 13,124 14,713 16,641 19,295 22,309 26,015 30,553 35,18930 6,008 7,023 8,358 9,796 11,436 13,422 15,622 18,23850 3,614 4,285 5,036 5,923 6,968 8,150 9,594 11,229100 1,823 2,182 2,595 3,089 3,574 4,158 4,869 5,678



159Anexo E Grá�
os de monitoramento das simulações do modelo MW
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Figura 37 � Histogramas para 4000 estimativas de δ provenientes de simulações 
om n = 15 
on-siderando os parâmetros δ = 0,1, α = 1,5 e ξ = 0,5 segundo a esperança E(Y ) =
{1, 2, . . . , 17}
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Figura 38 � Histogramas para 4000 estimativas de α provenientes de simulações 
om n = 15 
on-siderando os parâmetros δ = 0,1, α = 1,5 e ξ = 0,5 segundo a esperança E(Y ) =
{1, 2, . . . , 17}
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Figura 39 � Histogramas para 4000 estimativas de β provenientes de simulações 
om n = 15 
on-siderando os parâmetros δ = 0,1, α = 1,5 e ξ = 0,5 segundo a esperança E(Y ) =
{1, 2, . . . , 17}
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165Anexo F Resultados 
omplementares do modelo MGTabela 41 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) e dos erros quadráti
os médios (EQM)para estimativas dos parâmetros do modelo MG (61) pelos pro
edimentos propostos naseção 3.2.8, em função de ξ e de três 
omposições amostrais YT , YI e Y2, resultantes de40 
ombinações das 
oordenadas dos vetores δ = (0,10; 0,30), α = (1,5; 2) e E(Y ) =
(2; 4; 6; 8; 10), 
onsiderando n = (15; 50) e 10000 repetiçõesVR% EQM

ξ Y Método α̂ β̂ δ̂ α̂ β̂ δ̂0,11 YT MM -12,4768 38,7306 -10,4876 0,0107 0,0254 0,0108NM -0,6981 -1,1620 -29,6386 0,0133 0,0133 0,0114MIS 0,1040 -0,4426 -43,3397 0,0132 0,0133 0,0317EMV -45,8004 0,5033 -0,8754 0,0319 0,0132 0,0133
YI MM -0,8472 -0,8472 -0,9913 0,0138 0,0138 0,0139NM -29,9940 -32,5217 1,7576 0,8618 0,9069 0,0132MIS -53,9376 21,3852 85,1469 1,3267 7,4578 9,0318EMV 90,0935 21,9026 18,1045 21,7338 13,4751 7,4007
Y2 MM 19,9885 90,5270 23,2898 7,4999 21,8150 7,5614NM 31,1575 38,3970 25,4636 15,2159 21,6264 13,5952MIS 105,9598 -3,5629 -22,6013 63,7753 9,3331 10,9175EMV -23,3037 -7,0372 0,2825 10,9593 6,1193 11,9504

n0/n -9,2783 5,94030,5 YT MM -31,9926 27,4592 -28,6139 0,0148 0,0222 0,0138NM 5,6024 4,4843 -42,0372 0,0155 0,0156 0,0149MIS 9,6665 11,1054 -53,1340 0,0152 0,0155 0,0329EMV -64,3888 14,6083 10,2990 0,0354 0,0154 0,0156
YI MM 10,0577 10,0577 4,5691 0,0168 0,0168 0,0169NM -27,8000 -30,3278 18,1122 0,8235 0,8651 0,0155MIS -40,7290 30,6820 73,1905 0,9234 2,9173 7,0419EMV 93,6379 37,6549 27,3004 11,2941 3,1197 2,8403
Y2 MM 49,9282 111,2896 53,5414 126,7930 498,1116 126,9629NM 27,6554 34,3378 70,5300 14,6488 20,5691 489,2168MIS 54,1137 -7,1896 -20,5431 25,8365 9,3326 10,8057EMV -23,9141 -15,1860 -3,5988 10,9726 5,6942 11,8699

n0/n -23,9969 5,5841



166Tabela 42 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) e dos erros quadráti
os médios (EQM)para estimativas dos parâmetros do modelo MG (61) pelos pro
edimentos propostos naseção 3.2.8, em função de δ e de três 
omposições amostrais YT , YI e Y2, resultantes de40 
ombinações das 
oordenadas dos vetores ξ = (0,11; 0,50), α = (1,5; 2) e E(Y ) =
(2; 4; 6; 8; 10), 
onsiderando n = (15; 50) e 10000 repetiçõesVR% EQM

δ Y Método α̂ β̂ δ̂ α̂ β̂ δ̂0,1 YT MM -20,2783 57,2525 -17,7767 0,0067 0,0201 0,0067NM 4,6517 3,5400 -35,4336 0,0094 0,0094 0,0048MIS 8,5379 9,4862 -24,8632 0,0094 0,0096 0,0087EMV -35,4817 13,0043 8,6245 0,0083 0,0097 0,0096
YI MM 8,3414 8,3414 4,1584 0,0102 0,0102 0,0099NM -11,3615 -13,8893 16,7905 0,7382 0,7537 0,0099MIS -31,5622 23,7275 74,1334 0,8701 1,8289 6,9968EMV 80,9029 27,5556 20,8358 8,0841 1,6874 1,7806
Y2 MM 34,3784 90,2805 37,4033 3,5209 10,7774 3,6062NM 13,6150 17,9900 47,1931 7,1634 9,0734 4,2543MIS 48,7738 -5,3513 -20,1723 15,7510 6,0735 7,9093EMV -21,3935 -11,2272 -2,2421 7,9398 3,7514 7,3071

n0/n -17,2996 3,70520,3 YT MM -24,1911 8,9373 -21,3247 0,0188 0,0275 0,0178NM 0,2526 -0,2176 -36,2423 0,0194 0,0195 0,0215MIS 1,2326 1,1766 -71,6105 0,0190 0,0192 0,0559EMV -74,7075 2,1073 0,7992 0,0590 0,0189 0,0193
YI MM 0,8691 0,8691 -0,5805 0,0204 0,0204 0,0208NM -46,4324 -48,9602 3,0793 0,9472 1,0183 0,0188MIS -63,1044 28,3397 84,2040 1,3800 8,5462 9,0769EMV 102,8286 32,0020 24,5690 24,9438 14,9074 8,4603
Y2 MM 35,5383 111,5361 39,4279 130,7720 509,1492 130,9181NM 45,1979 54,7449 48,8005 22,7013 33,1222 498,5577MIS 111,2996 -5,4012 -22,9721 73,8608 12,5922 13,8139EMV -25,8243 -10,9960 -1,0742 13,9921 8,0621 16,5131

n0/n -15,9755 7,8192



167Tabela 43 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) de δ, em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modelo MG
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 -1,105 -0,853 -0,951 -0,776 -0,817 -0,524 -0,761 -1,01430 -0,729 -0,719 -0,418 -0,245 -0,229 -0,479 -0,169 -0,16850 -0,686 -0,295 -0,210 -0,270 -0,177 -0,187 -0,137 -0,091100 -0,301 -0,138 -0,162 -0,106 -0,107 -0,028 -0,009 -0,0320,50 15 0,879 -1,635 -2,058 -2,527 -2,109 -2,173 -2,217 -2,11530 0,177 -1,189 -1,511 -1,420 -1,416 -1,186 -1,000 -0,90150 -0,252 -0,908 -1,149 -0,960 -0,818 -0,763 -0,623 -0,619100 -0,196 -0,583 -0,750 -0,579 -0,544 -0,542 -0,326 -0,2922,00 0,11 15 -0,231 -0,829 -0,567 -0,505 -0,778 -0,448 -0,635 -0,84430 -0,230 -0,268 -0,039 -0,158 -0,147 -0,111 -0,063 -0,01250 -0,227 -0,194 -0,159 -0,059 -0,085 -0,095 -0,033 -0,064100 -0,066 -0,129 -0,169 -0,063 -0,023 0,033 0,007 -0,1100,50 15 0,546 -0,898 -1,240 -1,374 -1,423 -1,382 -1,500 -1,73330 0,050 -0,747 -0,769 -0,896 -0,761 -0,713 -0,604 -0,49050 -0,143 -0,517 -0,653 -0,649 -0,507 -0,379 -0,376 -0,391100 -0,139 -0,476 -0,448 -0,404 -0,306 -0,199 -0,210 -0,095



168Tabela 44 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) de α, em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modelo MG
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 24,609 26,639 29,116 31,681 34,565 38,409 42,170 47,12930 10,751 11,474 12,381 13,466 14,512 15,952 17,683 19,98250 6,188 6,588 7,013 7,572 8,066 8,792 9,709 11,002100 2,995 3,185 3,375 3,569 3,841 4,127 4,646 5,0810,50 15 27,522 29,694 31,615 34,071 37,134 40,501 44,250 48,92530 12,581 12,971 13,898 14,752 15,944 17,239 18,734 21,09950 7,080 7,410 7,847 8,511 8,857 9,615 10,311 11,233100 3,442 3,658 3,817 3,960 4,261 4,455 4,828 5,2082,00 0,11 15 25,379 26,970 28,906 31,375 33,643 36,821 39,934 43,70530 11,201 11,980 12,852 14,062 15,417 16,342 18,240 20,37050 6,261 6,818 7,243 7,700 8,419 9,199 10,318 11,212100 3,066 3,263 3,514 3,759 3,954 4,344 4,694 5,1790,50 15 26,525 28,297 30,184 32,033 34,401 37,146 40,464 43,61030 11,983 12,684 13,569 14,564 15,651 17,060 18,787 20,71250 6,914 7,363 7,594 8,159 8,875 9,441 10,348 11,290100 3,353 3,399 3,589 3,940 4,165 4,443 4,779 5,260



169Tabela 45 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) de β, em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modelo MG
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 -5,875 -6,117 -6,820 -7,065 -7,611 -8,216 -8,823 -9,92530 -2,801 -3,050 -3,321 -3,616 -3,892 -4,213 -4,552 -5,16250 -1,756 -1,916 -1,965 -2,172 -2,310 -2,434 -2,771 -3,253100 -0,884 -0,911 -1,035 -1,083 -1,103 -1,180 -1,422 -1,5790,50 15 -3,750 -4,371 -4,670 -5,182 -5,534 -6,318 -6,880 -7,38930 -1,992 -1,960 -2,271 -2,612 -2,762 -3,072 -3,406 -4,06350 -1,008 -1,062 -1,270 -1,583 -1,556 -1,811 -2,009 -2,195100 -0,512 -0,592 -0,747 -0,694 -0,813 -0,825 -0,987 -1,1152,00 0,11 15 -6,709 -6,793 -7,346 -7,933 -8,268 -8,768 -9,435 -10,04430 -3,354 -3,554 -3,792 -4,162 -4,559 -4,606 -5,123 -5,70450 -1,933 -2,107 -2,217 -2,312 -2,587 -2,843 -3,285 -3,494100 -0,978 -1,053 -1,143 -1,241 -1,261 -1,420 -1,492 -1,7020,50 15 -4,870 -5,308 -5,762 -6,033 -6,374 -6,841 -7,373 -7,98730 -2,338 -2,619 -2,821 -3,076 -3,353 -3,793 -4,136 -4,64150 -1,348 -1,663 -1,592 -1,840 -2,135 -2,194 -2,468 -2,809100 -0,760 -0,685 -0,781 -0,971 -1,006 -1,121 -1,135 -1,337



170Tabela 46 � Médias dos viéses relativos per
entuais (VR%) de E(Y ), em função de n, ξ e δ,
onsiderando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modeloMG
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 -0,164 -0,167 -0,117 0,009 -0,039 0,062 0,358 0,50730 0,000 -0,027 -0,005 -0,050 -0,062 0,131 -0,021 0,09650 -0,006 -0,046 0,035 0,024 -0,039 0,057 0,033 -0,037100 0,025 0,036 -0,012 -0,029 0,044 0,018 0,009 0,0150,50 15 -1,238 -0,889 -0,781 -0,493 -0,356 -0,216 -0,046 0,35530 -0,758 -0,606 -0,484 -0,438 -0,266 -0,199 -0,258 -0,13950 -0,475 -0,357 -0,257 -0,209 -0,201 -0,109 -0,172 -0,059100 -0,258 -0,150 -0,171 -0,103 -0,038 -0,024 -0,067 -0,0832,00 0,11 15 -0,134 0,146 0,074 0,024 0,171 0,159 0,217 0,65530 -0,050 -0,014 -0,083 -0,008 0,012 0,018 -0,035 -0,07650 -0,030 -0,014 0,037 0,031 0,003 0,063 0,003 -0,032100 -0,002 0,014 0,040 0,012 0,007 -0,019 0,012 0,0590,50 15 -0,850 -0,661 -0,492 -0,320 -0,166 -0,030 0,290 0,65930 -0,471 -0,320 -0,274 -0,136 -0,173 -0,117 0,028 -0,11250 -0,258 -0,231 -0,149 -0,151 -0,112 -0,124 0,032 0,016100 -0,182 -0,096 -0,075 -0,040 -0,010 -0,067 0,055 -0,011



171Tabela 47 � Médias dos erros quadráti
os médios (EQM) de δ, em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modelo MG
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 0,006 0,009 0,011 0,013 0,014 0,015 0,016 0,01630 0,003 0,004 0,006 0,006 0,007 0,008 0,008 0,00850 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,0030,50 15 0,008 0,010 0,013 0,015 0,016 0,017 0,018 0,01830 0,004 0,006 0,007 0,008 0,009 0,009 0,010 0,01050 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,006 0,006 0,006100 0,002 0,002 0,002 0,003 0,003 0,003 0,003 0,0032,00 0,11 15 0,006 0,009 0,011 0,012 0,014 0,015 0,016 0,01630 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,008 0,00850 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,0030,50 15 0,007 0,009 0,012 0,014 0,015 0,016 0,017 0,01730 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,008 0,009 0,00950 0,002 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005 0,005100 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003 0,003 0,003



172Tabela 48 � Médias dos erros quadráti
os médios (EQM) de α, em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modelo MG
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 0,865 0,985 1,129 1,303 1,494 1,773 2,037 2,38930 0,257 0,279 0,308 0,347 0,383 0,444 0,525 0,62550 0,125 0,135 0,146 0,159 0,174 0,195 0,218 0,255100 0,053 0,057 0,061 0,065 0,071 0,077 0,085 0,0950,50 15 1,208 1,317 1,440 1,596 1,798 2,022 2,304 2,67430 0,414 0,425 0,456 0,478 0,528 0,578 0,638 0,75150 0,205 0,216 0,222 0,231 0,243 0,261 0,282 0,311100 0,090 0,092 0,094 0,096 0,100 0,106 0,112 0,1202,00 0,11 15 1,505 1,651 1,834 2,077 2,318 2,637 2,977 3,37830 0,459 0,502 0,555 0,627 0,708 0,788 0,926 1,09250 0,219 0,241 0,257 0,281 0,313 0,348 0,398 0,455100 0,094 0,100 0,107 0,116 0,124 0,137 0,151 0,1690,50 15 1,798 1,950 2,116 2,298 2,538 2,843 3,177 3,51230 0,618 0,647 0,701 0,752 0,827 0,924 1,035 1,20550 0,313 0,322 0,336 0,356 0,384 0,414 0,456 0,506100 0,132 0,137 0,140 0,147 0,155 0,165 0,178 0,194



173Tabela 49 � Médias dos erros quadráti
os médios (EQM) de β, em função de n, ξ e δ, 
onsiderando-se4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modelo MG
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 41,871 50,248 59,325 73,305 92,241 114,487 145,448 192,42630 20,864 25,019 29,595 36,140 44,570 55,516 71,046 91,72850 12,450 14,734 17,776 21,379 26,512 33,010 41,871 54,986100 6,126 7,347 8,764 10,639 13,086 16,581 20,970 27,1130,50 15 48,074 56,428 67,322 81,446 102,613 127,758 163,643 214,95630 22,838 27,022 32,338 39,378 48,203 60,278 77,734 99,55650 13,612 16,131 19,053 23,043 28,504 35,379 44,786 58,649100 6,711 7,916 9,424 11,373 13,882 17,546 21,885 28,3152,00 0,11 15 21,632 25,742 31,061 37,213 45,701 58,065 72,568 94,81630 10,817 12,922 15,541 18,830 23,406 28,895 37,222 48,21050 6,482 7,797 9,317 11,259 13,950 17,170 22,078 28,806100 3,255 3,883 4,643 5,650 6,865 8,652 10,997 14,2660,50 15 23,218 27,604 33,205 40,162 49,099 61,512 78,749 102,65030 11,428 13,557 16,237 19,651 24,329 30,496 38,604 50,39550 6,845 8,112 9,682 11,743 14,381 18,221 23,059 29,371100 3,384 4,037 4,811 5,821 7,170 8,897 11,280 14,695



174Tabela 50 � Médias dos erros quadráti
os médios (EQM) de E(Y ), em função de n, ξ e δ,
onsiderando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y ) = {1, 3, . . . , 35} para o modeloMG
δ

α ξ n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,451,50 0,11 15 24,016 27,280 30,654 34,458 39,063 44,458 50,399 57,53030 12,083 13,708 15,361 17,339 19,553 22,200 25,285 28,59550 7,207 8,165 9,297 10,479 11,750 13,366 15,217 17,202100 3,633 4,111 4,609 5,193 5,901 6,700 7,596 8,6210,50 15 24,146 27,422 30,891 34,865 39,291 44,458 50,143 57,46230 12,080 13,677 15,217 17,298 19,534 22,216 25,349 28,48650 7,274 8,232 9,235 10,366 11,806 13,375 15,191 17,439100 3,632 4,101 4,594 5,212 5,849 6,681 7,628 8,6082,00 0,11 15 18,985 21,717 24,830 28,644 32,419 36,910 42,395 48,53530 9,501 10,914 12,393 14,237 16,126 18,571 21,444 24,45150 5,667 6,509 7,485 8,508 9,749 11,117 12,781 14,607100 2,837 3,254 3,709 4,257 4,790 5,605 6,423 7,3440,50 15 18,752 21,671 24,871 28,355 32,495 36,827 42,362 48,81830 9,517 10,974 12,419 14,120 16,282 18,558 21,210 24,70450 5,652 6,512 7,426 8,510 9,775 11,127 12,926 14,563100 2,830 3,230 3,735 4,254 4,879 5,576 6,356 7,442




