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RESUMO

Modelagem de dados continuos censurados, inflacionados de zeros

Muitos equipamentos utilizados para quantificar substancias, como toxinas em
alimentos, freqiientemente apresentam deficiéncias para quantificar quantidades baixas. Em
tais casos, geralmente indicam a auséncia da substancia quando esta existe, mas esta abaixo
de um valor pequeno (£) predeterminado, produzindo valores iguais a zero nao necessaria-
mente verdadeiros. Em outros casos, detectam a presenca da substancia, mas sao incapazes de
quantifica-la quando a quantidade da substancia esta entre & e um valor limiar 7, conhecidos.
Por outro lado, quantidades acima desse valor limiar sao quantificadas de forma continua,
dando origem a uma variavel aleatéria continua X cujo dominio pode ser escrito como a
unido dos intervalos, [0,€), [£,7] e (7,00), sendo comum o excesso de valores iguais a zero.
Neste trabalho, sao propostos modelos que possibilitam discriminar a probabilidade de zeros
verdadeiros, como o modelo de mistura com dois componentes, sendo um degenerado em zero
e outro com distribui¢ao continua, sendo aqui consideradas as distribuicoes: exponencial, de
Weibull e gama. Em seguida, para cada modelo, foram observadas suas caracteristicas, pro-
postos procedimentos para estimacao de seus parametros e avaliados seus potenciais de ajuste
por meio de métodos de simulacao. Finalmente, a metodologia desenvolvida foi ilustrada por
meio da modelagem de medidas de contaminagao com aflatoxina B1, observadas em graos de
milho, de trés subamostras de um lote de milho, analisados no Laboratorio de Micotoxinas do
Departamento de Agroindustria, Alimentos e Nutricao da ESALQ/USP. Como conclusoes,
na maioria dos casos, as simulagoes indicaram eficiéncia dos métodos propostos para as esti-
macoes dos parametros dos modelos, principalmente para a estimativa do parametro 0 e do
valor esperado, E(Y). A modelagem das medidas de aflatoxina, por sua vez, mostrou que
os modelos propostos sao adequados aos dados reais, sendo que o modelo de mistura com
distribuicao de Weibull, entretanto, ajustou-se melhor aos dados.

Palavras-chave: Méaxima verossimilhanca; Inflacao de zeros; Modelos de mistura; Distribuicao
exponencial; Distribuicao de Weibull; Distribuicao gama; Aflatoxina
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ABSTRACT

Modeling censored continuous data, zero inflated

Much equipment used to quantify substances, such as toxins in foods, is unable
to measure low amounts. In cases where the substance exists, but in an amount below a
small fixed value (§), the equipment usually indicates that the substance is not present,
producing values equal to zero. In cases where the quantity is between ¢ and a known
threshold value 7, it detects the presence of the substance but is unable to measure the
amount. When the substance exists in amounts above the threshold value 7, it is measure
continuously, giving rise to a continuous random variable X whose domain can be written
as the union of intervals, [0,¢), [£,7] e (7,00). This random variable commonly has an
excess of zero values. In this work we propose models that can detect the probability of true
zero, such as the mixture model with two components, one being degenerate at zero and
the other with continuous distribution, where we considered the distributions: exponential,
Weibull and gamma. Then, for each model, its characteristics were observed, procedures
for estimating its parameters were proposed and its potential for adjustment by simulation
methods was evaluated. Finally, the methodology was illustrated by modeling measures of
contamination with aflatoxin B1, detected in grains of corn from three sub-samples of a batch
of corn analyzed at the laboratory of of Mycotoxins, Department of Agribusiness, Food and
Nutrition ESALQ/USP. In conclusion, in the majority of cases the simulations indicated that
the proposed methods are efficient in estimating the parameters of the models, in particular
for estimating the parameter § and the expected value, E(Y). The modeling of measures
of aflatoxin, in turn, showed that the proposed models are appropriate for the actual data,
however the mixture model with a Weibull distribution fits the data best.

Keywords: Maximum likelihood; Zeros inflation; Mixture models; Exponential distribu-
tion; Weibull distribution; Gamma distribution; Aflatoxins



12



13

1 INTRODUCAO

Muitos equipamentos utilizados para quantificar substancias possuem deficién-
cias para quantificar quantidades baixas. Em tais casos, geralmente indicam a auséncia da
substancia quando esta existe mas esta abaixo de um valor pequeno (&) predeterminado, pro-
duzindo valores iguais a zero nao necessariamente verdadeiros. Em outros casos, detectam a
presenca da substancia mas sao incapazes de quantifica-la quando a quantidade da substancia
estd entre £ e um valor limiar 7, conhecidos. Por outro lado, quantidades acima desse valor
limiar sao quantificadas de forma continua, dando origem a uma variavel aleatoria continua
X cujo dominio pode ser escrito como a uniao dos intervalos, [0,&), [, 7] e (7,00), sendo
comum o excesso de valores iguais a zero.

Uma situagao para a qual surgem varidveis com essa caracteristica ocorre
quando se faz a determinacao da quantidade de micotoxinas em alimentos. As micotoxi-
nas sao compostos toxicos e/ou cancerigenos produzidos por varias espécies de fungos que
podem ser encontrados em graos, tanto em campo aberto, como armazenados, sendo que
indices elevados desses compostos podem levar a contaminagao dos produtos agricolas, resul-
tando em queda de produtividade. Além disso, a ingestao de alguns tipos de micotoxinas,
por animais e humanos pode levar a um quadro clinico grave denominado micotoxicose que
consiste de alteracao patologica e/ou funcional no organismo. Segundo Ferreira et al. (2006),
mesmo a ingestao de niveis baixos de toxinas pode resultar em um quadro de suscetibilidade
exarcebada a infecgoes.

Os problemas causados pela aflatoxina estao diretamente relacionados com o
nivel de contaminag¢ao do produto, o tempo e a quantidade de racao contaminada ingerida pelo
animal e seu estado nutricional. Em niveis mais altos, podem acarretar atraso no crescimento,
neoplasias, imunossupressao, teratogénese e hepatopatias agudas, subagudas e cronicas, sendo
portanto, de importancia fundamental avaliar e classificar um lote de produto a ser consumido
quanto ao nivel de contaminagao. Para isso, necessita-se da utilizacao de uma distribuicao
de probabilidades para a variavel quantidade de micotoxinas presente no lote, sendo que as
comumente adotadas nao levam em conta as quantidades nao quantificadas, porém identi-
ficadas, de micotoxina, ou consideram essa quantidade como zero, inflacionando de zeros o

conjunto de dados a ser tratado e criando zeros nao verdadeiros.
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Dada a gravidade das consequéncias a exposicao as aflatoxinas, muitos paises
estabeleceram limites maximos legais de aflatoxinas em alimentos como os apresentados na
Tabela 1, segundo levantamento realizado por Teixeira (2008) . Além dos apresentados nessa
tabela, a Organizagao Mundial para a Alimentagao e Agricultura (FAO), em 1995, verificou

que quase 100 paises regulavam o nivel de aflatoxina em alimentos.

Tabela 1 — Niveis maximos permitidos para aflatoxinas em alimentos, em mg/kg = ppb, para con-
sumo humano

Pais Nivel Maximo Alimento Fonte

Unido Européia 2 (B1); 4 (total)  Cereais e produtos processados (3)

Australia 5 (total) Todos os alimentos
Brasil 20 (total) Amendoim e derivados de milho (1)
India 30 (total) Todos os alimentos
Japao 10 (total) Todos os alimentos
Singapura 0 Todos os alimentos

Africa do Sul 5 (B1);10 (total)  Todos os alimentos

Suécia 5 (Total) Todos os alimentos
Estados Unidos 20 (total) Todos os alimentos (2)
Alemanha 2 (B 1); 4 (Total) Todos os alimentos

0,05 (Total) Alimentos infantis

Fonte: FONSECA (2006)

(1) Resolugao RDC no 274, da ANVISA, de 15 de outubro de 2002. Portaria n°.183 de 21 de margo de
1996 Ministério da Agricultura

(2) FAO: WORLDWIDE REGULATIONS FOR MYCOTOXINS 1995

(3) Directiva n.° 2005/9/CE de 28 de Janeiro de 2003.

No Brasil conforme norma interna N° 1, de 24 de fevereiro de 2003, do Mi-
nistério da Agricultura, Pecuaria e Abastecimento pela Secretaria de Defesa Agropecuéria

Departamento de Defesa e Inspecao Vegetal, artigo 1° paragrafo I tem-se:
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Os limites aceitaveis de aflatoxinas totais sao de 20 ppb para
milho em grao (inteiro, partido, amassado, moido), farinhas ou sémolas de
milho, amendoim (com casca, descascado, cru ou tostado), pasta ou man-
teiga de amendoim, conforme Resolugao RDC/MS n°® 274, de 15 de outubro
de 2002 e de 30 ppb para os demais produtos, conforme Resolugao CN-
NPA/MS n° 34/76; (Ministério da Agricultura, Pecuaria e Abastecimento)®

Embora tenha sido dada énfase no problema de excesso de zeros nas dis-
tribuicoes de aflatoxinas em alimentos, Owen e DeRouen (1980) apresentam outro caso para
a qual esse tipo de situacao pode ocorrer. O caso citado trata da quantidade de contami-
nacao por substancias toxicas em trabalhadores de um industria expostos ao cloro, em que
técnicos da saude sao encarregados de fazer a quantificagdo de substancias insalubres nos
trabalhadores e comparar o valor médio encontrado com o valor maximo permitido pelas
normativas do National Institute for Occupational Safety and Health (NIOSH). Manuais com
metodologias para inferéncias sobre a quantidade dessas substancias, no entanto, nao tratam
o problema com excesso de zeros ou nao diferenciam zeros verdadeiros de zeros causados por
um valor limiar do equipamento de mensuracao.

Esses problemas motivam a pesquisa de métodos que modelem simultanea-
mente a probabilidade de zeros verdadeiros e que nao despreze as informacoes contidas em
observacoes censuradas. Neste trabalho sao apresentados: modelos probabilisticos capazes de
modelar observacoes sem a necessidade de transformé-las e que possam discriminar a probabi-
lidade de zeros verdadeiros; caracteristicas dos modelos; procedimentos dos modelos; avaliacao
do potencial de ajuste dos modelos propostos utilizando métodos de simulagao, observando
a acuracia e a precisao seus estimadores. Finalmente, a metodologia desenvolvida é ilustrada
por meio da modelagem de medidas de contaminacao com aflatoxina B1, observadas em graos
de milho, de trés subamostras de um lote de milho, analisados no Laboratorio de Micotoxinas
do Departamento de Agroindustria, Alimentos e Nutricao da ESALQ/USP. Para obtencao
dos resultados apresentados neste trabalho, foram realizados programas implementados no
programa estatistico R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2008), os quais encontram-se

no CD que acompanha a presente Tese.

!BRASIL. Ministério da Agricultura, Pecuaria e Abastecimento. SISLEGIS - Sistema de Legislacao Agri-
cola Federal. http://extranet.agricultura.gov.br/sislegis-consulta/consultarLegislacao.do(30 out. 2008)
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2 DESENVOLVIMENTO

2.1 Revisao de literatura

O tratamento de varidveis continuas com inflacao de zeros surge com Aitchison
e Brown (1963, p. 95) que realizaram um estudo sobre a distribui¢ao lognormal, considerando,
para isso, uma variavel aleatoria continua com grande quantidade de zeros, cujas observacoes
diferentes de zero foram consideradas provenientes de uma populacao com distribuicao log-
normal. Porém, o fato de a distribuicao lognormal nao ser definida para valores iguais a zero
torna-se um problema. Como solugdes, Aitchison e Brown (1963) citam autores que propdem
somar uma constante positiva a todos os valores, o que nem sempre é adequado, ou somar
uma constante apenas aos valores iguais a zero, nao trazendo, neste caso, grandes prejuizos
se os zeros forem provenientes de censura. Os autores sugerem, no entanto, utilizar uma
mistura, dicotomizando as observacoes em zeros e nao zeros. Estimam, entao, a probabili-
dade de as observagoes serem iguais a zero pela propor¢ao de zeros na amostra e consideram
que os valores nao nulos provém de uma populagao com distribui¢ao lognormal, e nomearam
essa mistura distribuicao delta (distribuigao-A). Nesse caso, os zeros sao contemplados, na
funcao de densidade, por um valor de proporcao, considerando no entanto, que todos os zeros
observados sao verdadeiros.

Kahn e Rubin (1989), por outro lado, em estudo do controle de poluentes em
agua por industrias nos Estados Unidos, utilizaram a distribuicao-A, porém fizeram uma
modificacao no parametro que estima a probabilidade de zero, pois, no caso de poluentes em
agua, os valores iguais a zero sao provenientes de limites de deteccao e de quantificagao.

Owen e DeRouen (1980), por sua vez, depararam-se com o problema de estimar
a quantidade média de cloro em trabalhadores de uma induastria. Para isso dispunham de
observagoes provenientes de mensuragoes com censura a esquerda, ou seja, valores que, por
imprecisao na medida, foram considerados iguais a zero. As metodologias das normativas da
NIOSH entretanto, baseiam-se no fato de as observagoes terem distribuicao lognormal, con-
cluido a partir de experiéncias prévias. Como, na pratica, ¢ dificil distinguir zeros verdadeiros
de zeros nao verdadeiros, isto é, provenientes de valores censurados, os autores compararam
dois estimadores para a média por meio de simulacoes. Para isso, consideraram amostras

de distribuigoes lognormais aumentadas de: (i) somente zeros verdadeiros; (i7) somente va-
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lores positivos censurados, e (#i7) combinacao dos dois casos. Nesse contexto, avaliou dois
estimadores: o primeiro, baseado na distribuicao delta e o segundo, baseado na distribuicao
lognormal censurada. Os autores concluiram, por simulacoes, que o estimador baseado na
distribuicao delta geralmente apresenta menor erro quadratico médio.

Numa outra situacao, envolvendo um estudo sobre a precipitacao nos Estados
Unidos, Wilks (1990) observou que o valor minimo registrado durante o perfodo de estudo
era 0,254 mm. Para a modelagem probabilistica, considerou, entao, uma distribuicao gama
com censura a esquerda com valor limiar 0,127 mm. Assim, periodos com valores registrados
como iguais a zero ou tracos foram considerados como tendo recebido entre 0,000 e 0,127 mm,
nao havendo, esse caso, informacao sobre a posicao do valor da observagao no intervalo. O
autor, faz, entao, uma comparacao entre as estimativas obtidas pelo método dos momentos
com as estimativas obtidas pelo método de méaxima verossimilhanca. Concluiu, entao, que
o método dos momentos apresenta resultado igual ao método de méaxima verossimilhanca
apenas quando o parametro de escala da distribuicao gama ¢é alto, sendo ineficiente quando
ha alta probabilidade de ocorrerem observagoes pequenas.

Em estudos de detec¢ao de micotoxinas em lotes de graos, pelo fato de num lote
analisado poderem ocorrer intimeras observagoes sem micotoxina e muito poucas com grande
quantidade de micotoxina, é frequente surgirem conjuntos de observacoes com um grande
de nimero de zeros. Além disso, existe o fato de o aparelho utilizado na quantificacao ser
limitado na aferi¢ao, nao sendo possivel determinar o valor exato de baixas quantidades de
micotoxina. Para modelar esse tipo de observacao varias distribuigoes de probabilidade tém
sido estudadas, tais como: gama composta, binomial negativa, lognormal de trés parametros
e normal truncada. Porém, estudos feitos por Gisbrecht e Whitaker (1998) e Johansson et
al. (2000), demonstraram que a distribui¢do gama composta, geralmente se adequa melhor a
observacoes desse tipo.

De forma geral, as distribuicoes utilizadas pelos autores citados para anélise
de dados inflacionados de zero, consideram distribuicoes que podem ser classificadas como
distribuicoes com censura a esquerda, distribuicoes truncadas ou mistura de distribuicoes,

cujos detalhes serao apresentados a seguir.



19

2.1.1 Distribuicao truncada

Uma distribuicao truncada pode ser obtida a partir de qualquer distribuicao de
probabilidade pela operagao dupla de restringir o dominio original da variavel e redimensionar
adequadamente a probabilidade sobre o novo dominio.

Aitchison e Brown (1963, p. 87) definem que uma variavel aleatoria X pode
parecer ter uma distribuicao conhecida exceto que parte dos valores da distribuicao dos quais
X < £ foi removido, por tais valores de X nao poderem acontecer ou nao serem observados.
A distribuicao de tal variavel é dita incompleta ou, mais comumente, truncada, e £ é dito o
ponto de truncamento.

Para a definicao de funcao de distribui¢ao truncada apresentada por Cramér
(1946, p. 247), considere X uma variavel aleatoria com func¢ao de distribuigdo acumulada
F, Fla—) = P(X < a)ea = F(a) < F(b) = B. Entao a variavel aleatoria truncada

Xr = Yr(a,b) com pontos de truncamento a e b tem sua fungao de distribui¢ao acumulada

dada por
0, se v < a;
Fx(x) — FX(CL—)
@) =8 P Fg) o< Eh 1)
1, se xr > b.
Nesse caso, a esperanca e variancia de X; sao, respectivamente,
b
o0 x dFx(z
pr = pra,0) = [ ar, (@) = 220
—00 5 -
¢ b
o 22 dFx(x)
= o) = [ )t ar = 2D
Por derivagao de (1), a fungao de densidade de probabilidade truncada é
d [Fx(z) — Fx(a—) fx(z)
gl = o | =) e )
dx Fx(b) Fx(a ) Fx(b) Fx(a)

para x € [a;b] e 0, caso contrario.

Essa definicao refere-se a uma variavel truncada bilateralmente. Truncamentos
unilaterais, por sua vez, sdo considerados casos particulares de (2). Assim, no caso de uma
funcao de densidade de probabilidade truncada a esquerda de a, considera-se b — oo e

Fx,.(b) = 1. Logo, tem-se que
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0, se r < a;
Fxp(z) = ¢ Fy(z) — Fyx(a—)
1-— Fx(a—) '

Por outro lado, para uma fungao de densidade de probabilidade truncada a

se r > a.

direita de b, caso em que a — oo e Fx,.(a) = 0, tem-se que

FX(x), se x < b;
FXT(ZE) = FX(b)
1, se x > b.

Uma distribuicao truncada a esquerda frequentemente utilizada é a distribuicao
lognormal truncada. Para defini-la, considere uma variavel essencialmente positiva X, isto é,
0 < X < oo tal que Y = log(X) tem distribui¢do normal com média u e variancia 0. Diz-se,

entao, que X tem distribuicao lognormal ou que X é A-variavel e escreve-se
X ~A(p,0%) &Y ~ N(u,o0?),

sendo importante ressaltar que X nao assume o valor zero. Considere que Fy(z;p,o0?%) =
Fx(z) e Fy(y; u, 0%) = Fy(y) para denotar as fungoes de distribui¢ao acumuladas de X e Y,

respectivamente, de tal forma que

Fx(z;p,0%) = P(X < )

Fy(y;p,0%) = P(Y <y).

Como Y = log(X), as fun¢oes de distribuigao de X e Y sao relacionadas por

meio de
Fx(x) = Fy(log(x))

para x > 0, desde que Fx(x) =0, paraz <0 e

(o) = Fwip ) = ——exp — o (ogte) - )

sendo fx(z; i, 0?) a fungdo densidade de probabilidade de X com parametros p e 0.
A distribuicao lognormal possui momentos de quaisquer ordens, sendo que o
k-ésimo momento dado por

E(X*) = / a*dFy(z) = / edFy (y) = eXp{ku + %kzaz}.
0 _

(e e}
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Consequentemente, os momentos de primeira e segunda ordem de X em torno

da média sao, respectivamente,
o2
e )

Var(X) = E(X?) — [E(X)]? = exp(2u + 0?)[exp(o?) - 1]. (4)

Teorema 2.1 A distribuicao do k-ésimo momento da distribuicao Fx com pardmetros p e
o? ¢ também uma distribuicao Fyx com pardmetros p + ko? e o? respectivamente, isto €,

FXJ.(LU;,M,O'2> = FX(SL’,M + k02702>’

Prova:
De fato, considerando & o ponto de truncamento, a funcao de distribuicao acu-

mulada truncada correspondente é,

0, se v < &;
Fxp(x) = Pr(X <z) = Fx(x;p,0%) — Fx(& p, 0?)
1= Fx(&p,0?) ’

se x > &,

e 0 k-ésimo momento é dado por,

dFx (z; p + ko?, o)

E(X*) = /°° o dFx(z;p,0%)  expl{kp+ §k%0%} [
e 1—=Fx(&p.o?) 11— Fx(&p,0?)
4 1 1 — Fx(z;p+ ko?, 0?)
— —]{52 2 ) ) ‘
eXp{],U+ 5 o } = FX(ﬁ;,u,(ﬂ)

Finalmente, a fungao de distribuicao do k-ésimo momento pode ser definida por

x 4k F . 2 T
/ t d X(tu,a ) / de(t;u+kU2,02)
3 3

L= Fx(&p,0?)
F : 2y = = 2L
Xk(xmu’O- ) 0 tk de(t;,U,0'2) ) 9 9
dFx(t;p+ ko*,07)
e 1—Fx(&upo?)  Je

_ Fx(a;p+ ko?,0%) — Fx(§ p+ ko?, 0?)
B 1 — Fx (& p+ ko?, 0?)

que é a distribuicao acumulada lognormal truncada com parametros u + ko? e o2 .
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2.1.2 Distribuicao censurada

Diz-se que uma variavel é censurada se nao for possivel observa-la para uma
parte dos individuos de uma populacao. Por extensao, diz-se censurada, uma amostra cujas
observacoes da varidvel de interesse sao conhecidas para alguns individuos e desconhecidas
para os restantes.

A distincao entre distribuicao truncada a esquerda e distribuicao censurada
a esquerda surge do fato que, na primeira, toda informacao disponivel estd confinada ao
intervalo (£, 00) e no segundo, ha um limite conhecido para a variavel no intervalo (0,¢],
permitindo a consideragao do intervalo completo (0,00). O ponto de truncamento ou de
censura & pode ser considerado, nesse caso, como um parametro a ser estimado, considerado
antes como conhecido.

Considere um conjunto de dados que tem ng observagoes censuradas (registradas
como zero), e ny observagoes com valores conhecidos. Entao, a fun¢ao de verossimilhanca
para as n = ng + ny observagoes de uma variavel aleatéria X com com funcao densidade de

probabilidade fx(z;; ) é, segundo Kendall e Stuart (1977 apud WILKS, 1990) ,
ng ni
L(0) = [[ Fx (& o) I fx(a:0),
j=1 i=1

sendo .
Px(&0) = PriX <€) = [ fxlwio)is
a funcao de distribuicao acumulada da variavel aleatoria X.
Como caso particular, frequentemente é citada na literatura a distribuigao log-
normal censurada. Nesse caso, diz-se que uma variavel X tem distribui¢ao lognormal cen-

surada com ponto de censura £ se pertence a classe de variaveis com

Fx(&p,0?%), sex <&
Pr(X <) = x (& p,0%) 3

FX(ZB;,U,O'z), se r > 67

com Fy(z;u,0?) definida por

T 1 )
F;,2:/ {——lt— }dt
x (x5 1, 0%) s P 5oz Llog(t) — 1]

Momentos dessa distribuicao sao indefinidos desde que a distribuicao nao esteja

definida precisamente para todo z < £. Por outro lado, o quantil &, de ordem q > Fx (&; p, 02)



23

pode ser encontrado e é o mesmo que para distribuicao nao censurada, dado por

§q = exp{p + 0},

sendo v, o quantil de ordem ¢ da normal padronizada N(0, 1).
Considere uma distribui¢ao A(u, 0%) censurada em £ e uma amostra de tamanho

n sendo n; observagoes menores ou iguais a &, cujos valores exatos sao desconhecidos, e no

observacoes {1, ..., Z,, } maiores do que £. A func¢ao de verossimilhanga da amostra ¢, entao,
dada por
n | 1 2
L 2 — F . 2\1m™ _ 1 i) —
(6,#,0’ ) (nl) |: X(&,,UJ,O- )} | | 7,0 o eXp{ 252 [ Og(![’ ) :u} }

i=1

e o logaritmo da funcao de verossimilhanga pode ser escrito como

n2

n 1
525(57/%02)OC”llogq)(C)—glogaz—ﬁ (yi — 1)°,

i=1
em que, y; = logz;, 1 = 1,...,n9, ( = (v — p)/o, v = logé& e ®(-) denota a funcdo de

distribuicdo normal padronizada, com derivadas de primeira ordem, em relacdo a pu e o2,

dadas por
ot _ _m¥(Q) 15~
e

96 mCP(C) me 1 n2( )
do? 202 ®(¢) 202 20! — vimH

(6)
em que ¢'({) é a derivada de primeira ordem de ®(().

Segundo Aitchison e Brown (1963, p. 90) e Owen e DeRouen (1980), os esti-
madores maxima da funcao de verossimilhanca para p e o dados por m e s, respectivamente,

podem ser obtidos, pelas seguintes equagoes

5= (02> (5~ v)

N9 S
22 1

m=v —zs,



sendo 2 = ——, h==t e g(h,z):[(%)(g((j))—z}_l.

Uma outra forma de maximizar a funcao de verossimilhanca é pelo método de

Newton-Raphson. Para esse método, entretanto, além das derivadas de 1* ordem (5) e (6),
sao necessarias as derivadas de 2* ordem, apresentadas a seguir

0] o

ol G R s

1=1

82€ . _n1 (I)/(C)
o o? ()

o+

afjgu N _%2’((8 [_1 +C<4+ %)] - % > s — ).

=1
2.1.3 Mistura de distribuicgoes

Mood, Graybill e Boes (1974, p.122) e Ross (1997, p. 501) definem distribuicao
mistura da seguinte forma: se fx,(-), fx,(*),- -, fx,(*),... € uma sequéncia de fun¢oes den-
sidade de probabilidade, podendo ou nao depender dos parametros, € pg, p1,-- ., Pn, ... UMa

sequéncia de parametros satisfazendo p; > 0 e Z;’;lpj =1 entao,

gx(z) = ijij (z)

¢ uma funcao de densidade denominada distribui¢ao mistura ou distribuicao de contagio.
Esse tipo de distribuicao pode ocorrer quando amostras de uma populagao sao

retiradas de grupos diferentes. Assim, se for considerada uma amostra de dois grupos dife-

rentes da mesma populagao, sendo um grupo com funcao de distribuicao Hy, e outro com

funcao de distribuicao Hy,, ter-se-a4 a funcao de distribuicao de X dada por
Hx () = pHx, () + (1 — p)Hx, (2),

com 0 <p< 1.
Considerando uma variavel aleatoria X inflacionada de zeros, a funcao de den-

sidade obtida por mistura de distribuigoes, de acordo com McLachlan e Peel (2000, p. 159),
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pode ser expressa por

fx(z;p,0) = plioy(x) + (1 — p)(0,00)(2)gx (3 0), (7)

para 0 < x < oo, sendo 0 < p < 1 e gx(7;0) uma funcao de densidade com vetor de
parametros 6 com funcao de distribui¢do acumulada Gx(z;0) e I(x) a fun¢ao indicadora.
Nesse caso, gx(x;0) poderia ser considerada adequada as observagoes, caso nao houvesse
inflacao de observacoes iguais a zero. Nesse contexto, p é o parametro que caracteriza o
namero de zeros que excede o nimero de zeros preditos por gx(z;0).

Considerando uma amostra aleatéria de tamanho n da variavel X, com ng
observacoes iguais a zero e n; observacoes diferentes de zero, ou seja, n = ng + ny, entao a

fun¢ao de verossimilhanga, com base em (7), pode ser escrita como
no
L.0) = [+ (1= p)Gx(@:0)| (1= T axloio)
i:x; >0
Nesse contexto, sao apresentadas a seguir, as distribui¢oes: distribui¢ao-A in-
troduzida por Aitchison (1955); distribui¢ao-A modificada proposta por Kahn e Rubin (1989)

e distribui¢ao gama composta, bem como alguns detalhes da estimacao dos seus parametros.

Distribuicao-A
Seja X uma variavel aleatoéria de uma populacao cuja proporcao de valores
iguais a zero é representada por 0 e a distribuicao dos valores diferentes de zero é lognormal,

A, 0?), isto &,

0 , se x < 0;
Pr(X <zx)= ) ,se r = 0;
0+ (1—=0)Fx(z;p,0%) ,sex>0.
A distribuigao de X & denotada por A(J, u,0?) e tem k-ésimo momento dado

por,

E(X*) = /OOO (1 = 8§)dFx(x) = (1 —96) /Oo ¥ dFy (z)

0

—(1-0) [ R ) = (1 g

[e.e]
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Logo, os momentos de primeira e segunda ordem de X em torno da média sao,

respectivamente,

k=E(X)=(1-9) exp{u+ %2}

V? = Var(X) = B(X?) — [E(X))?
= (1=6)[exp{2n+ 207} — (1 — ) exp {2u 4 07 }]

= (1= 0)exp {2+ 0%} [exp {o*} — (1 - 9)].

Considerando uma amostra de n observagoes sendo, ng valores iguais a zero e

n — ng = ny diferentes de zero, a funcao de verossimilhanca para a distribuicao A sera,

Hovo) = <n)5n0 {(1 - 5)%Fx(x;u,a2)r_no

o

<§0) g"e [(1 - 5)%&(%; I, 02)] -

Fazendo y = log(x), tem-se que

n

ni d
-W%¥F<)W04WH@ﬂwmﬂ
i=1 v

)

() or e -]

=

Nesse caso, tém-se duas distribuicoes independentes, uma binomial com para-
metros n e § e outra N(u,o?). Logo, ., 52 sao estimadores conjuntamente suficientes e

nao viciados de 6, j1, 0, respectivamente.

Distribui¢ao-A modificada

A distribuicao-A modificada ou distribuicao A-lognormal é uma modificagao
por Kahn and Rubin (1989) da distribui¢ao-A de modo a incorporar multiplos limites de
deteccao para modelagem da concentracao de poluentes em agua, provenientes de descargas

industriais.
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Neste, o tinico ponto de massa localizado em zero é substituido por uma dis-
tribuicao discreta composta de multiplos pontos de massa em que cada ponto de massa ¢
associado a um limite de deteccao especifico da amostra e a distribuicao lognormal é usada
para representar o conjunto de valores mensuraveis.
Considere que o parametro § da distribuicao-A modela, aqui, os valores nao
detectaveis correspondentes a k limites de detecgao (D1, Dy, ..., D;, ..., D) de forma que 6 é a
soma de probabilidades, ¢;, cada uma representando a proporcao de valores nao quantificaveis
associados a cada intervalo |D;_1; D;] de detecgao.
Seja Xp uma variavel aleatoria representando uma medida nao detectada esco-
lhida aleatoriamante e D; o valor do i-ésimo limite de deteccao em um conjunto de observacoes

tendo fungao de distribui¢ao acumulada

Pr(Xp<c)= % Z i, (8)

i:DiSC
sendo ¢ > 0, de forma que (8) é a parte discreta da distribuigao distribui¢ao-A modificada.
Assim, a esperanca e a variancia da variavel discreta Xp pode ser calculada usando-se, re-

spectivamente,

E(Xp) = - ZélDl
Var XD Z(Sl Dl )) .

Considere, agora, a distribui¢ao de probabilidade acumulada da por¢ao continua
da distribuigdo-A modificada dada por P(X¢ < ¢) = Fx(c|p,0?), sendo Xg a variavel
aleatoria com distribui¢ao lognormal que representa os valores mensuraveis. Com esperanca
e variancia dadas, respectivamente, pelas expressoes (3) e (4).

A variavel aleatoria U com distribuicao-A modificada pode ser entdo expressa

como a combinagao de trés varidveis aleatorias independentes da seguinte forma,
U=1IyXp+(1-1y)Xc

sendo Iy = I(p,p,)(u). Usando uma soma ponderada, a fun¢ao de distribuicdo acumulada da

porcao discreta da distribuigao (8), pode ser combinada com a fungao da porc¢ao continua
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para obter a distribuicao de probabilidade acumulada global da distribuicao-A modificada

como segue,

Pr(U<c)= Y 6+ (1—0)Fx(c;p1,0%) (0., (u)

i:D;<c

sendo D; o valor do i-ésimo limite de deteccao especificado. Logo, a esperanca da variavel
aleatoria U pode ser obtida como uma soma ponderada dos valores esperados das porcoes

discreta e continua, isto é,

E(U) = 6E(Xp) + (1 — 0)E(Xc). (9)

De forma similar, o valor esperado de U? pode ser obtido como a soma ponde-

rada dos valores esperados dos quadrados das porgoes discreta e continua como segue

E(U?) = 6E(X3) + (1 — §E(XZ). (10)

Logo, usando as equagoes (9) e (10), a variancia de U pode ser obtida pela

expressao

Var(U) = E(U) - [E(U)]

= §{Var(Xp) + [E(Xp)P} + (1 - 8){Var(Xe) + [E(Xc)P} — [EU)P.

Distribui¢ao gama composta

Considere uma variavel aleatoria discreta N, denotando o nimero de vezes que
um evento ocorre em um intervalo, com distribuicao de Poisson com parametro A. Assuma que
0 i-ésimo evento resulta em uma quantidade R;, i = 1,...,n, e que cada R; ~ Gama(a, (),
ou seja, R; tem distribuicao gama com parametros a de forma e 5 de escala com média af e
variancia a32.

Seja X = Ry + Ry + ...+ R, entao no caso da quantidade total observada ser
igual a zero, isto significa que nenhum evento ocorreu, ou seja, Pr(X =0) = e,

Além disso, da Poisson, segue que a probabilidade de exatamente k eventos
ocorrerem é .

Ae™
Pr(N =k)= 71_‘(]{;_‘_ 0
Se cada termo R; que compoe o total X é modelado pela distribuicao

Gama(a, 8), entao segue, da aditividade natural da distribuicao gama, que a distribuicao
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do total X, composto por k termos, tem distribui¢ao Gama(kc, 5). Combinando as duas

partes surge a distribuicao gama composta, dada por

e ,se x =0,

fn(I) — " N\ l.ka—le—% (11)
2 (k1) BFT(ha) 070

k=1

sendo « o parametro de forma, 5 o parametro de escala, A o nimero esperado de eventos e n
o ntimero total de eventos (n — oo).

Os trés primeiros momentos de X, por sua vez, sao, repectivamente,
E(X) = A\ag,
E(X?) = [(\* + A)a® + \a]B°

E(X?) = [N+ 3232+ N)a® + (A2 + N)a? + 2Xa] 3%,

Seja {1, xs, ..., T, } uma amostra aleatoria de X de tamanho n. Logo, a fungao

de verossimilhanga da distribuigao gama composta (11), pode ser escrita como

)\ka165

Lixa,5) = H_AHZ k+15kar(k:a)

i€cA i€B k=1

em que A = {i : x; = 0} possui ng elementos, B = {i : x; # 0} possui n; elementos, e o

logaritmo da funcao de verossimilhanca é

n 6 )\ ka 16 5
€A i€B k + 1)6k F(ka)
o n )\kxl?a 1
= —ngA + log{e_ e’ Z }
0 ; Z < I'(k + 1)p*T (ka)
)\k ka—1
noA + ;{ 5 -+ gz I'(k+ 1)5kar(ka)}
)\k ka 1
= —NpA —mA — 4 le . Z{logz L(k+1) ﬁ’wf(/fa) }
zeB i€eB

(12)
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Para evitar problemas de célculo envolvendo o termo I na equagao (12), pode-se

reescrevé-lo da seguinte forma
I =exp {k:logA + (ka—1)logx; —logI'(k + 1) — kalog 5 — logF(ka)}.

Uma forma de obter os estimadores de A\, a e [ pelo método de maxima
verossimilhanca, é fazer uma reparametrizacao da distribuicao gama composta para a familia
Tweedie e estimar os trés parametros que determinam a familia. Essa idéia, apresentada
em Dunn e Smyth (2002), foi implementada por Dunn (2007) no programa estatistico R (R
DEVELOPMENT CORE TEAM, 2008) para obtengao das estimativas dos parametros.
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3 MATERIAL E METODO

3.1 Material

Com a finalidade de se avaliarem os estimadores propostos na metodologia serao
considerados inicialmente dados gerados por meio de simulacao, em seguida serao utilizados
dados de medidas de contaminacao com aflatoxina B1 observadas em graos de milho obtidas
no Laboratoério de Micotoxinas do Departamento de Agroindustria, Alimentos e Nutricao da
ESALQ/USP cuja descrigao é pormenorizada a seguir.

Para obtencao dos mesmos foram retiradas 16 amostras de cada lote de milho,
constituido da carga de um caminhao, tomado aleatoriamente, dentre os que abasteceram um
consumidor industrial do interior de Sao Paulo. A coleta da amostras foi realizada segundo
critérios adotados pela industria receptora do milho, sendo que cada uma é composta por
graos de milho retirados de 11 pontos diferentes do lote, conforme o croqui apresentado na
Figura 1, que tem por finalidade garantir que os diferentes pontos do lote sejam amostrados,

servindo de guia para o encarregado de coletar as amostras.

Figura 1 — Croqui para introdugao da sonda na carga do caminhao em 11 pontos de onde devem ser
retirados 0s graos para compor a amostra

Nas Figuras 2 (a) e (b) sao apresentadas a sonda para extragao das amostras e
o operador utilizando-a para a retirada de uma amostra, respectivamente. Convém salientar
que a sonda é introduzida até atingir o fundo da carroceria do caminhao afim de que os graos
que se encontram na parte inferior da carga tenham a mesma chance de estar presentes na

amostra que os graos da superficie do lote.



Figura 2 - Sonda para coleta da amostra (a) e operador retirando amostra (b)

Figura 3 — Escada de torre para homogeneizagao e particao da amostra

A cada perfuragao o conteido de aproximadamente 1 kg de milho coletado pela
sonda foi armazenado em um compartimento do equipamento, favorecendo a homogeneizacao
da amostra. Apos a coleta, o milho passou por uma escada de torre constituida por uma
sequéncia de divisores de amostra do tipo canaletas invertidas com quilhas verticais no inte-

rior, cuja foto é apresentada na Figura 3. Este equipamento tem por funcao homogeneizar
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a amostra e fazer uma particao da mesma, saindo, por um dos tubos de saida, aproximada-
mente 25% dos graos e pelo outro, os 75% restantes. Uma vez que para cada lote foram
realizados 11 introduc¢oes da saida, foram retiradas de cada caminhao aproximadamente 11
kg, separados em duas porcoes, uma com 2,75 kg e a restante com 8,25 kg. Este processo foi
repetido 16 vezes para cada caminhao.

A cada amostragem, foi retirado 1 kg da por¢ao menor de milho, compondo no
total 16 amostras de 1 kg cada e que, posteriormente, seguiram os procedimentos apresentados
nas ramificacoes B e C do fluxograma da Figura 4. Da por¢ao maior, por outro lado, foram
retirados 5 kg em cada amostragem, totalizando 16 amostras de 5 kg cada, que seguiram os

procedimentos a ramificacao A do fluxograma apresentado na mesma figura.

16 amostras (5kg) 16 amostras (1kg)
l B C
‘ Trituracao ‘ ‘ Fragao normal ‘ ‘ Fracao danificada ‘

Retirada da Retirada da Retirada da
amostra analitica amostra analitica amostra analitica
Extracao Extracao Extracao
‘ Resultado ‘ ‘ Resultado ‘ ‘ Resultado ‘

Figura 4 — Fluxograma de preparo das amostras do estudo

As 16 amostras que seguiram as etapas descritas na ramificacao A, foram en-
tao trituradas e moidas no moinho subamostrador, modelo RAS MILL SUB SAMPLING,
ilustrado na Figura 5 a), que ao mesmo tempo tritura e subamostra o material da amostra.

Em seguida, de modo a adequar a granulometria do material ao procedimento de extracao da
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aflatoxina, aproximadamente 10% de cada amostra triturada de 5 kg, foi moida num moinho
do tipo martelo, apresentado na Figura 5 b). Finalmente, de cada uma dessas 16 amostras

foi retirada uma amostra analitica de 25 g.

Figura 5 — Moinho amostrador modelo RAS MILL SUB SAMPLING (a) utilizado para trituracao e
subamostragem e moinho do tipo martelo com peneiras de crivos circulares de didmetro
0,85 mm (b) utilizado para moagem

Para a realizacao dos procedimentos apresentados nas ramificacoes B e C do
fluxograma da Figura 4, houve, inicialmente, a separacao dos graos danificados dos normais,
realizada por operadoras treinadas, com base em caracteristicas visuais dos mesmos, como
ilustra a Figura 6. Dentre os graos danificados, convém observar que estao incluidos os graos
ardidos, fermentados, quebrados, brotados ou atacados por insetos, conforme foto ilustrativa

apresentada na Figura 7 (b).
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Figura 7 — Graos normais (a) e graos danificados (b) apos a separagao por operadoras treinadas

As fragoes foram entao, separadamente, pesadas e integralmente moidas em um
moinho do tipo martelo com peneiras de crivos circulares de diametro de 0,85 mm (Figura 5
b). De cada fracao foi retirada em seguida uma amostra analitica de 25 g.

Finalmente todas as amostras analiticas passaram por um processo de extracao
em uma mistura de solventes composta por 135 ml de metanol e 15 ml de uma solucao
aquosa de cloreto de potéssio a 4%, seguido de filtragem. Para deteccao e quantificacao das
aflatoxinas foi empregada, entao, a cromatografia liquida de alta eficiéncia, com detector de

fluorescéncia e coluna cromatografica de fase reversa, equipamento apresentado na Figura 8.
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Figura 8 — Cromatografo para cromatografia liquida de alta eficiéncia com detector de fluorescéncia
e coluna cromatografica de fase reversa utilizado para detectar e quantificar aflatoxinas

Apos a calibragao dos resultados da cromatografia por meio de curvas de re-
gressao, as observacoes foram codificadas, em trés classes: menores do que o limite £ = 0,11
de detecgao, codificados como ND (nao detectado); entre o limite £ = 0,11 de detecgao e o
limite de quantificacao 7 = 2 = 0,22, representados por NQ (nao quantificado) e maiores do
que o limite 7 = 0,22, quantificados de forma continua. Os resultados obtidos para um dos

lotes, segundo os procedimentos relatados até aqui, sao apresentados na Tabela 2 .
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Tabela 2 — Medidas de contaminagao de aflatoxina B1, em ppb, de 16 amostras extraidas de um lote

de milho
Ramificacoes
Amostra A B C
1 2,79 ND ND
2 1,17 ND ND
3 ND ND ND
4 ND ND ND
5 ND ND ND
6 3,70 ND ND
7 ND ND ND
8 0,25 ND 2,24
9 0,47 ND 0,29
10 8,19 0,25 0,60
11 2,08 ND ND
12 ND ND 0,44
13 0,52 ND ND
14 ND 0,53 ND
15 NQ ND 0,59
16 1,22 0,55 NQ
O N0 o quantificedon, valores pertencentes a0 intervalo 6, 7] = [0,11,0.22]
3.2 Meétodo

Como apresentado na revisao de literatura, o problema com excesso de zeros ja
pode ser contornado. Porém, as metodologias utilizadas nao fazem distincao entre observacoes
de valores iguais a zero com valores censurados ou provenientes de um intervalo em que sao
identificados, mas nao quantificados. Dessa forma, a proposta é desenvolver um modelo de

mistura que contemple essas observacoes.
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3.2.1 Modelo geral de mistura e estimacao

Conforme o apresentado na secao 2.1.3 e considerando uma variavel aleatoria

Y inflacionada de zeros, a funcao de densidade de probabilidade acumulada é expressa por

Fy(y;6,0) = 0110y (y) + (1 = 0)L(0,00) () Gy (y; 6), (13)

para 0 < y < oo, sendo § uma constante tal que 0 < § < 1 e Gy(y;0) uma funcao de
distribuicao acumulada com vetor de parametros 8. Nesse caso, considerando que, caso nao
houvesse inflagdo de observagoes iguais a zero, Gy (y; 8) poderia ser considerada adequada as
observacgoes. O parametro ¢ caracteriza a proporcao populacional de zeros nao preditos por
Gy(y;0) e a fungao de densidade de probabilidade com respeito a distribuigao de mistura
(13) é
0, sey =10
fr(y;6,0) = (14)
(1—0)gy(y;0), sey>0
em que gy (y;0) é a fungao de densidade com respeito a Gy (y;0). Logo, o k-ésimo momento

de Y é dado por

1y, = E(YF) =/ y* fy (y; 0,0)dy
0
— 0%+ / JH (1~ 8)gy (y: 0)dy (15)
0
—(1-95) / ooy (450)dy = (1 — §)Eyy ey (V)
0

e, desta forma, a esperanca e variancia sao, respectivamente,

E(Y) = (1= 8)ny (16)

Var(Y) = (1 - 6) (426 + 02),

sendo j1y = Egyy:0)(Y) € 0p = B2 0/(Y) = [Egy (0) (Y)]2, respectivamente, a esperanga e
variancia de Y segundo a fun¢ao de densidade gy (y; ).

Considere agora uma variavel aleatoria Y com func¢ao de densidade (14), porém
com problemas de ser observada, isto é, o aparelho usado para obter o valor possui limites de

deteccao e de quantificagao, £ e 7. Nesse caso, o equipamento: acusa auséncia da substancia
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quando esta existe mas estd abaixo de &; apenas detecta a presenca da substancia para
quantidades entre £ e 7; ou de quantifica de forma continua quantidades acima de 7. Desta
forma, Y pode ser considerada uma variavel com censura a esquerda de £ e intervalar entre
EerT.

Considere, ainda, as observacoes de uma amostra aleatéria de Y de tamanho
n, dada por {y1,9a,...,yn}. Nesse caso, a fungao de verossimilhanga é, segundo, Day et al.

(1984 apud COX e OAKES, 2000), dada por
0) = H Fy(&:6,0) H [Fy(736,0) — Fy(&;0,6 H fy (yis 0 (17)
1y <€ :{<y;<T Ly >T
e considerando-se a expressao apresentada em (13), a expressao (17) pode ser reescrita da

seguinte forma

L(6,0) = [6 + (1 = 0)G(& 0)]™ (1 = 6)" [G(r:0) = G(&:0)]" (1 = &)™ ] gv(u::0)

LY >T

= [0+ (1-8)G(&0)]™[G(r:0) = G(&:0)]" (1 = 8)" "= ][ gv(v::0 (18)

LY >T
sendo ng o nimero de observacoes menores do que &, ny o nimero de observacoes pertencentes

ao intervalo [, 7] e ng 0 nimero de observagoes maiores que 7. Logo, tem-se que o logaritmo

da funcao de verossimilhanga (18) ¢é

1(6,0) =nglog[d + (1 — 6)G(&; 0)] + ny log [G(1;0) — G(&;0)]

19
+ (1 + ng) log(1 — 0) Zlogngu . 19)

1Y >T
Os estimadores de maxima verossimilhanca (EMV) de § e 8 podem ser, entao,

obtidos por meio da solucao do sistema de equagoes gerado igualando-se a zero as derivadas

de primeira ordem da funcao (19) em relacao a 0 e 6, dadas por:

8[(5, 0) o Nng — noG(f; 0) _ ni + N9
25 S+ (1-0)G(E6)  1-6

(20)

01(6,6) _ no(1—0)G"(&0;) | mlG'(7;6;) — G’ 5 9 Z 9 yw y

2; I+ (1-6)G(&8) G(T;0) — gy Yi; 0 (21)
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sendo G(56) _ G'(+0)) e 99(36)
00,

00,
Assim, resolvendo-se a equagao obtida igualando-se (20) a zero obtém-se o es-

:g/(,e‘]>7 Comj: 1727-"7p'

timador de maxima verossilhanga (EMV) de ¢ dado 6,

~ no — nG(&;0)
0(0) = —— . 22
ATSEED) 2
Substituindo-se o por 5 em (21) e igualando-a a zero, obtém-se o sistema de equagoes
(((n—n9)G'(§;01) | mlG'(r; 91) 5 91 s 9wt _
—G(&:0) G(:0) — = gv(yis0)
(n - nO)G'(ﬁ; 92) nl[G,(T; 92) G, 5 92 Z q yz, 2) —0

(n - nO)G/(&ep) nl[G/(T;e ) G/ 5 9 Z g yza
—G(§;0) G(1;0) — gy ( yz,

\

O vetor solugao 6, do sistema de equagoes nao lineares (23), serd, entao, o vetor
de estimadores de maxima verossimilhanga de 6 e pelo principio de invariancia, fazendo 8 = 6,

em (22) obtém-se, o estimador de maxima verossimilhanca ¢ de § dado por:

5\(5) _ o~ nG(fa?)
n[l —G(&;0)]

Convém observar que o sistema de equagoes (23) nao possui solugao analitica,

(24)

sendo necessario recorrer a métodos numéricos como de Newton-Raphson para soluciona-lo.
Seguindo esse método, parte-se de valores iniciais (%) e () para ¢ e 8 e os novos valores, 5™

e 8 serdo:

50 50 921(5,0)  021(5,0) 821(5,0) 01(5,0)
952 9500, T 0800, a5
g 9 921(6,0)  921(5,0) 921(5,0) 21(5,0)
1 _ 1 | 98108 902 " 96,06, 90, (25)
(1) (0) 821(5,0)  821(5,0) 821(5,0) d1(5,0)
I Op | I Oy . | 0,05 o0,00, 00 | 5 =060 | o | § =050

0 =00 0 =060
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sendo:
0°16,0)  mo(1—G(£6)®  n+ng
062 [0+ (1-0)G(&0)2  (1—06)Y
82l((5, 0) . ’n,(]G,(g, 9])
9000; [0+ (1—0)G(0))2

0%1(3,0) _mo(1 — 0){G"(&:6,)[0 + (1 — 6)G (& 0)] + (1 — 6)G'(§:65)°}
062 0+ (1—0)G(&0)?

+nl{[G”(r;9j>—G"(g;ej>][a(¢,a> G(&:0)] -

0)] - 1G'(7:0;) — G’(ﬁ;ﬁj)]z}
[G(7:6) — G(&; 0)]”

s 9" (yi;:0;)9v (yi:0) — ¢'(ys; 0;)?
gY(ylug) ’

LY >T

0%1(6,0) _mno(1 — 0){G"(&0;,0)[0 + (1 — 0)G(&§ 0)] + (1 — 0)G"(&:0;,)G" (& 0n) }
96,00, [0+ (1=0)G(&0))?

+ ny

{[G”(T;Qﬁk) G"(&: 05, 011G (73 0) — G(f;e)]}
(G(7;0) = G(&;0)]

B { [G'(7;0;) — G'(& 0)][G"(7;0k) — G'(§; 6] }
[G(7;68) — G(&;0))?

Z 9" (Yi; 05, 0k)9v (yi; 0) — 9'(vi:0,) 9 (yi; O)
gY(ylvo)

Y

LY >T

comj=1,2,....,pek=1,2,...,p. Em seguida, considera-se 6© = §) e 60 = () em
(25) obtendo-se novos valores para 6 e 8. Repete-se o procedimento até que 5V = §(©
e 8 = 90 regsaltando que os parametros a serem estimados pela solucao da equacdo (23),
referem-se a distribuicao adotada para modelar a parte continua da mistura.

Por outro lado, considerando § = 6(6), em (19) o logaritmo da funcdo de
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verossimilhanca é

~

1*(6) =1(5(0),0)
= nyg log(n ) +mnylog [G(7;6) — G(&; 0)]

n—n
+ (n1 + n2) log(n[l—o) Zlog 9y (yi; @

oy log( ) T log [G(7:6) — G(g::]
+ (11 + o) log([nli) ZZ>T loggy (:; 0 (26)

ou ainda,
I(0) o< ny log [G(750) — G(&;0)] — (n1 +na)log [ — G(&;0)] + Y loglgy (y::0)].  (27)
LY >T
Segundo Cordeiro (1999, p. 116), os méaximos de {*(8) e [(0,0) coincidem e as
estimativas de maxima verossimilhanca perfiladas 5\(9) e 0 sao iguais as estimativas usuais
de EMV. Assim, derivando-se (26) em rela¢do aos parametros em 6, obtém-se o sistema de
equagoes nao lineares (23), cujo vetor solugdo 6 pode ser obtido pelo método de Newton-

Raphson com sistema de equagoes recursivas dadas por

1 0 21(5,0
] [
e I N (10 e (28)
1 0 a1(5,0
91(7 : QZ(J ) {ng) 09—
sendo
921(5,0) 921(5,0)
962 “ 796,00,
J(60) = : :
921(5,0) 921(5,0)
00,00, o 89% 9:0(0)

a matriz de informacao de Fisher observada.

Como pode ser notado a partir do estimador de ¢, equagao (22), vetores de
realizagoes de Y podem levar a ny < nG(&; 0) obtendo-se, dessa forma, estimativas negativas
para 0 e portanto, fora do espago paramétrico. Problema como este também foi encontrado
e discutido por Taylor et al. (2001) que sugeriram, para soluciona-lo, uma maximizac¢ao com

restricao ao espaco parameétrico.
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3.2.2 Teste do modelo de mistura

Quando 0 = 0, inferéncias feitas com estimativas obtidas por meio de maxima,
verossimilhanca de um modelo de mistura podem ser menos eficientes que as estimativas
obtidas pela maximizagao de um modelo que envolve somente censura. No caso, tem-se que
§ & limitado superiormente por %, mas é estimado menor do que zero nos casos em que
ng < nG(&;0), sugerindo que o modelo de mistura talvez nao seja é apropriado para os
dados.

Uma forma de evitar estimativas negativas é impor o espago paramétrico [0, 1]
para ¢, como restricao durante as estimacoes, o que, no entanto, pode levar a estimativas
nulas para 0 em alguns casos. Seguindo as idéias apresentadas, num estudo com mistura
de uma distribuicao degenerada em zero com uma distribui¢ao log-normal, Taylor et al.
(2001), concluiram que as estimativas obtidas para os parametros da distribui¢ao log Normal
permanecem as mesmas, independente de se considerar o0 modelo de mistura com restri¢ao ou
o modelo censurado sem mistura. Demonstraram, ainda, que nao ha alteragao no logaritmo da
funcao de verossimilhanca, porém destacaram alteracoes na matriz de variancias e covariancias
observada.

Uma alternativa consiste em testar a hipotese Hy : 6 = 0 contra a hipotese H,, :
0 > 0 antes de decidir entre um dos modelos. No entanto, conforme relatado por Molenberghs
e Verbeke (2007), hé situagoes, em que o valor méaximo da funcao de verossimilhanga ocorre na
fronteira do espago paramétrico e nestes casos, a distribuicao nula da estatistica da razao de
verossimilhanca nao converge, necessariamente, para uma distribuicao Qui-quadrado com 1
grau de liberdade (y?). Assim, seja: [(§) o logaritmo da fungio de verossimilhanga, suprimindo
a dependéncia dos outros parametros; 5: o estimador de 9 sob restricao no espaco paramétrico
[0,1] e 5: o estimador de 0 sem restricao. Relatam, entao duas situacoes distintas, 5: = 5:
ou (i < 6: = 0, que correspondem respectivamente, aos casos A e B ilustrados na Figura 9.
Supondo que Hj seja verdadeira, os casos A e B ocorrem, segundo Self e Liang (1987), com
probabilidade 0,5 cada e o caso C com probabilidade nula.

No caso A, a evidéncia em favor de H; pode ser entao medida pela estatistica

classica da razao de verossimilhanca, dada por
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l ' bi't H, !
H, Hg i 7o Ha; 0 i
05 =0, 16 —0 1 6§ s=6-=0 15
(A) (C)

Figura 9 — Representagao de trés diferentes situagoes no teste da hipdtese Hy : d = 0 contra H, :
d >0, em que [(d) representa o logaritmo da fungao de verossimilhanga sem restrigao

Try = —2{ max [(§) — maXZ(a)} = -2 {z(()) - l(&)],

Ho H,
com distribuigdo nula assintotica x?, de acordo com Mood, Graybill e Boes (1974).

No caso B, entretanto, observa-se que 5: nao fornece evidéncias contra Hy em
favor de H,, pois, a funcao de verossimilhanca é maximizada em ¢, localizado na vizinhanca
de zero, respeitando o espaco parameétrico, fornecendo Tgy = 0. Assumindo-se que, sob
Hy : 6 = 0, os dois casos ocorrem com probabilidades iguais a 0,5 e a distribuicao nula

assintotica de Try (0) pode ser obtida de

P(Tpy > ¢|Ho) = P(5 < 0|Ho) P(Try > ¢|Ho, 6 < 0) + P(5 > 0|Ho) P(Try > ¢|Ho,d > 0)

1 1
= iP(Xg > c) + iP(ﬁ > c).

(29)
sendo yz uma variavel aleatoria com distribuigao qui-quadrado degenerada com ponto de
massa 1 proximo de zero, como apresentado em McLachlan e Peel (2000) e nomeada de
“chi-bar-squared” (qui-quadrado-barra) por Lindsay (1995). Logo, Try € assintoticamente
distribuida com distribuigao de mistura 0,5x2 + 0,5x3, resultado demonstrado formalmente,
por Self e Liang (1987) e Maller et al. (1998) com aplicagoes dadas por Maller e Zhou (1995)
e Taylor et al. (2001).
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Seguindo as idéias de Maller e Zhou (1995), sera apresentado, a seguir, o pro-

cedimento para testar a hipotese nula Hy : 0 = 0 contra a hipotese H, : 6 > 0 para o modelo
em questao.

Considere @ = (0, 8), o vetor de estimadores de méxima verossimilhanga (EMV)

obtidos ajustando o modelo (14), assumindo 5 = 0, se a funcao de verossimilhanca é maxi-

mizada na fronteira, e @y, = (0, 8), o correspondente EMV sob Hy. Seja [(w) o logaritmo da

funcao de verossimilhanca e
Try = —2 [Z(GHO) - l(&)]
a estatistica usada para testar a hipotese Hy. Entdo, de (29) tem-se que Txy é assintoti-

camente distribuido com uma mistura 50% qui-quadrado com 1 grau liberdade e 50% uma

massa proxima de zero, ou seja,

P(Try <) — % + %P(Xf <) (30)

com n — 0o, para x > 0. Logo, para um teste com nivel de significancia 5% tem-se que

1 1
P(Try < cog5) — 5 + §P(X% < ¢o.95)

sendo cg g5 0 952 percentil desta distribuigao, calculado da seguinte forma:

% + %P(X% < cop5) = 0,95 = P(X% < ¢o95) = 0,90.

Portanto cpgs = 2,71 e nesse caso, como critério de decisao, rejeita-se Hy se
Try > 2,71 e considera-se uma forte evidéncia de que o modelo de mistura seja adequado.

Alternativamente, compara-se o nivel de significancia com o valor p, dado por
p=P(Try > Trvea) = % 1+ P(xi < Trvea) |,

sendo Thrycq @ estatistica Try considerando w = @.

3.2.3 Identificabilidade do modelo de mistura

(Questiona-se frequentemente a identificabilidade de um modelo proposto e prin-
cipalmente se ¢ um modelo de mistura. O questionamento se d& pelo fato de que, para um
modelo cujos parametros sao nao identificaveis, pode haver um grande nimero de combi-
nacoes que levam ao mesmo ajuste das observacoes, tornando impraticavel a estimacao dos

parametros.
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Seja F o conjunto de todas as misturas de dois componentes definidas por (13),

entao,

F = {Fy(y7 \Il) ZFy(y; \Il) = 51]{0}(?]) + 52[(0700)(y)gy(y; 0),5]' Z 0,51 + 52 = 1,
gv(y:0) €G,j = 1,2}

sendo
g = {gy(y;e),e € Q,yec0, OO)},

uma familia de funcoes de distribuicao acumulada. Com base em Titterington, Makov e
Smith (1985, p. 36), McLachlan e Peel (2000, p. 26), Yakowitz e Spragins (1968) e Li, Taylor
e Sy (2001), a defini¢ao de identificabilidade para modelos derivados de (13) é

Definigao 3.1 (Identificabilidade) Seja

Fy(y; W) = 61001 (y) + 62d(0,00) () 9y (y;0) e Fy(y; ¥*) = 6] L0y (y) + 051 (0,00) () gy (y: 07)

tal que F,(-), F,(-) € F. Esta classe de misturas finitas € dita ser identificavel para todo
¥ < ) quando
Fy(y; ¥) = Fy(y; ¥7)

se e somente se, §; = 05, (j=1,2), ¥ =W para todo y € [0, 00).

Pela definicao 3.1, o modelo de mistura sera identificavel se existir um tunico

vetor de estimativas dos parametros que defina a distribuicao dos dados observados.

3.2.4 Adequacao do modelo ajustado

Medidas de discrepancia entre os modelos propostos Fy(Y) e a distribuicao
acumulada empirica F,,(Y) das observacoes serao utilizadas para avaliar a qualidade do ajuste
de cada modelo.

Dado um conjunto {y1,...,y,} de observacoes de uma variavel aleatoria Y, a

funcao de distribuicao empirica de Y ¢ definida como

Fuly) =~ S Il <)

ou seja, ¢ o niamero de observagoes menores ou iguais a y dividido por n.
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Uma medida simples, é o viés relativo absoluto entre Fy (y;) e F,(y;), dado por

Fy (yi) — Fo(yi)

Dessa forma, quanto menor o valor de Dif, mais indicado sera o modelo ajus-

n

DUZ%Z

1=1

tado aos dados.

A seguir serao apresentados métodos mais formais para verificagao do ajuste
do modelo baseados na distancia entre Fy(y) e F,(y), que serao chamados de estatisticas de
funcao de distribuicao empirica.

Suponha Y uma variavel aleatoria com funcao de distribuicdo Fy(y), e
Y1,Ys, ..., Y, uma amostra aleatoria de Y, sendo os valores Y(y),Y(2),...,Y(, obtidos das

observacoes, quando rearranjadas em ordem crescente. Deseja-se testar as hipoteses

Hy: Fy(y) = Fo(y) contra Hy: Fy(y)# Fo(y), (31)

considerando Fy(y) uma fungao de distribui¢ao conhecida. Nesse caso, de acordo com Zhang
(2002), as estatisticas Z, para testar as hipoteses sdo baseadas em distancias verticais entre

Fy(y) e F,(y) e sao divididas em dois tipos, definidas por,

2= [ 2,400 (3)

oo

Zmax = sSup  Zyw(y), (33)

ye(_oovoo)

sendo w(y) uma funcao peso.
Uma estatistica candidata para Z,, é a estatistica XZ de Pearson, segundo Zhang

(2002), escrita na forma
» _ nlFu(y) = K)l?

Xo = )
Y Fo(y)[l - Foly)]
Com a escolha de X?; para Z, e diferentes fungoes peso obtém-se as tradicionais

estatisticas de Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises e Anderson-Darling, apresentadas,

respectivamente, a seguir:

i) Estatistica de Kolmogorov-Smirnov.

Considerando-se w(y) = {Fo(y)[1 — Fo(y)|}/n em (33), tem-se que

KS? {ye(sup |F(y) — Fo(y)|}2 = {max {max(% = Fo(ya)), Fo(yay) — i — 1)] }2

00,00 1<i<n n




48

e portanto,

KS =

max [max(% — Fo(yw)s Folyay) — - 1)] ‘

1<i<n n

conhecida por estatistica de Kolmogorov-Smirnov, que é a maior distancia vertical entre
F,(y;) e Fy(y;). Intuitivamente, essa estatistica é capaz de detectar discrepancias prox-
imas ao centro da distribuicao mas tem dificuldade em detectar discrepancias sutis nas

caudas da distribuicao.

ii) Estatistica de Cramér-von Mises.

Considerando-se dw(y) = Fo(y)[1—Fo(y)] dFy(y) em (32), tem-se a estatistica de Cramér-

von Mises, dada por

e — n/_oo (Fn(y) - Fo(y))2 dFy(y) = % + g(Fo(y(i)) _ Z'—RO, 5)2

[e.e]

que é considerada mais poderosa que a estatistica K S, mas nao é a melhor para detectar
discrepancias nas caudas.
iii) Estatistica de Anderson-Darling.

Considerando-se w(y) = Fy(y) em (32), tem-se a estatistica de Anderson-Darling dada

por:

A2 — n/OO [Fn(y)_FO(y)]z dFo('y)

—oo Fo(y)[1 = Fo(y)]

n

= —n-— % Zl Kz - %) log[Fo(y@)] + (n —i+ %) log[1 — Fo(y(m))]

que é, intuitivamente, mais eficiente que K.S? e W? para a deteccao de discrepancias nas

caudas da distribuicao.

Zhang (2002) apresenta, ainda, alternativas para KS?, W? e A% que podem ser
mais eficientes que as estatisticas tradicionais. Para isso o autor utiliza, como candidata a

Z,, a estatistica da razao de verossimilhancas G§= dada por,

o frna(580) + 1) 50

2
Yo

Considerando entao Z, = G, com fun¢oes peso apropriadas tem-se as novas

estatisticas:
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i) considerando-se w(y) =1 em (33),

1—0,5 n—1i+0,5
7, = 1~ 0,5) log [ y 1
g 1](2?5;{(Z 0’5) Og(nFo(y(z'))> i (n Z+O’5) Og(n(l_FO ))}

-1
ii) considerando-se dw(y) = {Fo(y)[l - Fo(y)]} dFy(y) em (32), tem-se uma estatistica

alternativa a de Cramér-von Mises, dada por
- Folyw) ™' =17
ZW = Z{lOg |:—n—(0?5
i=1 i—0,75 1

-1
iii) considerando-se dw(y) = {Fn(y)[l — Fn(y)]} dF,(y) em (32), tem-se a estatistica

Zi— 2": [log (Fo(yw)) N log (1 — Fo(y(i)))} |

| 'n—i+0,5 i—0,5

Apesar da similaridade entre as estatisticas Zx, Zy e Z, com as tradicionais
estatisticas, KS?, W? e A? respectivamente, Zhang (2002), por meio de estudos de simulagoes
conclui que as novas estatisticas sao mais poderosas.

Na formulagao das hipoteses (31) foi considerado que Fy(Y') era uma funcao de
distribui¢ao conhecida. Entretanto, segundo D’Agostino e Stephens (1986) e Zhang (2002),
se os parametros da distribui¢ao Fy(Y) nao sao conhecidos, eles devem ser substituidos por
suas estimativas. Porém, nesse caso estara se realizando um teste de ajuste para uma familia
de distribuicoes ao invés de uma distribuicao especifica e como resultado, as distribuicoes
amostrais das estatisticas serao diferentes.

Por serem estatisticas baseadas na distancia entre F,(Y) e Fy(Y), a hipotese
Hy deve ser rejeitada para grandes valores das mesmas, isto ¢, grandes distancias. Entretanto,
ha dificuldades em rejeitar ou nao Hy com certo grau de confianca, pois as distribui¢oes exatas
das estatisticas de teste sao dificeis de serem tratadas e definidas, haja visto que diferem para
diferentes distribuigoes colocadas como hipotese nula e para diferentes tamanhos de amostra.
Alguns autores como D’Agostino e Stephens (1986), fornecem tabelas para as estatisticas
tradicionais e distribuicoes comumente utilizadas.

Uma outra forma de obter a probabilidade de significancia, para decidir pela

rejeicao ou nao de Hy, é a utilizagdo do método de Monte Carlo, conforme Ross (2006, p.
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227). Para esse proposito considere T a estatistica teste utilizada, que pode ser K.S? W2, A?,
Z, Zw ou Zya, e Ty o valor observado de T'. Entao uma estimativa do valor p pelo método

Monte Carlo baseado em M valores de T simulados independentemente sob Hy ¢ dado por

numero de valores de T' > T;
pue = P(T > Ty|Hy) = =0

Vi 5

cuja estimativa pode ser obtida por meio algoritmo:

1 - Ajusta-se a distribuigao nula Fy(y) aos valores observados y1, . . ., y, € obtém-se a estatis-
tica Tjy do teste;

2 - Gera-se uma amostra aleatoria independente yj,...,y: da distribuicao nula ajustada

—

Fy(y) e calcula-se a estatistica do teste T(;

3 - O passo anterior é repetido M vezes e entao calcula-se

nimero de valores de 75 > Ty

puc = P(T > Ty|Hy) = N

Tem-se, entao, em py;c uma estimativa do valor p, rejeitando-se a hipotese H

para pp;c menor que um nivel de significancia « fixado.
3.2.5 Comparacao de métodos de estimacao por meio de simulagao

Para comparar diferentes métodos de estimacao frequentemente se recorre a
simulagoes. Uma idéia consiste em se retirar um nimero m de amostras de tamanho n de
uma populagao e aplicar os métodos de interesse para cada amostra, obtendo-se, assim, m
estimativas para cada parametro do modelo considerado. Para se escolher o melhor método
de estimacao pode-se considerar tanto a dispersao das estimativas, quanto a distancia das
estimativas ao valor nominal usado para a geracao das amostras. De forma geral, um método
sera preferido a outro se este tiver acurdcia e precisao. A acuracia e a precisao podem ser
avaliadas por meio do viés relativo médio percentual e por meio do erro quadratico médio,
sendo o erro quadratico médio uma combinacao de acuréicia e precisao. Essas medidas sao
discutidas em Casella e Berger (2002, p. 330) e em Mood, Graybill e Boes (1974, p. 293).

O viés relativo médio percentual ¢ definido por

V R% = 100%
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que pode ser estimado por
1 N0,
VR% = {E E: i ]100, (34)

sendo 60; a estimativa do parametro 6 para a i-ésima amostra, (i = 1,...,m).
O EQM, por sua vez, ¢ o valor esperado do erro médio quadratico, isto é, para

um estimador § de um parametro # o EQM é dado por
EQM () = E[(9 - 0)*],

que pode ser decomposto, em dois componentes que sao o viés e a variancia das estimativas

do estimador, como segue

EQM(0) = E[(0 — 6)*] = E[6* — 200 + 6°] = E(6%) — 20E(0) + 6
~ [E@)]+ [E@)) - 2E@) + 0 = @) — [E@)] + [E0) - 0
= Var(0) + [Vies(9)]”.
O viés de um estimador 8 de 6 & a diferenca entre o valor esperado de 0 e 6, e
considerando-se m estimativas do parametro 6 tem-se
Viés () = % ; 0; — 0.

Logo, uma estimativa do erro quadratico médio ¢ dada por
RN
EQM =F M = — — 0; — 35
Q Q — Z {m ; } (35)

sendo @ a média aritmética das m estimativas de 0.
3.2.6 Mistura com distribuicao exponencial

Como primeiro modelo que pode ser utilizado para analise de dados provenientes
da quantificagao da contaminacao com aflatoxina em alimentos, considerou-se o caso particu-
lar do modelo geral de mistura (14) em que Y tem distribui¢ao exponencial com parametro
6, denominado modelo de mistura exponencial (ME).

Para isso, considere a funcao de densidade exponencial de Y, com parametro 6,

dada por

gy (y.0) = %exp{—%}, (36)
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sendo y > 0, e 8 > 0, a fungao de geradora de momentos de Y,
Mgy (y.0) (t)=(1- et)_l

e 0 k-ésimo momento de Y, dado por

d* Mgy (y,0) (1)

e =D(k+1)6". (37)

t=0

Assim, os dois primeiros momentos em torno da origem para a distribuicao

exponencial sao:

Hg = Egy(yﬂ)(yl) =0 (38)
e
Eqy (,0)(Y?) = 26%. (39)
Consequentemente,
o2 = Varg, (,0)(Y) = 26* — 6> = 0. (40)

Substituindo a func¢ao de densidade exponencial (36) em (14), tem-se a densi-

dade do modelo ME dada por

) ,sey =20
fy(y;6,0) = 1
i {—%} ,sey >0

(1 —=9)=exp
cujo k-ésimo momento da variavel aleatoria inflacionada de zeros, obtido substituindo-se (37)

0
em (15) 6

(41)

pr = E(YT) = (1 -0k +1)0%, (42)

em que k£ > 0. Logo, os dois primeiros momentos de Y sao dados por

E(Y) = (1— 6)f (43)

E(Y?) = (1—0)26° (44)

e a variancia de Y seré

Var(Y) = (1 — 6)26% — [(1 - 6)0]° = (1 — 6%)6? (45)
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que, alternativamente, pode ser obtido por meio da substitui¢ao de (38) e (40) em (16). A
variancia de E(Y') pode ser aproximada por meio da equacao (78), apresentado no Anexo C.

A seguir seré verificada a identificabilidade do modelo ME.

Teorema 3.1 (Identificabilidade de ME) Fy (y; W) = 01110} (y) + 021 (0.00) () Gy (y:0), y €
[0,00) e Gy () € uma funcao de distribui¢ao exponencial de parametro 6, e W = (41, 09,0).
Entao, Fy(y; W) € identificavel em y € [0, 00).

Prova:
(<) Sed; =07 e W =", [y(y; ¥) = Fy(y; ¥"), para todo y € [0,00).

(=)
(i) Para o "se e somente se", supondo Fy(y; ¥) = Fy(y; ¥), entao 0, + d2(y)Gy (y; 0) =
0f + 053Gy (y; 6%). Como 01 + 09 = 1 < &) = 1 — 09, fazendo o = 4§, tem-se que
—0 4+ 0Gy(y;0) = —0" + 0*Gy (y; 0%)

) {1 — Gy (y; 0)] =4" {1 — Gy (y; 9*)]

0 1-Gy(y;07)
5 1—Gy(y;0)

Mas Gy (-) é uma distribuigao exponencial de parametro 6, isto é,

Gy(y;0) =1 —exp{ — %}

S _ Y
5*—exp ye 7| (-

Os dois lados da igualdade anterior sao constantes positivas independente do valor de y

logo

no intervalo (0,00). Com 6 = 6%, o lado direito da igualdade sera 1 e para a igualdade
ser verdadeira é necessario que 0 = 0*. E sendo 0 = 6%, a igualdade so serd verdadeira

quando 0 = 6*.
(ii)) Sey=0= Fy(y; V) = Fy(y; &%) = § = 0"

Logo, com (i) e (ii) conclui-se que Fy(y; ¥) = Fy(y; ¥*) se § = 6" e 0 = §*. Portando, a
distribui¢ao de mistura (13) sera identificavel quando Gy (-) for uma distribui¢ao exponencial.
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Para avaliar o desempenho da modelagem considerando o modelo de mistura
com distribuicao exponencial, pode-se recorrer a estudos de simulacao.

O procedimento de simulagao proposto neste trabalho consiste dos seguintes

passos:

1- Fixar (&, 7) = (0,11;1,22) ou (&, 7) = (0,50; 1,00);

2 - Considerar todos os trios (6, n, E(Y")) baseados nos vetores § = (0,10; 0,15; 0,20; 0,25; 0,30;
0,35;0,40; 0,45); n = (15;30;50; 100) e E(Y) = (2;3;4; . ..; 40);

3 - Para cada trio do passo (2), extrair uma amostra aleatoria de tamanho n, {uq, us, ..., u,},
da distribuigao uniforme UJ0, 1] e uma amostra aleatoria de tamanho n, {wq, wo, ..., w,},

de W ~ Exp(0), isto é, de uma distribui¢ao exponencial com parametro 0;

4 - Fazer y; =“ND” (ndo detectado) se u; < &, y; ="NQ” (nao quantificado) se £ <w; < 7 e

Y; = w; se w; > T.

Para cada trio obtido no passo (2), repetir os passos (1) a (4) 4000 vezes. Como
sugestao, para implementagao, para a maximizacao da funcao de verossimilhanga (19) pode-
se utilizar o algoritmo quasi-Newton BFGS, através da funcao optim, que esta implementado
no pacote stats do programa estatistico R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2008).

O algoritmo BFGS, de acordo com Haupt e Haupt (2004), recebeu esse nome
devido a quatro autores que o desenvolveram independentemente entre 1960 e 1970: Broyden,
Fletcher, Goldfarb e Shanno. Este algoritmo é uma variacao do método de Newton para
otimizacao nao-linear e é considerado quasi-Newton por prescrever o proximo melhor ponto
para ser usado na iteracao de forma equivalente ao método de Newton, contudo sem utilizar
uma aproximagao da matriz Hessiana. Apresenta, segundo Haupt e Haupt (2004), a vantagem
de convergir rapido, porém eventualmente para pontos proximos do ponto inicial.

Convém observar que a escolha dos valores utilizados paras simulagoes, foi reali-
zada com base nas informacoes fornecidas pelo pesquisador do Laboratorio de Micotoxinas do
Departamento de Agroindustria, Alimentos e Nutri¢ao - ESALQ/USP, bem como em artigos

cientificos sobre aflatoxinas em graos. Além disso, buscou-se estudar o comportamento do
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modelo para populacoes cujo valor esperado encontra-se em torno de 20 ppb, que é o limite
méaximo de aflatoxina B1 em graos de milho permitido no Brasil.?

Para a estimacao dos parametros ¢ e 6 no entanto, é necessario utilizar métodos
iterativos, que requerem valores iniciais de § e #. Como valores iniciais de § e # podem-se

utilizar as estimativas obtidas pelo método dos momentos, dados, respectivamente, por

1

LY >T
sendo ng o nimero de observagoes menores que &, o limite de deteccao, e ny 0o nimero de

observacoes maiores que 7, o limite de quantificacao.

3.2.7 Mistura com distribuicao de Weibull

Como segundo modelo, propoe-se considerar que as observagoes, exceto os zeros
estruturais, seguem a distribuicao de Weibull com parametros de forma e de escala dados,

respectivamente, por « e 5 (Notagao: W(a, f3)), cuja fungao de densidade de probabilidade é

gy (y;a, B) = %(%)M exp{ - (%)a} (46)

sendo 0 <y < o0, e a, 8 > 0. Note que, para « fixado, esta é uma distribuicao da familia

locacao escala em que o = /% A funcao de distribuicio acumulada correspondente, por

Gy(y;a,p8)=1— eXp{ - (%)a}

para 0 <y < oo, e a, > 0 e o k-ésimo momento de Y,

sua vez, é dada por

k
Egy(y;e)(yk) = ﬁkr<1 + 5)7 (47)

em que k> —a e 0 = (a, ).
Assim, os momentos de primeira e segunda ordem de Y ~ W(a, ) em torno

da média sao

2BRASIL. Ministério da Agricultura, Pecuéria e Abastecimento. SISLEGIS - Sistema de Legislagao Agri-
cola Federal. http://extranet.agricultura.gov.br/sislegis-consulta/consultarLegislacao.do(30 out. 2008)
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1
e = Egy(y;e)(y) - BI‘(l + E)

1

7% = Var,, (,0(Y) = 50 (1+ 2) —r(1+ a)z]. (48)

A Figura 10 ilustra a funcao de densidade e a funcao de distribui¢cao acumulada
para diferentes valores do parametro de forma («) e parametro de escala § = 8 sendo impor-
tante salientar que a distribuicao exponencial é um caso particular da distribuicao de Weibull
quando a = 1. Note, ainda, que para a < 1, a distribuigao é sempre decrescente e que a

medida em que « se aproxima de [, a distribuicao assume forma cada vez mais simétrica e

leptocurtica.
Lo
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Figura 10 — Graficos das fungdes de densidade (& esquerda) e distribui¢do acumulada de Weibull (&
direita) para 3 = 8 e diferentes valores para «

Na literatura, sao apresentadas diferentes formas de parametrizacao da dis-
tribuicao. Em seu trabalho, Hallinan (1993) apresentou algumas dessas parametrizagoes e as
atribui ao proprio Waloddi Weibull, quem as desenvolveu, sendo, por isso, denominada dis-
tribuicao de Weibull, cuja primeira publicacao é datada de 1938. Um fato interessante é que
uma das parametrizagoes ¢ atribuida a um erro tipografico quando da sua publicagao em seu

artigo publicado em 1951, nos Estados Unidos. Rinne (2008), por sua vez, também apresenta
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algumas parametrizacoes para distribuicao Weibull, sendo que os motivos que levaram as
diferentes formulacoes foram facilitar a escrita e apresentacao, assim como facilitar a manipu-
lacao matemaética para obtencao de estimadores e testes e diminuir o trabalho computacional
de estimagao.

Com o objetivo de verificar as diferencas de estimacao causadas pelas

parametrizacoes, trés formulagoes foram consideradas:

P1: Fungao de densidade dada por (46), parametrizagao utilizada para implementacao no

pacote stats do programa estatistico R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2008)

1
P2: Considerando-se by = % < [ = by em (46), tem-se que

a B e
gy (y;a,by) = b—ly“ 1exp{ — —}, (49)

emque 0 <y <ooea,b >0.

1 1
P3: Considerando-se by = — < = — em (46), tem-se que

B by

gy (y; o, bo) = %(bzy)a_1 eXp{ - (bzy)a}, (50)

em que 0 <y <ooea,b >0.

Segundo Rinne (2008), essa parametrizagao é utilizada por alguns autores a fim de obter

facilidades computacionais.

Para ilustrar o efeito das diferentes parametrizacoes sobre a relacao entre
seus parametros, gerou-se uma amostra de tamanho n = 15 com vetor de parametros
(0,0, B,¢,7) = (0,105 1,5; 18,465 0,5; 1), ou seja, uma amostra de uma populagao com E(Y) =
15. Para essa amostra foram entao construidas as regioes de 90, 95 e 99% confianca con-
siderando as trés reparametrizacoes P1, P2 e P3 apresentadas na Figura 11. Nesta, pode-se
observar que, mesmo para o modelo de mistura, os efeitos das reparametrizacoes ficam evi-

dentes, sendo P2 a que apresenta maior correlacao entre os parametros « e (3, como esperado.
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Parametrizacao P1 Parametrizacao P2

35
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15000
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Parametrizacao P3

0.10

0.08
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0.04
L

1.0 15 2.0 25

Figura 11 — Regioes de 90, 95 e 99% confianca para uma amostra aleatéria de tamanho n = 15
da distribuicao de Weibull com vetores de parametros (9, a, 8) = (0,10; 1,5; 18,46220) e
(&,7) = (0,5;1), considerando-se as parametrizacoes P1, P2 e P3

Considerando uma variavel aleatoria Y inflacionada de zeros com distribuicao

de Weibull (46), entao sua fungao de densidade de probabilidade sera
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5 sey=0
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sendo (51) denominado modelo de mistura de Weibull (MW), em que a, 8 > 0. De (15) e

(47), o k-ésimo momento da variavel aleatoria Y inflacionada de zeros é dado por

E(Y*) = (1 —6)B8*T (1 + 2)

para k > —a. Assim, o primeiro e segundo momentos em torno de zero sao

E(Y) = (1 — 8)AT (1 + é) (52)

Var(Y) = (1 —4)3? [F (1 + %) —(1=94)r (1 + é)Q] (53)

Nas Figuras 12 (a) e (b), sdo apresentados os histogramas de duas amostras de
10000 pontos simulados de duas diferentes populagdes segundo a fun¢ao de densidade (51). A
Figura 12 (a) é representativa de uma variavel aleatoria Y com E(Y') = 2, contendo 15% de
zeros reais e os valores observados seguindo uma distribuigao de Weibull com parametro de
forma o = 2 e parametro de escala § = 2,6. Para a Figura 12 (b), por sua vez, consideraram-
se os parametros 0 = 0,15, « = 1,5 e f§ = 6,51, obtendo-se assim uma variavel aleatoria
Y com E(Y) = 5. Nesta, pode ser observado que a amplitude entre os pontos “a” e “c” na
Figura 12 (a) é muito maior que na (b), fato causado devido a esperanga da distribuicao estar
muito proxima do ponto de censura e os parametros da distribuicao Weibull terem valores
proximos entre si. Assim, as observagoes possuem pouca variabilidade com muitas obser-
vacoes pertencentes aos intervalos de censura. Convém notar que este fato pode prejudicar
as estimativas de parametros para amostras com esta mesma caracteristica, pois os valores

pertencentes aos intervalos de censura perdem informacao no sentido que nao se tem o valor

exato da observagao.
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Figura 12 — Histogramas para amostras simuladas de tamanhos 1000 considerando duas populagoes
com densidade (51) considerando (0, o, 8,&, 7, E(Y))=(0,15, 2,00, 2,66, 0,50, 1,00) (a) e
(6,0, 8,1, E(Y))=(0,15, 1,50, 6,52, 0,50, 1,00) (b)

A seguir sera demonstrada a identificabilidade do modelo de mistura (51), de-

nominado aqui, modelo MW.

Teorema 3.2 ( Identificabilidade de MW) Fy (y; W) = 01110} (y) + 621 (0,00) (¥) Gy (y; @, B)
y €[0,00) e Gy(:) € uma funcgao de distribuicao Weibull de parametros o e B, pardmetros de
forma e de escala respectivamente, isto €, W = (d1, 02, v, f). Entao, Fy(y; ¥) € identificdvel
em y € [0, 00).
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Pela Defini¢ao 3.1, deve-se mostrar que Fy (y; ¥) = Iy (y; ¥*), para todo ¥ € €, se e somente
se, 0; = 07, (j = 1,2), ¥ = ¥" para todo y € [0, 0).

Prova:
(i) (<) Sed; =65 e ¥ =W" entao Fy(y; ¥) = Fy(y; ¥"), para todo y € [0, 00).

(ii) (=) Supondo que existe um vetor W* = (07,03, a*, 5*) tal que Fy(y; ¥) = Fy(y; ¥7),
entao 01 + 02(y)Gy (y;0) = 07 + 095Gy (y; 6%), com 6* = (a*, %) . Mas 61 + 0, = 1 &
01 = 1 — d5. Logo, fazendo-se 9, = ¢, tem-se que

—0 4 0Gy(y;0) = —6" + 6" Gy (y; 6")

) {1 — Gy (y; 0)] =4" {1 — Gy (y; 9*)]

)
em que Gy (y;a, ) =1 — exp{ — <%)0‘} Logo,

(- (2))

Os dois lados da equacao (54) sao constantes positivas independente do valor de y no

intervalo [0, 00). Sendo § = ¢*, tem-se que

el ()G o= () ()

() - ) () -on(2)
Dessa ultima igualdade, tem-se que se §* = 3, entdo a* = a implicando em (a*, 5*) =
(a, B).
Logo, de de (i) e (ii) conclui-se que o modelo MW é identificavel.

Embora nao tenha problemas de identificabilidade, o modelo (51) leva a difi-
culdades para a obtencao de parametros que maximizem sua verossimilhanca, podendo em
algumas situagoes produzir estimativas de coordenadas distintas das coordenadas que maxi-

mizam a verossimilhancga. Por esse motivo, sao sugeridos quatro procedimentos para obtencao
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das estimativas de maxima verossimilhanca dados pelas combinagoes de estimativas por meio
do algoritmo quasi-Newton BFGS, através da funcao optim, que estd implementado no pa-
cote stats do programa estatistico R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2008). Esses
procedimentos sao detalhados a seguir:

Procedimento M1

i - Considerar 0, = %, (k = 1,2,...,K), K = 300, e obter {(d1,a1, /),
(527a2aﬁ2)a"'7(5KaaKaﬁK)} tal que l(ékaakaﬁk) - m%Xl((Sk,a,ﬁ), fazer (a(O)aﬁ(O)) =

(aia ﬁl) de forma que l(éw (7% 52) - maX{l((Sl, aq, 51)7 l(527 g, ﬁQ)a ) l((sKa g, ﬁK)})

ii - Obter 6 tal que 1(6©®, ), ) = mgmxl(c?, o g0y,

-~ ~

iii - Utilizar (6©,a©, 8©®) como valores iniciais para obter (3,a,3) tal que 1(3,a,3) =

max [(0, a, B).

6,&75

Procedimento M2

i - Considerar (27) e obter (a(®, 3)) tal que I*(a(®, 3©)) = maéxl*(a,ﬁ);

i - Obter 6@ = 5(a(@, 3©) em que 4(-) ¢ dada pela equagio (24), considerando-se 6 =
(a®, ) obtido no passo (i);

~ -~

iii - Utilizar (0©,©, 3©) como valores iniciais para obter (3,a,3) tal que I(3,a,3) =
max (3, o, ).
Procedimento M3
i - Considerar (27) e obter (a(®, ) tal que I*(a(®, ) = m%xl*(a, B);

ii - Obter 6* = S(a(o),ﬁ(o)) em que A() ¢ dada pela equagao (24), considerando-se 0 =
(a®), 3 obtido no passo (i);

iii - Considerar ¢*, como valor inicial, e obter 8@ tal que [(6©,a®, @) =
max (8, a!”, 30);

~ ~

iv - Utilizar (6©,a©® 3©) como valores iniciais para obter (/5\, a, B) tal que l(g, a,B) =

max (6, o, 5).

67a7/6
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Procedimento M4

. . o , -
i - Considerar 600 = — sendo ny o nimero de observacdes menores que & presentes na
n

amostra e n o tamanho da amostra;

ii - Obter (o, ) por meio do método da regressio das ordens de Y para a distribuicao

acumulada de Weibull;

~ -~

iii - Utilizar (6©,a©®, 3®) como valores iniciais para obter (8,a, ) tal que 1(3,a,3) =

max [ (6, av, 3).

6,0&,

Em todos os métodos o ultimo passo é a estimagao conjunta dos trés parametros,
de modo a obter, além das estimativas finais dos parametros, a matriz de informagcao observada
para os trés parametros.

Para obtencao dos valores iniciais das iteracoes, nos procedimentos M1, M2,
M3 e M4, propoem-se adaptar o método da regressao das ordens de Y para a distribuicao
Weibull, apresentado em Rinne (2008). Para a aplicagdo do método, considerar o conjunto
de observacoes Y, acrescido por n; repeticoes do ponto médio entre £ e 7 dado por TTJ“g, isto
é, o novo conjunto de n; + ny = n — ny elementos, denominado Y, sera ¥ = Y JY>2 em
que Y = {TTH, ) ,TTJFS} ¢ o conjunto de n; elementos iguais a TTH eYo={yi:yi>71}éo
conjunto de ny elementos maiores que 7.

Considere a transformagao da funcao densidade de probabilidade acumulada de

Weibull para a forma linear z; = ax; + b, como segue:

Gy (yi; o, B) =1 = eXp{ N (%)a}
1= Gy(yi o, f) = exp{ - (%)“}

log(1 — Gy (yisa, B)) = — (%)a

B
log [ —log(1 — Gy (yi; a0, B))] = alog(%)
log [ — log(1 —VGy(yi; o, B))] = a_log(y:) —alog(B),
2 ai x; b

sendo que, da ultima igualdade, tem-se que:
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i) 2 =log [ —log(1 — Gy (yi; . B))];

i) @; = log(vi);
iii) b = —alog(f);

iv) a = a.

Assim de (iii) e (iv), resulta que a = a e 5 = exp{—b/a}.
Os valores Gy (y;; a, f) s@o estimados por meio das ordens medianas cuja ex-
pressao para obté-las considerando Y ordenado de forma crescente e y(; o i—ésimo valor na

ordem dos (n — ng) valores, é

~ 1
Gy (yuy; a, B) = - - B%)
e ) i+ (n—ng+ 1 — 1) Flom—ng+1-i); 2i; 0,50) (55)
para i = 1,2,...,(n —ng), em que F(opn_noti1—i); 2i;0,50) € 0 @ mediana da distribuicao F de

Fisher-Snedecor com 2(n —ng + 1 — 7) e 2¢ graus de liberdade.

Uma aproximacao para (55), apresentada por Bernard e Bos-Levenbach (1953),

~ 1—0,3
G i)y &, = : )
vlywi e B) (n—mnp) +04
para i = 1,...,(n — ng), que embora seja muito empregada, neste trabalho sera utilizada a

expressao (55).
Sejam @ e b as estimativas de minimos quadrados do modelo de regressao linear

simples z; = ax; + b+ e;. Os valores iniciais o(?) e 5O serdao dados, entdo, por a!
B = exp{—b/a}.

Para avaliar o desempenho da modelagem considerando o modelo MW em dife-
rentes cendarios, pode-se recorrer a estudos de simulagao. O estudo de simulacao esta dividido
em duas partes, sendo que a primeira visa a avaliacao dos quatro métodos de estimacao com
as trés parametrizagoes da funcao de distribuigao de Weibull (46), (49) e (50). A segunda, visa
avaliar o comportamento das estimativas dos parametros do modelo MW com a parametriza-
cao escolhida na primeira parte do estudo, considerando uma sequéncia de valores esperados

da variavel de interesse com variacoes dos parametros da funcao de distribuicao Weibull, do

parametro 6 de mistura e dos limites de deteccao e quantificacao, £ e 7, respectivamente.
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Procedimento de simulagao para a avaliacao dos diferentes métodos

Neste estudo foram considerados 40 cenérios, de acordo com o processo de simulacao a

seguir :

1 - Fixar n = 15 (tamanho da amostra) e ({,7) = (0,11;0,22) ou (£, 7) = (0,5;1);

2 - Considerar todos os quartetos (§,0, a, E(Y)), resultantes das 40 combinagoes das
coordenadas dos vetores d = (0,10;0,30), a = (1,5;2) e E(Y') = (2;4;6;8; 10),

3 - Para cada quarteto do passo (2), extrair uma amostra aleatéria de tamanho
n, {uy,us,...,u,}, de distribui¢do uniforme U|0,1] e uma amostra aleatoria de
tamanho n, {wy,ws, ..., w,}, de W ~ W(a, f);

4 - Fazer y; =“ND” (ndo detectado) se u; < &, y; =“NQ” (nado quantificado) se £ <

w; < T ey, =w; sew; > T.

Para cada quarteto obtido no passo (2), repetir os passos (3) e (4) 10000 vezes. Convém
notar que, para cada cenario o parametro de escala (/) da distribuigao Weibull esté

relacionado aos outros parametros pela equacao,

E(Y)

(1 —5)r(1+ g)'

Os valores de n, &, 7 e a sao escolhidos com base em pesquisas laboratoriais de quan-

B= (56)

tificagao de aflatoxina B1. Para 6 e E(Y'), sao considerados valores que, podem ocorrer

na situagao pratica em questao e/ou que podem levar a dificuldades de estimacao.

De modo a avaliar os métodos, para cada conjunto de 10000 estimativas calcular a
média, a variancia, o viés relativo percentual (VR%) e o erro quadratico médio (EQM),

para cada um dos parametros assim como para a esperanca estimada da distribuicao.

Procedimento de simulagio para avaliagdo para sequéncia de E(Y)
Para esse estudo de simulagao foram considerados 4480 cendarios, de acordo com o pro-

cesso de simulagao a seguir:

1- Obter todos os quintetos (&,n,0,,E(Y)) resultantes das combi-

nacoes das coordenadas dos vetores n = (15;30;50;100), & =
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(0, 10;0, 15;0, 20;0, 25;0, 30;0, 35;0, 40;0, 45), « = (1,5;2,0) e E(Y) =
(1;2;3;...;35), observando que se & = 0,11 entao 7 = 0,22, ou que se £ = 0,50

entao 7 = 1;

2 - Para cada quinteto do passo (2), extrair uma amostra aleatoéria de tamanho
n, {uy,us,...,u,}, de U ~ U[0,1] e uma amostra aleatoria de tamanho n,

{wy, we, ..., w,}, de W ~ W(a, B);

3 - Fazer y; ="ND” (nao detectado) se u; < &, y; =“NQ” (ndo quantificado) se £ <

w; LT ey =w; se w; > T.

Para cada quinteto obtido no passo (1), repetir os passos (2) e (4) 4000 vezes, em
que o parametro de escala (5) é obtido pela equacao (56). Para cada conjundo de
4000 estimativas dos parametros do modelo MW, calcular a estimativa da esperanca do

modelo e utilizar as medidas resumo apresentadoas na secao 3.2.5.
3.2.8 Mistura com distribuicao gama

Como terceiro modelo, propoe-se considerar, na equagao (14), a fungao de den-
sidade gama com parametros o e (3, parametros de forma e escala, respectivamente, dada

por:
1 -1 Y
gy (y; o, B) = ——y° exp{——}, (57)
BT () B
sendo 0 < y < o0, e a, 8 > 0. Este, assim como o proposto no item anterior, apresenta
grande flexibilidade, podensdo assumir diversas formas, dependendo dos valores de a e f3.
A densidade gama, entretanto, nao tem fungao de densidade acumulada direta,

sendo dada por
Gylesa.8) = PriY <0 = [ gvluma. iy
0
O j-ésimo momento de Y por sua vez é dado por

N PTG+ )

Bpwo) (V) == (58)

para j > —a, 0 = (a, ).

Logo, os momentos de primeira e segunda ordem de Y em torno da média sao

g = Eyy ,0)(Y) = 0 (59)
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o) = Var, ,.9/(Y) = aB?, (60)

respectivamente.

A funcao de densidade gama além de ser nao negativa, como suposto para os
dados observados, tem também assimetria positiva e variancia proporcional ao quadrado da
média levando a um coeficiente de varia¢ao constante iqual a 1//a.

Para fins de ilustracao, a Figura 13 apresenta graficos de diferentes fungoes de
densidade gama e respectivas fungoes de distribuicao considerando-se o parametro de escala
8 = 2,5 fixo e parametros de forma 0,7; 1; 1,2; 2,5 e 5. Nesta, pode ser observada, como
caracteristica da distribuicao gama, a assimetria positiva e, se comparada a Figura 10, nao h&
interseccao entre as curvas da funcao de distribuicao acumulada, como no caso da distribuicao
de Weibull. Esse fato decorre devido ao fato de que na distribuicao gama, os parametros tém
maior correlagao entre si de que os parametros na distribuicao de Weibull, escrita na forma

(46).

— —
<
© 0]
i
0|
—~ o fo o
[aa ) (e} .
S 5 °
> N 2
5 © S S
]
o o T
o - o -
[ I I I I | [ I I I I |
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
y y

Figura 13 — Graficos das funcoes de densidade e distribuicao acumulada gama para 5 = 2,5 e dife-
rentes valores para «

Substituindo a funcao densidade gama (57) em (14), tem-se a densidade de
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mistura gama (MG) dada por

(61)

cujo j-ésimo momento da variavel aleatoria inflacionada de zeros pode ser obtida, substituindo
(58) em (15), ou seja

BT (j + a)

E() = (1= 0) =5

(62)
para j > —a.
Substituindo-se (59) e (60) em (16) obtém-se a esperanga e variancia de Y

dadas, respectivamente, por

E(Y) = (1-0d)ap (63)

Var(Y) = (1 - 6)af?(ad + 1). (64)

Nas Figuras 14 (a) e (b), sdo apresentados os histogramas de duas amostras de
10000 pontos simulados de duas diferentes populagoes segundo a fungao de densidade (14).
A Figura 14 (a) ¢ representativa de uma variavel Y com E(Y) = 2, com Pr(Y = 0) = 0,15
e os valores observados seguindo uma distribuicao gama com parametro de forma o = 2 e
parametro de escala § = 1,176471. Para a Figura 14 (b), consideraram-se os parametros
0 =0,15, a =15e g = 3,921569, obtendo-se assim uma variavel aleatoria com esperanca
5. Pode ser observado que a amplitude entre os pontos “a” e “c” na Figura 14 (a) é muito
maior que na (b), o que é causado devido ao fato de a esperanca da distribui¢ao estar muito
proxima do ponto de censura e os parametros da distribuicao gama terem valores proximos
entre si, fazendo com que as observacoes tenham pouca variabilidade e muitas observacoes
dentro dos intervalos de censura. Este fato pode prejudicar as estimativas de parametros em

amostras com esta mesma caracteristica, pois os valores que estao nos intervalos de censura

sao desconhecidos, sabendo-se apenas quantas das observacoes estao nestes intervalos.
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a  d: amostrado

U
o
b &=0,15

o c flo ™M
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Figura 14 — Histogramas para amostras simuladas de tamanhos 1000 considerando duas populagoes
com densidade (61) considerando (4, v, 3,&, 7, E(Y))=(0,15, 2,00, 1,18, 0,50, 1,00, 2,00)
(a) e (6, , B8,&, 7, E(Y))=(0,15, 1,50, 3,92, 0,50, 1,00, 5,00) (b)

A seguir, serd demonstrada a identificabilidade do modelo MG (61), sendo que
para isso sera utilizado o resultado do Teorema do Valor Médio para Integrais, dado pelo

teorema a seguir.

Teorema 3.3 Se f € uma funcao continua em [a,b], entio existe z € (a,b) tal que

[ t@yde =10 -a),
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ou seja, existe z € (a,b) tal que

1 b
6= 5= | 1@

Interpretando o Teorema 3.3 geometricamente, se f(x) > 0,Vx € [a, b], entao a

area sob o grafico de f é igual a area do retangulo de base (b — a) e altura f(z).

Teorema 3.4 (Identificabilidade de MG) Fy(y, ¥) = 01110} (y) + 021(0,00)(¥)Gy (y, @, B)
y € [0,00) e Gy (+) € uma fungao de distribuicao gama de parametros o e B, pardmetros de
forma e escala respectivamente, isto é, W = (01,09, v, 8). Entao, Fy(y, W) € identificdvel em
y € [0,00).

Para verificar essa propriedade, pela Definicao 3.1, deve-se mostrar que para

todo ¥ € ()

se e somente se, d; = 65, (j = 1,2), ¥ = ¥* para todo y € [0, 00).
Prova:

(i) (<) Sed; =067 e ¥ =", entao Fy(y, ¥) = Fy(y, "), para todo y € [0, 00).

(ii) (=) Supondo que existe um vetor ¥* = (&7, 05, *, 5*) tal que Fy(y, ¥) = Fy(y, ¥"),
entao 01 + 02(y)Gy(y,0) = 07 + 0;Gy(y,0%). Mas como 01 + 3y = 1 & §; = 1 — 0,

fazendo-se 65 = 0, tem-se que

L5+ 0Cy(y,0) = 5"+ 6" Cy(y, 8")
fi-cron] - #i-Gee)

(5 . ]. — Gy(y, 0*)

5 T T-Gy(y.0) (65)

é uma constante Vy € [0, 00).
Yy
Seja Gy (+) a fungao de distribuigao gama Gy (y, a, ) = / g(t,a, B) dt. Pelo Teorema

0
3.3 existe um z € (0,y) tal que Gy (y, o, 8) = gy (z, a, B)y reescrevendo (65),

d  1—gy(z,6%)y

& 1—gy(z,0)y’
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(a) Se 0 = 0* entao,

1—gyv(2,60%)y = 1—gy(z0)y

gY(Za 0*) = gY(Za 0)

como gy (-) é a funcdo de densidade gama a tltima igualdade so sera verdadeira se

0* = 0. Logo, ¥* =W,

J
(b) Por outro lado, se 8* = 6 entao, ol led*=0. Logo, ¥ = W.
Portanto, de (i) e (ii) tem-se que Fy (y, ¥) = Fy(y, ¥") se e somente se, ¥ = W*. Logo,

o modelo MG é identificivel.

A seguir, sao apresentados procedimentos de estimacao do modelo MG. No en-
tanto, como este pode apresentar dificuldades, diferente procedimentos de estimacao foram
propostos e em seguida comparados. Esses procedimentos sao os mesmos utilizados para o
caso do modelo MW, apresentado na secao 3.2.7, pagina 62. Entretanto, diferentes procedi-
mentos para a obtencao dos valores iniciais sao propostos e avaliados por meio de simulac¢oes
e resumos dados pelas medidas VR% e EQM. Estes sdo, entao, utilizados na comparacao dos
métodos M1, M2, M3 e M4.

Seja {Y1,Ys,...,Y,} uma amostra aleatoria de tamanhon de Y e {y1, ¥, . . ., Yn}
uma realizacao de {V1,Ys, ..., Y}, y=>" % e sy = 5" (y, —7)* Os procedimen-
tos para a obtencao do valores iniciais 6, a(® e O de §, a e §, respectivamente, sio
apresentados a seguir:

Procedimento MM
Neste, a® e 89 sdo obtidos por meio do método dos momentos da distribuicdo

gama, ou seja,

0 Y
a():g
e
5(0):i
Y

Fazendo-se a = a(® e f = B na equacdo (22), obtém-se uma estimativa inicial 5 =

5(a®, 3O,
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Procedimento NM

Este é baseado nos estimadores de momentos para os parametros propostos
por Hwang e Huang (2002), que propuseram uma corre¢ao nos estimadores de momentos

apresentados em MM. Com essa proposta, os estimadores sao escritos da seguinte forma:

1 1
0 _ - _ =
@ VZ n
e
n—V?2

em que V2 = s2 /172, e faz-se §© = 0(a®, B©), dada pela equago (22).
Procedimento EMV

Neste, os valores iniciais a(? e ) sdo as estimativas de maxima verossimi-
lhanca para os parametros da distribuicao gama, cujo método foi apresentado por Choi e
Wette (1969). A proposta dos autores é baseada no método de Newton-Raphson, sendo as

equagoes recursivas dadas por,

o) — o _ log(@®) = (o) — M
I S T (a(0)

em que

conhecida como funcao trigama e

3— M+ /(M —3)2+24M
12M

a®

= log <

em que
1

yz) — log (H ) =logy — logy.
1

1=

SI'—‘
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Assim, a estimativa inicial (¥ para a sera o i-ésimo valor obtido da equacdo
recursiva e para o parametro 5 a estimativa 8 = y/ a® observando que para o estudo de
simulacao serd adotado como critério de parada, a décima iteracao, isto é, 7 =1,2,...,10.

Como em MM e NM, 6 sera o resultado da equacdo (22) avaliada em
(a0, 5O,
Procedimento MIS

Neste caso, a sugestao é obter estimativas pelo método dos momentos a partir

da funcao densidade (61). Para isso, de (62), temos o seguinte sistema de equagoes

mo = (1-29)pa
pe = (1=29)fa(l+a)
ps = (1—=090)3a(l+a)2+a)

cuja solucao, em termos de §, e (3, é

5 — MiHz =205+ s

fi1 iz — 2413
_ 2112
o = M (66)
Hip3 — H3
2
Hipts — [
po= BB
12

Considerando-se p; = £ 3% y! em (66), tem-se entdo, os valores iniciais 6(*),
a® e BO) de §, a e B, respectivamente.
Seja, assim, Y7 um conjunto composto por n = (ng + n; + ny) observagoes

sendo ng pertencentes ao intervalo (0, &), representadas pelo ponto médio do intervalo, %; ny

pertencentes ao intervalo [, 7], representadas pelo valor TT% e ng maiores que 7, formando,

respectivamente, os subconjuntos Yp, Y; e Y5, sendo

Yy = {%, e g}, o conjunto de ng elementos,
Y, = {TT%, e TTJFS}, o conjunto de n, elementos, (67)
Yo ={yi:y; > 7}, o conjunto de ny elementos,

e Yr=Y,UYiUYa.
Foram considerados trés diferentes formas de apresentacao do conjunto de ob-

servagoes, que sao: Yr, Yy =YY e Ya.
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No estudo de simulacao usado para comparar os procedimentos MM, NM, EMV
e MIS combinados com Y7, Y; e Y; foram considerados 40 cenarios, de acordo com o pro-
cedimento de simulacao para a avaliacao dos diferentes métodos apresentados na secao 3.2.7,
pagina 64.

Note que, neste caso, tem-se, para o passo (3), que W ~ G(a, ) e que o
parametro de escala (8) da distribuicdo gama se relaciona aos demais parametros por meio

equagao,

E(Y)
(1—-98)a’

Apos a avaliacao e escolha da melhor forma de obtengao dos valores iniciais,

B = (68)

procedeu-se a avaliagao dos métodos M1, M2, M3 e M4, descritos na secao 3.2.7, pagina 62.
Para isso foi utilizada a mesma estrutura de simulacao usada para a avaliacao dos valores
iniciais.

Com o método de estimacao e de obtencao de valores iniciais ja definidos, o passo
seguinte foi avaliar o comportamento das estimativas assumindo os valores (1,2, ...,35) para
E(Y). Para isso, como no caso da distribui¢ao Weibull, um estudo de simulagao com 4480
cenarios, foi considerado. Sendo os mesmos obtidos de acordo com o processo de simulacao
descrito na segao 3.2.7, pagina 65 em que os valores de (3, dados d, a e E(Y'), sdo obtidos por

meio da equagao (68).
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Simulacao para mistura com distribuicao exponencial

Nesta secao sao apresentados os resultado de simulacao para o modelo ME,
descrito na secao 3.2.6. Observe que, neste caso, nao foi imposta a restricao 6 > 0 no
processo de estimacao, sendo que apo6s cada estimacao, no caso de estimativas negativas de
0, optou-se por fazer 5= 0, como sugerido por Taylor et al. (2001).

Na Tabela 3, sdo apresentadas as médias dos resultados da equagao (34), médias
dos VR% (VR%), para diferentes vetores de parametros (6,6,¢,n) e E(Y) = {2,3,...,40},

isto é,

—

1 39 1 4000 )\
VR% = — _ 1100 69
% 392{40002()\t ) } (69)

t=1 i=1

sendo A o parametro ou estatistica de interesse, ¢ o indice do valor de E(Y") considerado.
Dos resultados apresentados para 0, na Tabela 3, observa-se que a medida
em que 6 aumenta, VR% diminui em valor absoluto, independente dos valores de £ e n

considerados. Nota-se, ainda, que a mudancga de & = 0,11 £ = 0,50 acarretou também uma

diminuicao, em valor absoluto, do VR%. Além disso, com o aumento do tamanho amostral n,
0 VR% também diminuiu, como era de se esperar. Convém ressaltar que, na pior situagio, em
que n =15 e § = 0,10 o viés relativo médio foi 0,23618. Obteve-se, também, VR% negativo
em 42 casos, mostrando que o parametro é geralmente subestimado. Note que as observacoes
feitas para ¢ também sdo cabiveis para E(Y'). Porém, essas observac¢oes nao sao constatadas
para as estimativas do parametro 6. No caso do parametro ¢ é observado que o aumento de

n reduz a VR%, enquanto o aumento do valor de £ leva ao aumento da VR%.
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Tabela 3 — Médias (VR%) dos viéses relativos médios percentuais de §, 6 e E(Y') em fungao de n, £
e 0, considerando-se 4000 amostras de tamanho n, 7 =2 e E(Y) = {2,3,...,40} para o

modelo ME
)
Parametro & n 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45
) 0,11 15 23,618 8477 3,000 0,980 0,280 -0,040 -0,007 -0,012

30 3485 0,548 0,036 -0,055 -0,032 -0,095 -0,032 -0,048
50 0,252 -0,047 -0,081 -0,089 -0,048 0,082 -0,048 -0,018
100 -0,170 -0,102 -0,007 0,037 0,038 -0,041 0,035 0,001
0,50 15 22,800 8,139 2835 0,591 -0,167 -0,233 -0,484 -0,682
30 5,357 0,781 -0,383 -0,367 -0,429 -0,264 -0,215 -0,138
50 1,445 -0,106 -0,362 -0,255 -0,291 -0,152 -0,082 -0,109
100 -0,027 -0,192 -0,175 -0,204 -0,179 -0,082 -0,062 0,003

0 0,11 15 0,134 0,120 0,041 0,025 0,086 0,173 0,099 0,072
30 0,025 0,065 -0,002 0,150 0,047 -0,019 0,056 0,164

50 -0,038 -0,060 0,117 -0,030 -0,001 0,103 0,122 0,121

100 -0,010 0,041 -0,030 0,019 0,007 -0,052 0,073 0,004

0,50 15 0,768 0,586 0,232 0,143 0,066 -0,064 0,052 0,089

30 0,420 0,229 0,109 0,125 0,127 0,179 0,061 0,056

50 0,153 0,081 0,093 -0,003 -0,012 0,038 0,110 0,021

100 0,018 -0,027 0,004 -0,001 0,050 0,044 0,067 0,093

E(Y) 011 15 -2556 -1,452 -0,775 -0,376 -0,108 0,123 0,009 0,026
30 -0,392 -0,069 -0,047 0,141 0,034 -0,011 0,046 0,186

50 -0,085 -0,068 0,115 -0,024 0,006 0,035 0,129 0,113

100 -0,003 0,050 -0,037 -0,002 -0,016 -0,040 0,033 -0,010

0,50 15 -2,011 -1,118 -0,750 -0,358 -0,161 -0,290 0,005 0,305

30 -0,292 -0,042 0,052 0,092 0,155 0,159 0,025 -0,004

50 -0,083 0,016 0,099 -0,009 0,022 0,026 0,071 0,017

100 -0,022 -0,039 0,000 0,022 0,080 0,042 0,066 0,045

A Figura 15 apresenta graficos de viéses relativos médios percentuais de § em
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funcao de E(Y') para situagoes envolvendo diferentes valores de n e §. Na Figura 15 (a),
observa-se que, para n = 15, o aumento de E(Y') acarreta um pequeno aumento no VR% de
g, especialmente para 0 = 0,10 e 6 = 0,15. Observa-se, ainda, que com o aumento de 9, o
VR% de § diminui. Na Figura 15 (b), nota-se que os viéses relativos de § sdo sempre muito

proximos a 0%, independentemente dos valores de d e de E(Y'), fato observado em virtude do

tamanho amostral ser “grande”.

a)n =15 b) n =100
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Figura 15 — Viés relativo percentual de S em funcao da E(Y'), dado £ = 0,11 para diferentes valores
de § e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhos
amostrais n e 6 = 0,10 (c) ou 6 = 0,45 (d)

A Figura 15 (c), por sua vez, revela que, para § = 0,10 e n = 50 ou 100, o
VR% pouco se altera com o aumento de E(Y'), oscilando ao redor do valor 0% para n = 50
e n = 100. A Figura 15 (d), entretanto, evidencia que para 6 = 0,45, ou seja, na situacao
em que ha muitos zeros verdadeiros, independente do tamanho amostral considerado, o VR%

estd sempre proximo a zero.
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Nas Figuras 16 (a) e (c), observa-se que para E(Y) < 10 ocorre aumento no
VRY% tornando-se maior & medida que a esperanca se aproxima de 2. Esse efeito ocorre
principalmente para amostras pequenas e baixas quantidades de zeros verdadeiros, entretanto
ocorrendo apenas para £ = 0,50. Na Figura 16 (b), para n = 100 e diferentes valores de 0,
nota-se que os viéses relativos de 9 sio sempre em torno a 0%, para todos valores de e de
E(Y) considerados. Observa-se, ainda, por meio da Figura 16 (d), que para 6 = 0,45 o VR%

de § também estd sempre proximo de 0%.

a)n =15 b) n =100

© —— delta=0,10 delta = 0,20 delta=0,30 —— delta=0,40 ® o —— delta=0,10 delta = 0,20 delta=0,30 —— delta=0,40
delta=0,15 —— delta=0,25 — delta=0,35 —— delta=0,45 delta=0,15 —— delta=0,25 — delta=0,35 —— delta=0,45

Viés relativo (%)
Viés relativo (%)
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E(Y) E(Y)

Figura 16 — Viés relativo percentual de 0 em funcao da E(Y'), dado £ = 0,50 para diferentes valores

de ¢ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhos
amostrais n e § = 0,10 (c) ou 0 = 0,45 (d)

Os efeitos da combinacao amostra pequena e baixa quantidade de zeros ver-
dadeiros, fica evidenciado nas Figuras 17 (a) e (c¢). Nota-se nas Figuras 17 (c) e (d), que para
tamanhos amostrais n superiores ou iguais a 30 o VR% tem um comportamento desejado,

mantendo proximo de 0% para toda E(Y) considerada. Esse mesmo efeito foi observado



79

no caso de & = 0,11, entretanto o VR% foi praticamente constante, nao ocorrendo um de-
crescimento como se pode observar nas Figuras 17 (a) e (¢). Por outro lado, aumentado-se o
tamanho da amostra e a quantidade de zeros verdadeiros, as Figuras 17 (b) e (d) revelou que

os VR% passam a ter comportamento e intensidades semelhantes.
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Figura 17 — Viés relativo percentual de E(Y) em funcdo da E(Y), dado & = 0,50 para diferentes
valores de ¢ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhos
amostrais n e 6 = 0,10 (c) ou § = 0,45 (d)
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Na Tabela 4 encontram-se médias dos erros quadraticos médios obtidos por meio
da equagao (35), médias dos EQM (EQM), de 6, 6 e E(Y') em fungdo de n, £ e 0, considerando-
se 4000 amostras de tamanho n e E(Y') = {2,3,...,40}, calculadas sob a equagao

1 39 1 4000 . ) R
t=1 =1

sendo A o parametro ou estatistica de interesse, ¢ o indice do valor de E(Y") considerado.. Vé-se
que as EQM para 37 fe IE(?) seguem o mesmo padrao. De forma geral, na Tabela 4, observa-
se que, com aumento no valor de 6 a EQM também aumenta. Além disso, comparando-se as
EQM para & = 0,11 com a para & = 0,50, nota-se menores valores para ¢ = 0,11 na maioria
dos casos. Entretanto, o aumento do tamanho amostral n sempre leva a uma diminuicao das
EQM.

A Tabela 5, contém as médias das variancias das estimativas de J, 6 e E(Y)
em fungao de n, £ e 0, considerando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {2,3,...,40}.
Comparando-se, esta, com a Tabela 4 constata-se a proximidade das EQM, indicando um

pequeno viés e uma boa eficiéncia no processo de estimacao.
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Tabela 4 — Médias (EQM) dos EQM de §, 6 e E(Y) em fungao de n, § e d, considerando-se 4000
amostras de tamanho n e E(Y) = {2,3,...,40} para o modelo ME

5

¢ par. n 01 015 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45
0,11 § 15 0,005 0,008 0,010 0012 0014 0015 0016 0,017
30 0,003 0,004 0,006 0006 0007 0008 0008 0,008

50 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0005 0,005 0,005

100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003

0,50 15 0,007 0,009 0011 0,013 0,015 0,016 0017 0,017
30 0,004 0,005 0,006 0007 0008 0008 0009 0,009

50 0,002 0,003 0,004 0,004 0005 0,005 0,005 0,005

100 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003 0,003 0,003

0,11 0 15 54,439 63,680 76,487 92,823 116,020 145,041 185,618 243,703
30 26,387 31,492 37,692 46,098 56,027 70,582 90,281 116,828

50 15,649 18,748 22,576 27,259 33,614 42,155 53,385 70,125

100 7,859 9,353 11,156 13,510 16,682 20,897 26,504 34,481

0,50 15 54,501 64,745 77,218 94,588 115,338 146,999 190,497 246,287
30 26,813 31,993 37,753 46,232 56,923 71,816 91,603 119,413

50 15,949 18,720 22,697 27,412 34,234 42,650 54,524 70,498

100 7,081 9,345 11,224 13,741 16,830 21,005 27,080 34,954

0,11 E(Y) 15 44,631 49,391 55,816 62,273 70,092 78,502 88,580 99,558
30 22,939 25,620 28,514 31,939 35184 39,373 44,224 50,304

50 13,846 15454 17,191 18,891 21,240 23,695 26,524 30,026

100 6,939 7,728 8,502 9457 10,563 11,819 13,078 14,991

0,50 15 44,480 49,700 55,711 62,542 70,115 78,617 88,480 100,022
30 23,051 25865 28,201 31,646 35258 39,656 44,345 50,287

50 13,941 15,296 17,169 18,905 21,273 23,685 26,657 29,998

100 6,988 7,646 8,482 9457 10,561 11,785 13,403 15,026




82

Tabela 5 — Médias das variancias de ¢, 6 e E(Y') em fungao de n, £ e §, considerando-se 4000 amostras

de tamanho n e E(Y) ={2,3,...,40} para o modelo ME

5

¢ par. 1 0,1 0,15 02 025 0,3 0,35 0,4 0,45
0,11 § 15 0,005 0,007 0,010 0012 0014 0015 0016 0,017
30 0,003 0,004 0,005 0,006 0007 0,008 0,008 0,008

50 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005

100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003

0,50 15 0,006 0,009 0011 0,013 0015 0016 0017 0,017
30 0,004 0,005 0,006 0007 0,008 0,008 0,009 0,009

50 0,002 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005 0,005

100 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003 0,003

0,11 9 15 54,427 63,672 76,468 92,798 115,969 145,016 185,580 243,676
30 26,382 31,484 37,683 46,084 56,017 70,559 90,253 116,799

50 15,645 18,743 22,569 27,254 33,608 42,145 53,373 70,101

100 7,856 9,351 11,152 13,507 16,679 20,893 26,498 34,472

0,50 15 54,481 64,725 77,200 94,556 115,309 146,953 190,482 246,257
30 26,802 31,98 37,741 46,219 56,912 71,796 91,576 119,377

50 15,945 18,715 22,690 27,403 34,225 42,642 54,510 70,479

100 7,079 9,343 11,220 13,737 16,825 21,080 27,074 34,944

0,11 E(Y) 15 44,229 49,246 55,772 62,252 70,071 78,485 88,560 99,543
30 22,924 25612 28,509 31,929 35177 39,357 44,212 50,289

50 13,843 15451 17,188 18,889 21,235 23,691 26,517 30,015

100 6,937 7,726 8,498 9455 10,561 11,817 13,076 14,989

0,50 15 44,125 49,565 55,644 62,501 70,095 78,585 88,467 100,002
30 23,037 25861 28,192 31,636 35250 39,647 44,334 50,276

50 13,938 15,280 17,163 18,900 21,269 23,679 26,649 29,990

100 6,986 7,644 8478 9454 10,558 11,779 13,399 15,024
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4.1.1 Analise de quatro conjuntos obtidos por simulagao utilizando o modelo
ME

De modo a ilustrar a teoria apresentada na secao 3.2.2, foram selecionadas
quatro amostras S1, S2, S3 e S4 obtidas por meio de simulacao dentre as obtidas no item
anterior, apresentadas nas Tabelas 6, 7, 8 ¢ 9. Convém ressaltar que para a escolha destas
amostras foi levado em consideracao o ponto de maximo da fun¢ao de verossimilhanca com
relacao ao parametro 6. A primeira, S1, é um caso em que o ponto de maximo ocorre quando
5é negativo e afastado de zero. Nas seguintes, S2 e S3, 5 estd proximo de zero pela esquerda
e direita, respectivamente, e na tltima, S4, 5>0.

Tabela 6 — Conjunto S1 de dados obtidos por meio de simulagao considerando-se o modelo ME, com
tamanhon =30,0 =02 E(Y)=2,60=25£(=050e7=1

744 ND 180 ND 122 NQ 227 148 1,11 243
ND NQ NQ 570 NQ ND NQ 333 347 2,92
597 10,97 24,27 31,85 6,00 6,75 14,86 2398 8,10 11,60

Nota: ND: nao detectados, valores menores que &
NQ: ndo quantificados, valores pertencentes ao intervalo [€, 7).

Tabela 7 — Conjunto S2 de dados obtidos por meio de simulagao considerando-se o modelo ME, com
tamanho n =30, =0,2, E(Y)=13,0=16,25,£=050e7=1

26,74 4,15 ND 255 21,09 6,33 878 3,73 33,20 7,16
5,30 31,80 26,05 18,03 42,19 12,07 5,61 3,72 287 25,15
13,59 9,60 7,23 1,58 12,52 ND 4592 94,09 4345 31,53

Nota: ND: nao detectados, valores menores que &
NQ: nao quantificados, valores pertencentes ao intervalo [¢, 7).

Tabela 8 — Conjunto S3 de dados obtidos por meio de simulagao considerando-se o modelo ME, com
tamanho n =30, § = 0,1, E(Y) =37, 0 =41,111, £ =050 e 7 =1

106,45 69,20 25,18 50,64 37,39 40,24 9,98 51,32 27,03 12,89
5,16 115,60 23,54 18,03 262,10 59,01 58,94 3,46 3,25 32,68
1,64 5,97 13,78 3,63 830 ND NQ 7,21 ND ND

Nota: ND: nao detectados, valores menores que &
NQ: ndo quantificados, valores pertencentes ao intervalo [€, 7).
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Tabela 9 — Conjunto S4 de dados obtidos por meio de simulagdo considerando-se o modelo ME, com
tamanho n =100, 6 = 0,2, E(Y) =4,0=25,(=050e 7 =1

525 NQ ND 228 355 120 429 201 995 126
262 199 NQ ND ND 154 ND 161 ND ND
ND 224 693 306 562 ND NQ 870 10,98 2,21
2,66 13,00 3,32 2,75 13,62 244 278 530 ND 291
ND ND ND 609 ND 746 284 349 ND ND
ND 1,80 NQ NQ 7,32 627 NQ 1278 6,19 584
734 4,17 10,64 2,00 158 7,88 11,88 223 ND 847
1,53 10,92 860 573 1236 650 ND 2095 NQ 3,78
849 608 NQ ND ND 1,08 2,61 481 259 1847
ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND

Nota: ND: nao detectados, valores menores que &
NQ: ndo quantificados, valores pertencentes ao intervalo [€, 7).

Nas amostras S1, S2, S3 e S4 foram ajustados o modelo ME de duas formas,
sem impor restricao do espaco paramétrico para ¢ e impondo a restricao 0 > 0 , e o modelo
(36) considerando censura. As estimativas dos parametros, matriz de informagao de Fisher
observada, o maximo da funcao de verossimilhancga, bem como algumas caracteristicas das
amostras sao apresentadas na Tabela 10.

Como esperado, observa-se que, na Tabela 10, as estimativas de # nao apre-
sentaram grandes variagoes para o modelo ME considerando-se a restri¢ao § > 0 (Mistura-r)
ou nao (Mistura), sendo exatamente iguais quando 5> 0, o que ocorre para amostras S3 e
S4. Porém, quando se impoe a restricao 6 > 0 no método de estimagao, a convergéncia fica
bastante sensivel ao valor inicial utilizado no processo de maximizagao. Taylor et al. (2001),
em estudo similar, entretanto considerando apenas censura a esquerda e uma tnica amostra,
observou que as variancias dos parametros por eles obtidas foram muito menores quando
estimadas sob restricao do espaco paramétrico. No caso presente, entretanto, ocorre que, sob
restricao, as variancias sao ligeiramente maiores, para a amostra S1. As verossimilhancas, por
outro lado, nao apresentaram grandes variacoes entre estimagao com e sem restri¢ao, sendo
que nos casos S3 e 54 sao exatamente iguais, como era de se esperar pois 5>0ea funcao de

verossimilhanca é a mesma.
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Tabela 10 — Estimativas de maxima verossimilhanca (EMV) dos parametros do modelo ME (41),
considerando-se a restricao 6 > 0 (Mistura-r) ou nao (Mistura) ou modelo exponencial
(36) com censura (Censurado), considerando-se as amostras S1 a S4 apresentadas nas
Tabelas 6 a 9

EMV It Amostra e suas

Modelo 5 ) 5 7 v caracteristicas

Mistura -0,04127 1,6332 0,01543  0,0227  1,647x10~%* S1
0,1162 n = 30,

Mistura-r 0,00000 1,6967 0,01566  0,0211  1,559x10~2* ng =17,
0,1253 ny = 6, ng = 17,

Censurado _ 1,6351 _ _ 1,972x10717  ngg =5, ne =2
0,1168

Mistura -0,00092 14,3584 0,00119 0,0172  8,802x10~% S2
7,1083 n = 30,

Mistura-r  0,00000 14,3604 0,00125 0,0172  8,799x10~%° ng =1,
7,0988 ny =0, ng = 29,

Censurado _ 14,3597 . . 7,058x10747  ngg=0,n.=1
7,1109

Mistura 0,02213 43,4005 0,00110 0,0169  1,058x10~%2 S3
65,0594 n = 30,

Mistura-r 0,02213 43,4005 0,00110  0,0169  1,058x10762 ng = 1,
65,0591 ny =0, ne =29

Censurado _ 43,4109 _ _ 8,482x1071  nypy=1,n.=0
65,1215

Mistura 0,13981 4,5139 0,00233  0,0056 1,064x10~ 0 S4
0,2646 n = 100,

Mistura-r ~ 0,13981 4,5139 0,00233  0,0056 1,064x10~10 ng = 23,
0,2646 ny =9, ng =68

Censurado _ 4,9186 _ _ 2,127x10787  ngy = 14, n. = 9
0,3761

Notas: ngo: namero de zeros verdadeiros

I~': inversa da matriz Hessiana n.: namero de zeros oriundos da censura

FV: méaximo da fun¢ao de verossimilhanga n1: numero de valores “NI"

ng: nimero de observagoes maiores que 7

As Figuras 18 e 19, apresentam os graficos de contornos e superficies da funcao
de verossimilhanca para as amostras S1 e S2 apresentadas nas Tabelas 6 e 7 e para as amostras
S3 e S4 apresentadas nas Tabelas 8 e 9, respectivamente, cujos resultados dos ajustes dos
modelos estao na Tabela 10.

Observa-se, nas Figuras 18 (a) e (b), que o ponto de maximo da fungao de
verossimilhanca encontra-se fora do espaco paramétrico de 9. No entanto, com a maximizagao
sob restricao, o ponto de maximo obtido fica na fronteira do espaco seguindo a direcao do

maximo absoluto. Por outro lado, nas Figuras 18 (c¢) e (d), observa-se o maximo absoluto da
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funcao de verossimilhanca esta na fronteira, havendo concordancia entre as duas estimacoes.
A Figura 19, ilustra os casos em que o ponto de maximo da fungao de ve-

rossimilhanca encontra-se dentro do espaco paramétrico e pode-se observar, que utilizando

maximizacao com e sem restricao tem-se as mesmas estimativas.

)
(A

I
f
)
s
////v'r

0,02

-0,02 O

Figura 18 — Grafico de contornos e superficie da func¢ao de verossimilhanga para as amostras S1 em
(a)-(b) e S2 em (c)-(d), com respectivas estimativas de méaxima verossimilhanca com a
restricao d > 0 (X) ou (+) sem restri¢ao
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Figura 19 — Grafico de contornos e superficie da funcao de verossimilhanga para as amostras S3 em
(a)-(b) e S4 em (c¢)-(d) com respectivas estimativas de maxima verossimilhanca com a
restrigao 0 > 0 (X) ou (+4) sem restrigao

Para testar formalmente se o modelo de mistura deve ser considerado, isto €,
testar a hipotese Hy : 0 = 0 contra a hipotese H, : o > 0, utilizou-se a metodologia apresen-
tada na secao 3.2.2, cujos resultados para as amostras S1 a S4 sao apresentados na Tabela 11.
Desses resultados, pode-se concluir que nao héa evidéncias para rejeitar Hy considerando-se as
amostras S1, S2 e S3 e o nivel de significancia de 5%. Nesses casos, portanto, a opcao pelo
modelo de mistura (14), em que g(y;6) é uma fungao de densidade exponencial, pode nao ser

o mais adequado, sendo mais indicado estimar g(y;6) sob censura. Isso fica evidente, nesses
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casos, pela proximidade muito grande entre as estimativas de 6 obtidas considerando-se os
modelos com ou sem mistura. Por outro lado, ha forte evidéncia para rejeitar Hy, sugerindo

que o modelo de mistura seja utilizado.

Tabela 11 — Estatisticas (Try) do teste da razao de verossimilhanca e respectivos valores p para as
amostras S1 a 5S4 apresentados nas Tabelas 6 a 9, respectivamente

Amostra Tgy  valor p
S1 0,110  0,3700
S2 0,001  0,4895
S3 0,822 0,1820
S4 11,022 0 ,0005

4.1.2 Conclusoes

Os parametros do modelo mostraram se de facil estimacao, porém quando se
restringe o espaco paramétrico os valores utilizados para iniciar o processo iterativo podem
ser determinantes no valor para o qual as estimativas convergem. Uma sugestao é utilizar os
estimadores de momentos confrontados com gréficos de contorno.

Para o parametro 9§, que determina a probabilidade de zeros verdadeiros na
populacao ou seja, de nao haver aflatoxina, as estimativas apresentaram-se melhores para
valores mais altos de d ou amostras maiores.

As estimativas de E(Y), tiveram VR% mais elevados nos cenéarios em que os
parametros envolvidos no estimador também tiveram VRY% altos.

Os limites dos intervalos de censura tiveram influéncia nas estimativas de ¢ e
0, apenas para valores baixos de ¢, ver Tabelas 3 e 4 .

Segundo a literatura, quando um lote apresenta uma alta quantidade de afla-
toxina raramente se tem uma grande quantidade de zeros. Portando, o § sera pequeno e para
esses casos a distribuicao nao apresentou problemas.

Com isso, conclui-se que se as observa¢oes mensuradas tém um comportamento
que permite o ajuste da distribuicao exponencial, e que o modelo de mistura com censura

apresentado pode ser indicado para modelagem de dados inflacionados de zeros.
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4.2 Simulacgao para mistura com distribuicao de Weibull

4.2.1 Avaliacao dos quatro métodos e das diferentes parametrizagoes para dis-
tribuicao de Weibull

Na Tabela 12, sao apresentadas as médias dos VR% e dos EQM dos 40 cenérios,
discutidos na secao 3.2.7, divididos em dois grupos de 20 cenarios cada, sendo um para os
pares (&; 7) = (0, 11; 0,22) e o outro para (&; 7) = (0, 5; 1), considerando as trés parametriza-
¢oes da distribuicao de Weibull e os quatro procedimentos de estimacao dos parametros. Pode
ser observado, na Tabela 12, que a parametrizacao P2, de forma geral, teve melhor perfor-
mance que a parametrizacao P1 e P3 independente do procedimento de estimacao, fornecendo
menores VR% e menores EQM, exceto para o viés relativo de B e I@ Entretanto, para
os VR% do parametro 6 com & = 0,11 nao ha grandes diferencas. Verifica-se, também, que
a forma de parametrizacao da distribuicao de Weibull e o procedimento de estimagao nao
afetam o EQM das estimativas de 0. Este resultado é muito importante para escolha da
parametrizacao a ser utilizada visto que o EQM é uma ponderacao entre viés e variancia
das estimativas. Isso leva a optar pela parametrizagao P2, ja que de forma geral apresentou
melhores resultados.

Nas Tabelas 31 e 32, no Anexo D, sao apresentados os resultados da Tabela 12
segundo o valor de E(Y'), a partir das quais constata-se que as concluses anteriores sobre P2
sao validas independentemente de E(Y").

A Tabela 12 indica que a parametrizagao P2 traz melhores resultados sugerindo,
ainda, que o procedimento M4 deve ser preferido aos outros. Afim de auxiliar na decisao pelo
melhor método, contou-se o numero de vezes que cada método produziu o menor VR% e
menor EQM que os demais, cujos resultados sao mostrados na Tabela 13. Estes, corroboram
para validar as conclusoes ja obtidas a partir da Tabela 12 e contribuem para a conclusao
de que o método 4, aliado a parametrizacao P2, deve ser empregado nas estimacoes dos

parametros.
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Tabela 12 — Médias dos VR% e dos EQM para estimativas de «, 3, 6 e E(Y) considerando n = 15,
9 =0,10 ou 0,30 e @ = 1,5 ou 2 em funcao de £ e E(Y'), baseado em 10000 repeticoes,
segundo descrito na Secao 3.2.7

VR% médio EQM médio

g o  EY) 5 5 EY)

Q)
Q)

(&) Método
(0,11; 0,22)

MlePl 14,522 -0,319 -0,214 0,091 | 0,396 3,060 0,010 2,149
M2ePl 14452 -0,357 -0,221 0,063 | 0,397 3,071 0,010 2,148
M3ePl 14452 -0,357 -0,221 0,063 | 0,397 3,071 0,010 2,148
Md e Pl 13,117 -0,074 -0,222 0,549 | 0,392 3,089 0,010 2,248
MleP2 9561 -1,399 -0,213 -0,957 | 0,262 2,906 0,010 2,087
M2eP2 9507 -1,427 -0,221 -0,974 | 0,262 2,908 0,010 2,087
M3eP2 9506 -1,427 -0,221 -0,975 0,262 2,908 0,010 2,087
MdeP2 8043 -1,255 -0,214 -0,571 0,261 2,937 0,010 2,200
MleP3 14,518 -0,320 -0,216 0,090 | 0,396 3,068 0,010 2,149
M2eP3 14442 -0,362 -0,222 0,059 | 0,397 3,071 0,010 2,148
M3eP3 14,448 -0,372 -0,222 0,047 | 0,397 3,071 0,010 2,148
MdeP3 13,121 -0,209 -0,222 0,384 | 0,392 3,079 0,010 2,191

(0,55 1)
MlePl 15667 -0,525 0,334 -0,156 | 0,452 3,233 0,011 2,155
M2ePl 15363 -0,681 0,331 -0,291 0,452 3,242 0,011 2,149
M3ePl 15363 -0,681 0331 -0,291 0,452 3,242 0,011 2,149
MdePl 14,686 -0,387 0,331 0,067 | 0,445 3,247 0,011 2,209
MleP2 10,550 -1,601 0,194 -1,168|0,309 3,066 0,011 2,099
M2eP2 10,210 -1,731 0,191 -1,262 0,309 3,073 0,011 2,097
M3eP2 10,208 -1,731 0,192 -1,263 | 0,309 3,073 0,011 2,097
MdeP2 9392 -1,546 0,166 -0,981 0,304 3,086 0,011 2,167
MleP3 15664 -0,510 0,331 -0,138 0,452 3,235 0,011 2,162
M2eP3 15348 -0,694 0,330 -0,306 | 0,452 3,242 0,011 2,148
M3eP3 15,366 -0,626 0,330 -0,231|0,452 3,236 0,011 2,156
Md e P3 14,682 -0,723 0,331 -0,318 | 0,445 3,245 0,011 2,136
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Tabela 13 — Numero de vezes que o método e a parametriza¢ao forneceram menores VR% ou menor
EQM para estimativas de «, 3, 0 e E(Y) considerando n = 15, § = 0,10 ou 0,30 e
a = 1,5 ou 2 em funcado de £ e E(Y), baseado em 10000 repetigoes

VR% EQM
£E=0,11 £=0,5 £=0,11 £=0,5
EY) |2 4 6 8 10/2 4 6 8 10/2 4 6 8 10/2 4 6 8 10
Método

MlePl|2 3 1 - 1|1 4 3 2 3|- 1 - - - |- - - - -
M2ePl|- - 1 1 1 |- - - 1 - |- - - - |- - 1 - -
M3ePl|- - - - - |1 - - - 1/|- 1 - - -2 - - - .
MdePl|8 3 2 3 4|7 4 4 6 6 |- e
MleP2|2 1 - 1 - |1 - - 1 -|6 7 9 9 5|3 5 5 8 10
M2eP2|- - 1 - - |1 - - - - |2 2 2 3 41 1 3 1 2
M3eP2|2 2 - - - |2 - - 1 -|1 1 4 2 5|1 3 3 3 1
MdeP2|5 7 7 7 7/6 109 6 6|6 6 3 4 49 9 7 6 5
MleP3|- - 1 2 1|- - 3 1 1|4 2 2 1 1 - - - -
M2eP3|- - 1 2 3 |- 1 - - 1/|- - - I
M3eP3|- 2 2 - - |1 - - 1 1|1 - - 1 2|- - - - .
MdeP3|1 2 4 4 3|- 1 1 1 1|- - - - - |2 2 1 2 2

Total |20 20 20 20 20|20 20 20 20 20|20 20 20 20 20|20 20 20 20 20

Nas Tabelas 14 e 15, sao apresentadas as proporcoes de regioes de 90, 95 e
99% confianca contendo as estimativas do vetor de parametros (9, a, 3) resultantes de 10000
amostras aleatorias simuladas de tamanho 15 para cada um dos quartetos (&,6,«,E(Y))
baseados nas combinagbes das coordenadas dos vetores § = (0, 10;0, 30), o = (1, 5;2, 0),
E(Y) = (2;4;6;8;10) e & = (0,11;0,50). As probabilidades de coberturas empiricas que
nao rejeitam a hipotese de serem iguais aos valores de coberturas nominais estao acompan-
hadas de um asterisco (*) nas Tabelas 14 e 15, conforme resultados apresentados no Anexo
B, péagina 142. Por meio dessas tabelas, pode-se também, avaliar o efeito da utilizacao
das trés parametrizacoes da distribuicao de Weibull, P1, P2 e P3. Observa-se que todas

as parametrizacoes foram eficientes para regioes de 99% de confianga e § = 0,10, principal-
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mente com ¢ = 0,11. Considera-se eficiéncia no sentido de que nas situagoes consideradas a

probabilidade de cobertura empirica atingiu o valor de cobertura nominal.

Tabela 14 — Proporcao de regioes de confianca contendo as estimativas do vetor de parametros

(6,c, B) resultantes de 10000 amostras aleatorias simuladas de tamanho n = 15 e
¢ =0,11 em fungdo de E(Y), 0 e «
99% 95% 90%

E(Y) ¢ a Pl P2 P3 P1 P2 P3 P1 P2 P3
2 0,10 1,5 98,8 988* 098,8* 94,2 94,2 94,2 88,5 88,5 88,5
2 99,0% 99,0* 99,0* 94,6% 94,6% 94,6* 89,0 89,0 89,0

0,30 1,5 984 984 984 93,0 93,0 93,0 87,3 87,3 87,3

2 98,3 98,3 98,2 93,3 934 93,3 87,3 87,5 87,3
4 0,10 1,5 98,8% 98,9* 0988* 95,0% 95,0% 95,0* 89,7* 89,7 89,7*
2 98,9% 99,0* 98,9* 94,8% 95,0*% 94,8%* 89,2 89,5* 89,2

0,30 1,5 98,6 98,7 98,6 92,9 93,3 929 86,8 87,2 86,8

2 98,3 98,5 98,3 93,4 94,1 934 87,6 88,7 87,6

6 0,10 1,5 98,8% 98,9* 098 8* 94,6% 94,8% 94 6* 89,2 89,5% 89,1
2 98,9% 99,0* 98,9* 94,4  94,8% 944 89,2 89,9* 89,2
0,30 1,5 98,3 98,6 98,3 93,4 94,0 934 87,4 88,3 874

2 98,5 98,7 98,5 93,3 94,1 93,3 87,5 89,0 87,5

8 0,10 1,5 98,8* 988* 098,8* 94,5 94,9%* 945 89,0 89,6* 89,0
2 98,9*% 99,0 98,9* 94,6% 95,1* 94,6* 89,1 90,1* 89,1
0,30 1,5 98,2 98,5 98,2 93,6 94,2 93,6 87,7 88,9 87,7

2 98,5 98,7 98,5 934 944 934 87,3 89,0 87,3

10 0,10 1,5 98,9 99,0 98,9* 94, 7% 95,0% 94,7* 89,2 89,7* 89,1
2 98,8% 99,0 98,8* 94,5  95,0% 94,4 89,0 89,9* 89,0

0,30 1,5 98,3 98,5 98,3 93,4 94,2 934 87,6 88,9 87,5
2 98,5 98,8% 98,5 93,1 94,2 93,1 87,7 89,3 87,7

Nota: Erro padrao aproximado igual a 0,001, 0,002 e 0,003 para 99%, 95% e 90%, respectivamente.

(*): probabilidade de cobertura dentro da regido de aceitacdo.

Comparando os valores apresentados na Tabela 14 com valores da Tabela 15,

constata-se que intervalos de censura maiores trazem estimativas mais pobres. Tanto para

¢ = 0,11 quanto para & = 0,50 as regioes 99% sao mais fidedignas que 95% e por sua vez as

de 95% sao mais fidedignas que 90%.
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Tabela 15 — Proporgao de regioes de confianga contendo as estimativas do vetor de parametros

(0,c, B) resultantes de 10000 amostras aleatorias simuladas de tamanho n = 15 e
¢ = 0,50 em fungao de E(Y), § e «
99% 95% 90%

E(Y) 4§ a Pl P2 P3 P1 P2 P3 P1 P2 P3
2 0,10 1,5 98,7 98,7 98,7 93,7 93,7 93,7 87,3 87,5 874
2 98,9% 98,9* 98,9* 93,8 93,9 938 87,8 87,8 87,8
0,30 1,5 984 98,5 984 93,3 934 933 87,4 87,5 874

2 98,2 98,3 98,2 93,4 93,5 934 87,1 87,4 87,1

4 0,10 1,5 99,0 99,0 989* 943 94,5 942 88,2 88,3 88,1
2 98,7 98,8* 98,7 94,3  94,6* 94,3 88,6 88,9 88,5
0,30 1,5 984 98,5 984 93,4 93,8 934 87,6 88,1 87,6

2 98,4 98,7 984 93,7 94,3 93,7 88,2 89,0 88,2
6 0,10 1,5 98,8% 989* 98,8* 94,2 945 94,2 88,4 88,8 88,2
2 98,8% 989* 98 8* 94,5  95,0% 945 89,0 89,8% 889
0,30 1,5 98,2 98,3 98,2 929 934 929 86,9 87,8 86,9
2 98,1 98,4 98,1 93,1 93,7 93,1 87,2 88,6 87,2
8 0,10 1,5 98,8 989* 98,8* 94,3 94,5 943 88,8 89,2 88,6
2 99,0% 99,1* 99,0* 94,3  94,8% 943 89,1 89,9* 89,0
0,30 1,5 98,4 98,6 984 93,7 944 93,7 87,7 88,9* 87,7
2 98,2 98,5 98,2 93,3 94,1 93,3 87,5 89,2 875

10 0,10 1,5 99,0 99,1* 99,0* 95,0% 95,2*% 95,0* 89,2 89,8*% 89,1
2 98,9% 99,0* 98,9* 94,6% 95,1* 94,6* 89,7% 90,5* 89,6*
0,30 1,5 98,7 98,9*% 987 93,3 94,0 93,3 87,4 88,7 874
2 98,4 98,7 984 93,5 94,5 93,5 87,7 89,6% 87,7

Nota: Erro padrao aproximado igual a 0,001, 0,002 e 0,003 para 99%, 95% e 90%, respectivamente.

(*): probabilidade de cobertura dentro da regido de aceitacdo.

Com resultados dessa simulagoes observa-se que geralmente os valores nominais

esperados para as regioes de confianga foram subestimado independente da parametrizagao

utilizada para distribuicao de Weibull.

mostrou-se mais eficiente trazendo valores mais proximos dos esperados.

Porém, em todos os casos, a parametrizacao P2

Nas Figuras 20 e 21, sdo apresentados graficos das regioes de 90, 95 e 99%

confianca para uma amostra de tamanho 15 considerando os parametros 6 = 0,30, a = 1,5 e
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[ =15,82475 com £ = 0,50 e 7 = 1.

a) b)

15000 -

10000 -

5000

Figura 20 — Regioes de 90, 95 e 99% confianca para uma amostras de tamanho 15 considerando os
parametros 6 = 0,30, a = 1,5 e § = 15,82475 com & = 0,50 e 7 = 1 e parametrizacoes
P1,P2eP3em (a), (b) e (c), respectivamante, e 10000 estimativas de («, 5) provenientes
de simulacoes

As Figuras 20 (a), (b) e (c) sdo referentes as parametrizagoes P1, P2 e P3,
respectivamente. Sob as mesmas sao apresentadas as 10000 estimativas obtidas pelo método
M4 para cada uma das trés parametrizacoes da distribuicao de Weibull. Os contornos das
regioes de confianca apresentados nas Figuras 21 (a) e (b) foram construidos considerando a
parametrizacao P1 e sob estes sao apresentadas as 10000 estimativas reparametrizadas que
foram obtidas com o uso das parametrizacoes P2 e P3. Nesse caso, pode ser observado que
a parametrizacao P2 proporcionou melhores estimativas para os parametros « e (3, como

discutido anteriormente.
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Figura 21 — Regioes de 90, 95 e 99% confianca para uma amostra de tamanho 15 considerando os
parametros 6 = 0,30, « =15e 8 = 15,82475 com & = 0,50 e 7 = 1 com a parametrizacao
P1, e 10000 pontos (@, 3) provenientes de simula¢oes segundo as parametrizagoes P2 e
P3, em (a) e (b), respectivamente

4.2.2 Avaliacao das estimativas dos parametros e E(Y') considerando diferentes
valores esperados

Nesta secao sao apresentados os resultados do estudo de simulacao de Monte
Carlo, realizado para investigar o comportamento das estimativas dos parametros d, «
e (B, e também para o valor médio E(Y), baseados em 4000 de cada um dos pos-
siveis quintetos (§,n,d,a,E(Y)), sendo & = (0,11;0,50), n = (15;30;50;100), § =
(0,10;0,15; 0,205 0,25; 0,30; 0,35; 0,40; 0,45), a = (1,5;2,0) e E(Y) = (1;3;4;...;35). As es-
timativas foram obtidas considerando o método de estimagao M4 com a parametrizacao P2,
tida como de melhor performance na secao 4.2.1.

Cada resultado apresentado nas Tabelas 16, 17, 18, 19, representa a média dos
VR% e EQM das estimativas dos parametros d, « e 5 e do valor médio E(Y'), respectivamente,
resultantes de 280 cendrios baseados nas combinagoes dos valores assumidos para § e E(Y),
cada cenario amostrado 4000 vezes, em funcao de n, a e £. Os dados a partir dos quais foram
construidas tais tabelas, para diferentes valores de d, sao apresentados nas Tabelas 33 a 36,
que se encontram no Anexo D. Nestas, cada resultado representa a média dos VR% absolutos

(VR%) para determinado vetor (d,«, &, n) e E(Y') variando de 1 até 35, isto é,

1 35 1 40009/\
ti
= YN 1
VR 35;{4000;0 } (71)



96
sendo # o parametro de interesse. De forma analoga, as Tabelas 37 a 40 apresentam as médias

dos valores de EQM (EQM), ou seja,

BN = 53 15 | (= 0)" = V(@) (72

Observa-se nos resultados apresentados na Tabela 16, em todos os cendrios,
que aumentando-se o tamanho da amostra n obtém-se uma redugao no valor médio do VR%,
em valor absoluto, e do EQM. Além disso, tanto o VR% quanto o EQM mostram melhores
resultados quando & = 0,11 do que quando £ = 0,50. Comparando os valores médios dos VR%
e dos EQM com relacao ao parametro de forma da distribuicao de Weibull, verifica-se que a
metodologia apresentou melhores resultados nos casos em que o« = 0,2 do que para o = 0,15.
O valor médio do viés relativo percentual foi negativo em todos os cenarios apresentados na
Tabela 16, revelando que o parametro ¢ foi, de forma geral, subestimado.

Pode-se notar das Tabelas 33 e 37, no Anexo D, que aumentando a propor¢ao

de zeros verdadeiros (0) de 0,10 para 0,45 o viés relativo diminui em moédulo e enquato a o

EQM aumenta.
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Tabela 16 — Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de & em
funcao de «a, £ e n, considerando-se 280 situacoes dadas pelas combinacoes dos 8 valores
de 0 e dos 35 valores de E(Y') amostradas 4000 vezes

VR% EQM
n a £=011 £=050 Meédia £=011 £€=050 Madia
15 1,5 -0,2372 -0,3350 -0,2861 0,0125  0,0134  0,0129
2,0 -0,0596 -0,2809 -0,1702 0,0124  0,0128  0,0126
Média  -0,1484  -0,3079  -0,2282 0,0124  0,0131  0,0128

30 1,5 -0,1484 -0,3011 -0,2247 0,0063 0,0069  0,0066
2,0 0,0025 -0,1644 -0,0810 0,0062 0,0065  0,0063
Média  -0,0730  -0,2327 -0,1528 0,0062 0,0067  0,0064

50 1,5 -0,0615 -0,2586 -0,1600 0,0037  0,0042 0,0039
2,0 -0,0193 -0,1550 -0,0871 0,0037  0,0039  0,0038
Média  -0,0404 -0,2068 -0,1236 0,0037  0,0040  0,0039

100 1,5 -0,0145 -0,1009 -0,0577 0,0019 0,0021  0,0020
2,0 -0,0139 -0,0715 -0,0427 0,0019 0,0019  0,0019
Média  -0,0142  -0,0862 -0,0502 0,0019 0,0020  0,0019

Na Figura 22, sao apresentados graficos de viéses relativos médios percentuais
de § em fungao de E(Y) para situagoes envolvendo diferentes valores de n e §. Na Figura 22
(a) e (b) é apresentado o comportamento do VR% para os oito valores de §, n igual a 15 e
100 respectivamente, e £ = 0,11, observando-se que os VR% oscilam em torno de 0%. Dentre
os valores usados para 0 nas simulagoes, tem-se que 6 = 0,10 apresentou maiores valores
do viés relativo percentual, em valor absoluto. De forma geral, nao ha vicio aparente nas
estimativas causado pela variagdo da esperanga, E(Y) da variavel aleatoria estudada, mas
em graficos similares para & = 0,50, pode-se observar que ocorreu aumento do VR% quando
E(Y') ¢ menor que 3.

Os graficos apresentados na Figura 22 (c¢) e (d), para 6 = 0,10 e § = 0,45,
respectivamente, evidenciam que independente do valor de § e E(Y'), amostras de tamanho

n = 15 produzem estimativas menos acuradas.
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Figura 22 — Viés relativo percentual de 5 em funcao da E(Y), dado o = 1,5 e £ = 0,11 para diferentes
valores de § e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhos
amostrais n e § = 0,10 (c) ou 0 = 0,45 (d)

Na Tabela 17 é apresentado as médias dos VR% e dos EQM para o parametro
a. Nota-se em todos os cenérios, como esperado, que tanto o VR% quanto o EQM diminui
com o aumento de n. Foi observado que as médias dos VR% para £ = 0,11 sdo, na maioria
das situagoes, menores do que para & = 0,50, o mesmo ocorrendo para o EQM. Entretanto,
considerando as variagoes no valor usado para o parametro «, observou-se que o VR% e o
EQM nao tiveram os mesmos comportamentos, sendo o VR% melhor nos casos de a =2 e o
EQM melhor nos casos em que a = 1,50. Em 5 das 16 situacoes apresentadas na Tabela 17,

a foi subestimado, em todos os casos quando o valor usado na simulacao foi o = 2.
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Tabela 17 — Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de & em
funcao de «a, £ e n, considerando-se 280 situacoes dadas pelas combinacoes dos 8 valores
de § e dos 35 valores de E(Y') amostradas 4000 vezes

VR% EQM
n a £=011 £=050 Meédia £=011 £€=050 Madia
15 1,5 6,3325  7,2040 6,7683 0,2210  0,2824  0,2517
2,0 2,668  3,0235  2,8460 0,3923  0,4107  0,4015
Média  4,5005  5,1138  4,8071 0,3067  0,3465  0,3266
30 1,5 2,7826 32701  3,0263 0,0783  0,0924  0,0854
2,0 -0,1783  0,0883 -0,0450 0,1525  0,1581  0,1553
Média  1,3021  1,6792  1,4907 0,1154  0,1253  0,1203
50 15 18484  2,1477  1,9981 0,0442  0,0518  0,0480
2,0 -0,5740 -0,4774 -0,5257 0,0864  0,0913  0,0889
Média  0,6372  0,8352  0,7362 0,0653  0,0716  0,0684
100 1,5 0,6212  1,1568  0,8890 0,0220  0,0255 0,0237
20 -0,9321 -0,6736 -0,8029 0,0466  0,0475  0,0471
Média  -0,1555  0,2416  0,0431 0,0343  0,0365 0,0354

Na Figura 23 , sao apresentados graficos de viéses relativos percentuais de a
em funcao da E(Y), dado a = 2 e £ = 0,11 considerando diferentes valores de § e tamanho
amostral n = 15 ou n = 100 , ou para diferentes tamanhos amostrais e 6 = 0,10 ou § =
0,45. Como pode ser observado o valor do VR% de a é alto para E(Y) = 1 diminuindo
rapidamente até E(Y') = 5, havendo uma mudanga nessa velocidade entre E(Y) =5e E(Y) =
15, estabilizando para E(Y) > 15, com tendéncia a ter VR% negativo em alguns casos e
positivo em outros. Este comportamento é observado tanto para & igual a 0,11 ou 0,5, quanto

a=1,5ou 2.
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Figura 23 — Viés relativo percentual de & em fun¢ao da E(Y), dado o = 2 e £ = 0,11 para diferentes
valores de § e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhos
amostrais n e § = 0,10 (c) ou 0 = 0,45 (d)

Dos resultados da simulacao, mostrados na Tabela 18, foi observado que quanto
maior o tamanho da amostra n, menor sao as médias dos VR% e dos EQM, observando as
médias em valores absolutos. Nota-se, ainda, que o parametro de escala da distribuicao de
Weibull foi pouco afetado pela mudanca dos limites de & = 0,11 para 0,5, sendo as médias dos
VR% quando £ = 0,11, um pouco inferiores, fato ocorrido, tanto para o = 1,5 quanto para
a = 2. Pode-se observar ainda, que o viés relativo percentual é menor, em valor absoluto da
média, para a = 1,5 em relacgao a a = 2, porém essa afirmagao é contraria para as médias dos
EQM. Além disso, a partir dos sinais apresentados pelas médias dos VR%, conclui-se que as

estimativas de [ subestimam o valor do parametro.
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Tabela 18 — Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de 3 em
funcao de «a, £ e n, considerando-se 280 situacoes dadas pelas combinacoes dos 8 valores
de 0 e dos 35 valores de E(Y') amostradas 4000 vezes

VR% EQM
n a £=011 £=050 Meédia £=011 £€=050 Madia
15 1,5 -2,8650 -2,9935 -2,0292 50,3063 51,0536 50,6800
2,0 -3,5325 -3,6459 -3,5802 32,3003 30,1297 31,2150
Média  -3,1987 -3,3197 -3,2592 41,3033 40,5917 40,9475

30 1,5 -1,5845 -1,6053 -1,5949 25,7377 26,0424 25,8901
2,0 -2,2897  -2,2661 -2,2779 16,6125 15,6497 16,1311
Média  -1,9371  -1,9357 -1,9364 21,1751 20,8461 21,0106

50 1,5 -0,8004 -0,8762 -0,8833 15,6294 15,8844 15,7569
2,0 -1,4869 -1,5232 -1,5051 09,9704  9,5918  9,7811
Média  -1,1887  -1,1997 -1,1942 12,7999 12,7381 12,7690

100 1,5 -0,5852 -0,4006 -0,4929 8,1382 8,1181  §8,1281
2,0 -0,9744 -0,9121 -0,9433 05,2111 4,9928  5,1020
Média  -0,7798  -0,6564 -0,7181 6,6747 6,5554  6,6151

Na Figura 24 sao apresentados os viéses relativos percentuais de B em funcao
da E(Y), dado o = 2 e £ = 0,11 para diferentes valores de 0 e tamanho amostral n = 15
ou n = 100, ou para diferentes tamanhos amostrais n e 6 = 0,10 ou 0 = 0,45. Nestes,
observa-se que o0 VR% de [ aumenta no sentido negativo para valores de E(Y') entre 1 e 10
estabilizando para valores maiores que 10. Nas Figuras 24 (a) e (¢), observa-se que o VR%
é menor para 0 = 0,10 tornando-se maior com o aumento do valor de ¢ independente do
tamanho da amostra ou da E(Y'), o que pode ser confirmado na Tabela 35 que encontra-se
no Anexo D. Os graficos das Figura 24 (a) e (c), por sua vez, revelam, para § = 0,10 e 0,45,
que, para n = 15, o viés relativo percentual é maior que para amostras de tamanhos maiores,

independente do valor de E(Y).
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Figura 24 — Viés relativo percentual de B em funcao da E(Y'), dado a = 2 e £ = 0,11 para diferentes
valores de § e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhos
amostrais n e § = 0,10 (c) ou 0 = 0,45 (d)

Na Tabela 19 sao apresentados as médias dos valores de viés relativo (VR%)
e de erros quadrados médios (EQM) de IE(?) em funcao de «a, £ e n, considerando-se 280
situacoes dadas pelas combinagoes dos 8 valores de 0 e dos 35 valores de E(Y') amostradas
4000 vezes. Nesta, como para os parametros do modelo, a utilizagao de amostras maiores
leva a médias menores de VR% e de EQM paras as estimativas de E(Y'), como pode ser visto
na Tabela 19. Os resultados de simulacao mostram, ainda, que os valores de £ considerados
pouco influenciaram as médias dos VR% e dos EQM. Entretanto, a diferenca considerada nos
valores fixados de « influenciaram no VR% e no EQM, sendo os VR% para o = 1,5 maiores,
em valor absoluto, e os EQM menores, comparados aos valores para o = 2. Considerando

ainda a Tabela 19, verifica-se que E(Y) é, geralmente, subestimada. Quanto & influéncia dos

valores de ¢ usados nas simulagoes sobre as estimativas da E(Y'), observa-se nas Tabelas 36 e
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40 apresentadas no Anexo D, que valores de menores ¢ levam a VR% e EQM melhores.

—

Tabela 19 — Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de E(Y')
em funcao de «, £ e n, considerando-se 280 situacdes dadas pelas combinacdes dos 8
valores de d e dos 35 valores de E(Y) amostradas 4000 vezes

VR% EQM
n a £=011 £=050 Meédia £=011 £€=050 Madia
15 1,5 -1,7781 -1,8772 -1,8277 29,7500 29,5863 29,6681
2,0 -2,5585 -2,6061 -2,5823 22,6838 22,2200 22,4568

Média -2,1683  -2,2416  -2,2050 26,2169 25,9081 26,0625

30 1,5 -1,0849 -1,0594 -1,0721 14,9021 14,9200 14,9111
2,0 -1,8009 -1,7422 -1,7715 11,4649 11,2378 11,3514
Média  -1,4429  -1,4008 -1,4218 13,1835 13,0789 13,1312

50 1,5 -0,6134 -0,5525 -0,5829 8,9799  9,0415  9,0107
2,0 -1,1819 -1,1884 -1,1851 6,9227  6,8499  6,3863
Média  -0,8977  -0,8704 -0,8840 79513  7,9457  7,9485

100 1,5 -0,4110 -0,2549 -0,3330 4,5784 4,5648  4,5716
2,0 -0,7945 -0,7203 -0,7574 3,5302 3,4960  3,5131
Média  -0,6028 -0,4876 -0,5452 4,0543 4,0304  4,0424

Os graficos do viés relativo percentual de I@ em fungao de E(Y') para situ-
acoes envolvendo diferentes valores de n e 0, apresentados na Figura 25, mostram que os
VR% sao negativos para maioria dos valores de E(Y") considerados na simula¢ao. Além disso,
nota-se na Figura 25 (a) e (c), que para valores baixos de § e de n com E(Y) = 1 o viés
relativo percentual pode ser muito maior em valor absoluto do que para E(Y) = 2, em que
geralmente é o valor que apresenta VR% mais proximo de zero. O VR% tente aumentar para
E(Y) = 2 aumentando até E(Y) = 10, estabilizando para valores maiores de E(Y'). Deve-se
ressaltar, entretanto, que o maior valor observado de VR% ¢é inferior a 6%, em valor absoluto,
0 que sugere que mesmo na situagao mais critica, nao h& grandes problemas na utilizagao

pratica da metodologia.
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Figura 25 — Viés relativo percentual de IE/(?) em fungao da E(Y), dado a = 2 e £ = 0,11 para
diferentes valores de ¢ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes
tamanhos amostrais n e 6 = 0,10 (¢) ou § = 0,45 (d)

De modo a analisar mais detalhadamente os resultados obtidos por meio das

simulagoes, foram construidos histogramas das estimativas dos parametros e gréaficos de dis-

persao para os pares de parametros, como apresentados as Figuras 37 a 42, no Anexo E,

para valores de E(Y) de 1 a 17. Por meio dos histogramas, observou-se que as estimativas

para 0 e [ apresentaram simetria em praticamente todos os cendrios e que as estimativas do

parametro o geralmente apresentam uma pequena assimetria positiva.

Além disso, ¢ apresentou comportamento tendendo ao discreto como na Figura

26. Os pontos sob o eixo das abcissas na Figura 26, representam os 50 pontos (do tamanho

da amostra) distribuidos de forma equidistante no intervalo [0, 1] e os asteriscos (%) a proba-

bilidade do ponto ser zero.
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Figura 26 — Histograma de 4000 estimativas do parametro 6 = 0,10 para amostras de tamanho
n=>50esendo o = 1,5, f="73849, E(Y) =6 e { = 0,11 em que os (o) sdo marcadores
das 50 subdivisoes do intervalo [0, 1] e x as probabilidades de cada ponto ocorrer

Na Figura 27 sao apresentados graficos de dispersao de 4000 estimativas dos
parametros 0 = 0,10, « = 1,5 e § = 7,3849 considerando amostras de tamanho n = 50,
E(Y) =6 ¢ ¢ = 0,11 onde em (a) tem-se & versus @, em (b) & versus 3 e em (c) @ versus
B. Nesta, observa-se que o centro de massa das estimativas coincidem com o cruzamento das

linhas tracejadas que representam os valores dos parametros utilizados nas simulagoes. Este

comportamento indica que ha acuracia nas estimativas.
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Figura 27 — Graficos de dispersao de 4000 estimativas dos parametros = 0,10, « = 1,5 e § = 7,3849
considerando amostras de tamanho n = 50, E(Y) =6 e £ = 0,11 onde em (a) tem-se &
versus @, em (b) ¢ versus 3 e em (¢) & versus 3

4.2.3 Conclusoes

O método de estimagao M4 aliado a parametrizacao P2 da distribuicao de
Weibull mostraram bons resultados como mostrado nas Tabelas 12 e 13, com maior facilidade
de implementacao. Apresentando, ainda, boa probabilidade de cobertura para os parametros
do modelo (51), conforme pode ser observado das Tabelas 14 e 15.

Como esperado o tamanho da amostra teve grande influéncia nas estimativas



107
dos parametros do modelo e no valor médio (E(Y)). Amostras grandes produziram redugoes
consideraveis tanto nos viéses relativos quanto nos erros quadraticos médios.

O aumento na quantidade de zeros, nas amostras, fizeram com que os valores
de VR% e os de EQM aumentassem para todas as estimativas, exceto para os de VR% para o
parametro 9, que para quantidades maiores de zeros verdadeiros, acarretou uma diminui¢ao
no VR%.

O valor usado como ponto de censura teve grande influéncia sobre as estimativas
do parametros 0 e «, sendo que o valor maior de £ implicou em maiores VR% e EQM. Porém,
exerceu pouca influéncia sobre B e IE(?)

Com o parametro de forma da distribuicao de Weibull fixado em 1,5 ocorreu
maior VR% para § e « e maior EQM para §, 8 e E(Y).

Além disso, considerando os valores de § e « fixados, a variagdo de E(Y) =1
até E(Y) = 35 nao prejudica as estimativas da probabilidade de zeros verdadeiros, porém
causa um aumento no sentido negativo do VR% das estimativas da E(Y"), que se estabiliza
para E(Y") > 10, sendo, na pior situagao, inferior a -6%.

Assim, para dados censurados e inflacionados de zeros com valores maiores
que zero seguindo distribuicao de Weibull, o modelo de mistura de Weibull (51) aliado a

metodologia de estimacao proposta produz resultados satisfatorios.

4.3 Simulacao para mistura com distribuicao gama

4.3.1 Avaliacao dos valores iniciais

Na Tabela 20, sao apresentadas as médias dos VR% e dos EQM das estimativas
iniciais para os parametros da densidade de mistura gama (MG) dada em (61), calculados a
partir de 10000 amostragens dos 80 cenarios obtidos dos possiveis quartetos (&, 9, o, E(Y)),
resultantes das combinagoes das coordenadas dos vetores & = (0,11;0,50), 6 = (0,10;0,30),
a = (1,5;2), n = (15;50) e E(Y) = (2;4;6;8;10), de acordo com as idéias propostas na
secao 3.2.8, todas estimadas considerando as amostras na formas Y7, Y; e Ys, definidas em
(67). Além disso, na ultima linha da Tabela 20 estao dispostas as médias dos VR% e dos
EQM da estimativas de 0 baseadas nas propor¢oes de zeros das amostras, isto é, ng/n. Essa
estimativa foi obtida sem a preocupacao em discriminar zeros verdadeiros e zeros provenientes

de censuras. Resultados mais detalhados sao apresentados nas Tabelas 41 e 42 do Anexo F,
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pagina 165.

Com base nos resultados constantes na Tabela 20, observa-se, de forma geral,
que das formas estudadas para obtengao de valores iniciais para o vetor de parametros (9, a, 3),
a melhor performance é alcancada com o uso de Y7 e o método dos momentos da distribuicao
gama para os parametros « e (3, ou seja, o procedimento MM em conjunto com Y; apresentou
as menores médias dos VR% e dos EQM. Contudo, considerando-se somente as menores
médias dos VR%, tem-se outra proposta que consiste em utilizar Y7 com NM para obter

estimativas, menos viesads de (a, 3) e Y5 com EMV para estimar 0.

Tabela 20 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) e dos erros quadraticos médios (EQM)
para estimativas dos parametros do modelo MG (61) pelos procedimentos propostos
na secao 3.2.8, em funcao de trés composicoes amostrais Yr, Ys e Y, resultantes de 80
combinagoes das coordenadas dos vetores & = (0,11;0,50), § = (0,10;0,30), o = (1,5;2)
e E(Y) = (2;4;6;8;10), considerando n = (15;50) e 10000 repeticoes

Viés médio EQM meédio
Método a B 5 a B 5
Yr MM -22,2347 33,0949 -19,5507 | 0,0128 0,0238 0,0123
NM 2,4522 1,6612 -35,8379 | 0,0144 0,0144 0,0132
MIS 4,8852 5,3314 -48,2369 | 0,0142 0,0144 0,0323
EMV -55,0946 7,5558 4,7118 | 0,0337 0,0143 0,0144
Y MM 4,6052 4,6052 1,7889 | 0,0153 0,0153 0,0154
NM -28,8970  -31,4248 9,9349 | 0,8427 0,8860 0,0144
MIS -47,3333 26,0336 79,1687 | 1,1250 5,1876 8,0369
EMV 91,8657 29,7788 22,7024 | 16,5139 8,2974 5,1205
Yo, MM 34,9584 100,9083 38,4156 | 67,1465 259,9633 67,2621
NM 29,4065 36,3674 47,9968 | 14,9323 21,0978 251,4060
MIS 80,0367  -5,3762 -21,5722 | 44,8059 9,3328 10,8616

EMV -23,6089 -11,1116  -1,6582 | 10,9660 92,9068 11,9101
no/n -16,6376 95,7622
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Tabela 21 — Médias dos VR% e dos EQM para estimativas de «, /3, 6 e E(Y) para o modelo MG (61)
considerando n = 15, § = 0,10 ou 0,30 e @« = 1,5 ou 2 em fungao de £ e E(Y), baseado
em 10000 repeticoes, segundo descrito na Segao 3.2.7

(&7) VR% médio EQM médio

Método a B 5 I@ a B 5§ I@
(0,11; 0,22)

M1 e Ky 31,7273 -6,9195 -1,0927 -0,0622 | 3,8016 10,9437 0,0202 5,9069
M2 e Ky 31,4820 -6,0954 -1,0975 -0,1204 | 3,8099 11,0385 0,0202 5,9027
M3 e Ky 31,4820 -6,0954 -1,0975 -0,1204 | 3,8099 11,0379 0,0202 5,9027
M4 e Ky 31,6960 -6,4895 -1,0985 -0,0623 | 3,8103 11,2701 0,0202 5,9107
Ml e Ky 31,7351 -6,9056 -1,0933 -0,0596 | 3,8269 10,9794 0,0202 5,9079
M2 e K, 31,4891 -6,0634 -1,0989 -0,1182 | 3,8356 11,2986 0,0202 5,9041
M3 e K, 31,4891 -6,5634 -1,0989 -0,1182 | 3,8356 11,2990 0,0202 5,9041
M4 e K, 31,3425 -6,0301 -1,1001 -0,0568 | 3,8508 11,7685 0,0202 5,9130
(0,50; 1,00)

M1 e Ky 37,0293 -4,3821 -1,3573 -1,1831 | 5,2157 13,7384 0,0256 6,0255
M2 e Ky 36,2013 -3,5882 -1,3537 -1,4317 | 5,2283 13,9606 0,0256 6,0117
M3 e Ky 36,2013 -3,5882 -1,3537 -1,4317 | 5,2283 13,9606 0,0256 6,0117
M4 e Ky 36,6489 -3,8372 -1,3561 -1,2067 | 5,2095 13,9820 0,0256 6,0275
Ml e Ky 37,0580 -4,3641 -1,3606 -1,1807 | 5,2874 13,7739 0,0256 6,0267
M2 e K, 36,2254 -3,4893 -1,3603 -1,4318 | 5,2961 14,1531 0,0256 6,0154
M3 e K, 36,2254 -3,4889 -1,3603 -1,4318 | 5,2961 14,1561 0,0256 6,0155
M4 e K, 36,4280 -3,5053 -1,3655 -1,2091 | 5,2961 14,4500 0,0256 6,0324

Nota: Ki: considerado Y7 em conjunto com o método dos momentos MM na obtencao de estima-
tivas iniciais de §, a e .
Ks: considerando as estimativas de («, ) obtidas com Y7 em conjunto com NM e EMV

para 0 com Y5 .

A comparacao dos métodos M1, M2, M3 e M4, descritos na Secao 3.2.7, foi
realizada a partir das médias dos VR% e dos EQM de a, B, Se IE(?), apresentadas na

Tabela 21. Nesta, os resultados foram calculados a partir de 10000 repeticoes dos 40 cenarios

obtidos dos possiveis quartetos (£, 6, «, E(Y)), resultantes das combinagoes das coordenadas

dos vetores £ = (0,11;0,50) 6 = (0,10;0,30), a = (1,5;2) e E(Y) = (2;4;6;8;10). Para a
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estimacao de «, (3 e d, adotram-se duas formas para obtencao das estimativas iniciais de 9, «
e (3, sendo, na primeira, considerado Y; em conjunto com o método dos momentos MM, na
segunda as estimativas de («, ) sao obtidas com Y7 em conjunto com NM e estimativas de
d obtidas por meio do método de maxima verossimilhanga (EMV) com Y5 .

Os resultados obtidos, expostos na Tabela 21, apontam que quando se considera
VR% e EQM simultaneamente os métodos M2 e M3 apresentam melhores resultados indepen-
dentemente dos procedimentos para obtencao dos valores iniciais. Isso tanto para & = 0,11
quanto & = 0,50. Como o objetivo é buscar métodos que fornecam melhores resultados e
maior parcimonia, é entao plausivel a escolha do método M2 com valores iniciais obtidos por
meio do método dos momentos MM considerando amostras do tipo Y7, haja visto que M3 é o
método M2 com um passo adicional e MM com Y7 requer menos tempo computacional, nao
necessitando de métodos iterativos.

Na Tabela 22 sdo apresentadas as proporc¢oes de regioes de 90, 95 e 99% de con-
fianga contendo as estimativas do vetor de parametros (6, «, ) resultantes de 10000 amostras
aleatorias simuladas de tamanho 15, para cada um dos 40 cenarios utilizados na escolha do
melhor método de estimacao dos parametros do modelo MG. As probabilidades de coberturas
empiricas que nao rejeitam a hipotese de serem iguais aos valores de coberturas nominais es-
tao acompanhadas de um asterisco (*), conforme resultados apresentados no Anexo B, pagina
142. Para estimar os parametros do modelo foi utilizado M2 com valores iniciais obtidos por
MM considerando amostras do tipo Y7, e para cada uma das repeticoes foi calculada a regiao
de confianga conjunta com 99%; 95% e 90% de confianca, conforme o Anexo A (péagina 141).

Por meio da Tabela 22, constata-se que h4 uma tendéncia da probabilidade
de cobertura empirica subestimar os valores nominais esperados de 0,99, 0,95 e 0,90 e essa
diferenca se torna maior & medida que a confianca da regiao diminui. Além disso, nota-se que
nao ha diferenca aparente entre os resultados obtidos com £ = 0,11 e 0,50.

Apesar de a maioria das probabilidades de cobertura empiricas nao atingirem os
limites de seus intervalos de confianca, podem ser consideradas boas, pois sao valores bastante
proximos dos valores nominais. Deve ser considerado, ainda, que os intervalos conjuntos para
cada amostra foram obtidos por razao de verossimilhanca, método esse muito influenciado

pelo tamanho da amostra, que no caso foi n = 15. Como em exemplos relatados por Casella
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e Berger (2002, p. 502), este método pode trazer probabilidades de coberturas inferiores as
esperadas e ter melhor performance com o aumento do tamanho da amostra.
Tabela 22 — Proporgao de regioes de confianga contendo as estimativas do vetor de parametros

(0,cr, B) resultantes de 10000 amostras aleatorias simuladas de tamanho n = 15 em
fungao de E(Y), 6, a e &

£€=0,11 £=105
E(X) 6§ o 99% 9% 90%  99% 95% 90%
2 01 1,5 98,9% 941 88,0  98.8% 04,0 88,7

2 987 936 876 986 938 871

0,3 1,5 982 933 873 987 940 89,0

2 986 938 879 934 941 883

4 01 1,5 989% 940 87,9 987 940 87,5
2 987 940 87,9  988% 937 88,0

0,3 15 983 935 875 983 933 875

2 982 934 875 983 938 876

6 01 1,5 989% 937 87,6  989% 941 879
2 98,7 94,1 87,8  98,8* 942 88,0

03 15 984 937 87,7 981 935 876

2 983 937 876 984 935 875

8 01 1,5 98,7 943 882  98.8% 939 885
2 987 938 87,8  98,9% 941 882

0,3 15 981 934 876 983 934 875

2 982 933 87,3 982 934 879

10 01 15 99,0 941 87,7 985 93,5 878
2 980% 942 884  99,0* 940 87,8

03 15 982 936 874 982 932 873

2 984 935 878 984 935 876

Nota: Erro padrao aproximado igual a 0,001, 0,002 e 0,003 para 99%,
95% e 90%, respectivamente.
(*): probabilidade de cobertura dentro da regiao de aceita¢ao.

Na Figura 28 (a) podem ser visualizadas, nas dimensoes de a e 3, as regioes
de 90, 95 e 99% confianca contendo os pontos (@, B\) resultantes de 10000 amostras aleatorias
simuladas para (n,¢,d,a,E(Y)) = (15,0,5,0,10,1,5,4), caso em que propor¢ao de regioes

de confianga contendo as estimativas do vetor de parametros (9, «, 3) foi 87,5, 94,0 e 98,7,
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conforme Tabela 22. Nota-se, que apesar das regioes nao serem elipticas, os valores nominais
de a = 1,5 e f = 2,96 encontram-se no centro de massa das mesmas. Na Figura 28 (b) é
apresentado o grafico de dispersao das mesmas estimativas 3\, ae B\ , podendo ser observado os
aglomerados de pontos formados entorno de alguns dos 15 pontos equidistantes no intervalo

de 0 a 1. Sendo que a maior concentracao ocorre proximo ao ponto 5= 0,10, valor fixado

para simulacgao.
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Figura 28 — Regioes de 90, 95 e 99% confianca contendo as estimativas do vetor de parametros
(0, ar, B) resultantes de 10000 amostras aleatorias simuladas para (n,&,d,a,E(Y)) =
(15,0,5,0,10,1,5,4) em (a) e grafico de dispersao das mesmas estimativas em (b)

4.3.2 Avaliagao das estimativas dos parametros e E(Y) considerando diferentes
valores esperados

Nesta secao, serd estudada, por meio de simulacao, a qualidade do ajuste do
modelo MG para valores esperados variando de 1 a 35. Este intervalo foi escolhido visando
o caso de medidas da contaminagao com aflatoxina Bl observadas em graos de milho, pois
preocupa-se em verificar se h4 contaminacao com o fungo, mesmo em baixas quantidades,
e verificar também se a concentragao de fungo ultrapassa 20 ppb, limite maximo permitido
para consumo no Brasil. Este estudo consiste das simulagoes de 4000 amostras de cada

um dos possiveis quintetos (£, n,d,a, E(Y)), sendo ¢ = (0,11;0,50), n = (15;30;50;100),

12

10
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6 = (0,10;0,15;0,20;0,25; 0,30; 0,35; 0,40;0,45), « = (1,5;2,0) e E(Y) = (1;3;4;...;35). As
estimativas foram obtidas considerando o método de estimacao M2 com valores iniciais obtidos
por MM considerando amostras do tipo Y7, que apresentou melhores resultados na segao 4.3.1.
Nas Tabelas 23, 24, 25, 26, sao apresentadas as médias dos VR% e EQM das
estimativas dos parametros 0, a e [ e dos valores médios E(Y), respectivamente, resultantes
de 280 cenarios baseados nas combinagoes dos valores assumidos para 6 e E(Y), cada cenario
amostrado 4000 vezes, em funcao de n, o e £. Estes foram obtidos por meio das médias
das linhas das Tabelas 43 a 46, apresentadas no Anexo F. Os resultados dessas tabelas sao
provenientes da aplicacdo das equagoes (71) e (72).
A partir dos valores apresentados na Tabela 23, observa-se que o aumentando-se
o tamanho das amostras n obtém-se melhores resultados, isto é, menores valores em modulo
de VR% e EQM. Quanto aos limites de censuras utilizados, &, nota-se para o valor 0,11
tanto os VR% quanto os EQM apresentam menores médias quando comparados a £ = 0,50,
mostrando a influéncia dos limites de deteccao e quantificacao sobre a estimagao de zeros
verdadeiros. As variacoes no parametro de forma «, tiveram influéncia consideravel sobre as
estimativas de § no tocante ao VR% sendo as médias dos viéses relativos percentuais maiores
para o = 1,50 do que para a = 2. No entanto, para as médias dos valores de EQM, esse
efeito foi sentido apenas nos casos em que & = 0,50. Observa-se, ainda, pelos sinais das
médias dos VR%, que as estimativas do parametro ¢ subestimaram seu valor nominal. Pelos
resultados das Tabelas 43 e 47, apresentadas no Anexo F, verifica-se que aumento nos valores
de ¢ implicam em reducao do VR%, entretanto provoca aumento nos EQM, independente do

tamanho da amostra.
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Tabela 23 — Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de 6 em
funcao de a, & e n, considerando-se 280 situacoes dadas pelas combinacoes dos 8 valores
de § e dos 35 valores de E(Y') amostradas 4000 vezes

VR% EQM
n alpha £=011 ¢£=050 Meédia £=011 £€=050 Madia
15 1,5 -0,8502 -1,7443 -1,2972 0,0125  0,0143  0,0134
2,0  -0,6046 -1,1253 -0,8650 0,0123  0,0133  0,0128
Média  -0,7274  -1,4348 -1,0811 0,0124  0,0138  0,0131
30 1,5 -0,3945 -1,0558 -0,7251 0,0063  0,0077  0,0070
2,0 -0,1284 -0,6160 -0,3722 0,0062  0,0070  0,0066
Média  -0,2614  -0,8359  -0,5487 0,0063  0,0073  0,0068
50 1,5  -0,2565 -0,7614  -0,5090 0,0038  0,0048  0,0043
2,0  -0,1144 -0,4518 -0,2831 0,0038  0,0043  0,0040
Média  -0,1854  -0,6066 -0,3960 0,0038  0,0045  0,0042
100 1,5 -0,1105 -0,4765 -0,2935 0,0019  0,0025  0,0022
2,0 -0,0650 -0,2847 -0,1748 0,0019  0,0022  0,0020
Média  -0,0877  -0,3806 -0,2342 0,0019  0,0024  0,0021

Os graficos apresentados na Figura (29), referem-se aos viéses relativos médios
percentuais de § em fungao de E(Y') para situacoes envolvendo diferentes valores de n e 4.
Conforme apresentado na Figuras (29) (a) e (b), observa-se que os VR%, independente do
valores de 0, na maioria das vezes sao inferiores a zero, indicando uma subestimacao do
parametro, isto para todos os valores de E(Y') estudados. Além disso, nas Figuras (29) (c) e
(d), este efeito também é observado quando se leva em considera¢ao o tamanho da amostra,
porém com reducao no VR% para amostras maiores. Observa-se, ainda, que em todos os
casos os VR% sao altos, em valor absoluto, para E(Y") proximo de 1, ja para valores em torno
de E(Y) = 20 os VR% sao baixos e encontram-se estabilizados. Finalmente, evidenciam que,
independente do valor de § e E(Y'), amostras de tamanho n = 15 produzem estimativas menos
acuradas.

Na Tabela 24, sao apresentadas as médias dos valores de viés relativo e dos erros
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Figura 29 — Viés relativo percentual de S em funcao da E(Y), dado o = 1,5 e £ = 0,11 para diferentes
valores de ¢ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhos
amostrais n e 6 = 0,10 (¢) ou § = 0,45 (d)

quadrados médios de @ em funcao de «, £ e n, considerando-se 280 situagoes dadas pelas com-
binagoes dos 8 valores de d e dos 35 valores de E(Y') amostradas 4000 vezes. Nesta, observa-se
que as estimativas do parametro de forma « sao claramente melhores estimados com aumento
do tamanho das amostras e que os valores considerados de £ também afetaram as estimativas,
mostrando que valores menores de ¢ refletem em VR% e EQM menores. Além disso, houve
concordancia entre viés relativo percentual e erro quadratico médio quando aumentou-se o
valor do parametro de forma da distribuicao gama. O aumento de a causou aumento em
VR% e EQM. Outra observacao feita nos valores da Tabela 24, é que as médias dos VR% sao

todas positivas, indicando a superestimacao do parametro por parte das estimativas a.
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Tabela 24 — Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de & em
funcao de «, & e n, considerando-se 280 situacoes dadas pelas combinacoes dos 8 valores
de ¢ e dos 35 valores de E(Y') amostradas 4000 vezes

VR% EQM
n alpha £=011 ¢£=050 Meédia £=011 £€=050 Madia
15 1,5 34,2808 36,7139 35,5018 1,968  1,7949  1,6458
2,0 33,3418 34,0826 33,7122 22971 25290  2,4130
Média 33,8158 35,3982 34,6070 1,8969  2,1619  2,0294
30 1,5 14,5252 159021 15,2136 0,3961  0,5334 0,648
2,0 15,0579 15,6261 15,3420 0,7071  0,8384  0,7728
Média 14,7916 15,7641 15,2778 0,5516  0,6859  0,6188
50 1,5 81163 88577  8,4870 0,1757  0,2462  0,2109
2,0 83963  8,7481 85722 0,3138  0,3858  0,3498
Média 8,2563  8,8029  8,5296 0,2447  0,3160  0,2804
100 1,5  3,8522  4,2036  4,0279 0,0706  0,1011  0,0858
2,0 39716 41157 4,0437 0,1248  0,1561  0,1404
Média 39119  4,1597  4,0358 0,0077  0,1286  0,1131

Na Figura 30, sao apresentado os graficos de VR% para @ em funcao de E(Y)
variando de 1 a 35, para a = 2 e £ = 0,11 e diferentes valores de n e §. Na Figura 30 (a),
fica facil ver a influéncia da proporcao de zeros na estimativa do parametro «, quanto maior
o valor de § maior o VR%. As Figuras 30 (c) e (d) evidenciam o viés causado pelo tamanho
da amostra, deixando claro que amostras pequenas tornam dificil a estimacao do parametro.
Este mesmo comportamento ocorreu para combinacoes dos outros valores de a e £ propostos
no plano de simulacao apresentado na secao 3.2.7-1I, com a diferenca que, para & = 0,50,

ocorreu acréscimo no VR% para E(Y') indo de 2 para 1.
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Figura 30 — Viés relativo percentual de & em fun¢do da E(Y'), dado o = 2 e £ = 0,11 para diferentes
valores de ¢ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhos
amostrais n e 6 = 0,10 (¢) ou § = 0,45 (d)

Dos resultados da simulacao, mostrados na Tabela 25, foi observado que quanto
maior o tamanho da amostra n menor sao as médias dos VR% e dos EQM, observando as
médias em valores absolutos. Nota-se, que o parametro de escala da distribuicao de gama é
afetado pela mudanca dos limites de £ = 0,11 para 0,5, entretanto valor & = 0,11 resultaram
em VR% e EQM menores. Essa discordancia entre viés relativo percentual e erro quadratico
também é observada entre os cenarios. Para os diferentes valores de o, sendo que para o = 1,5
0os VR% foram menores e os EQM maiores, em relacdo a o = 2,0. Ainda, a partir dos sinais
apresentados pelas médias dos VR%, conclui-se que as estimativas de 8 subestimam o valor

do parametro.
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Tabela 25 — Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de 3 em
funcao de a, & e n, considerando-se 280 situacoes dadas pelas combinacoes dos 8 valores
de § e dos 35 valores de E(Y') amostradas 4000 vezes

VR% EQM

n  alpha £=011 ¢£=050 Meédia £=011 ¢£€=050 Média
15 15 -7,5566 -55118 -6,5342 96,1688 107,7798 101,9743
20 -8,1620 -6,3183 -7,2401 48,3498 52,0247 50,1872
Média  -7,8593  -59150 -6,8872 72,2593 79,9023 76,0808
30 15 -3,8259 -2,7673 -3,2966 46,8098 50,9183 48,8640
20 -4,3565 -3,3470 -3,8517 24,4802 25,5871 25,0336
Média  -4,0012  -3,0571 -3,5742 35,6450 38,2527 36,9488
50 1,5 -2,3222  -1,5618 -1,9420 27,8397 29,8046 28,8672
20 -2,5973 -2,0061 -2,3017 14,6073 15,1768 14,8920
Média — -2,4597  -1,7840 -2,1219 21,2235 22,5357 21,8796
100 1,5 -1,1496 -0,7857 -0,9677 13,8282 14,6315 14,2299
20 -1,2862 -0,9744 -1,1303 72764  7,5118  7,3941
Média  -1,2179  -0,8801 -1,0490 10,5523 11,0716 10,8120

A Figura 31 permite verificar que os VR% para B sao positivos para E(Y) =1
tendendo para valores negativos quando alteramos os cenarios variando a esperanca de Y até o
valor 35. Porém, ha um ponto, que depende do tamanho da amostra, em que esse decréscimo
estabiliza. Como pode ser visto, para n = 15 o ponto esta proximo de 10 independente do
valor de 9§ e para n = 100 proximo de 5, ilustrados nas Figuras 31 (a) e (b). Além disso, as
Figura 31 (c¢) e (d) permitem ver a influéncia do tamanho da amostra na obtencao de B, isto

é, amostras pequenas prejudicam as estimativas de f3.
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Figura 31 — Viés relativo percentual de B em funcao da E(Y'), dado o = 2 e £ = 0,50 para diferentes
valores de ¢ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes tamanhos
amostrais n e 6 = 0,10 (¢) ou § = 0,45 (d)

Como ocorreu para os parametros do modelo, o aumento no tamanho da
amostra provocou redugao nos viéses relativo percentual e nos erros quadraticos médios de
15(37), como pode ser observado na Tabela 26. Considerando os valores absolutos das médias
dos VR%, nota-se que as estimativas sao melhores para & = 0,11 do que para 0,50, ja entre
as médias dos EQM nao houve variacao devido aos valores de £. Com relacao aos efeitos
dos valores de « utilizados, observa-se que os VR% em valores absolutos sao menores quando
a = 1,5 apenas nos casos em que £ = 0,11, ocorrendo o contrario para & = 0,50 e que as
médias dos EQM sdo sempre maiores quando o« = 1,5. Observa-se, ainda, que a E(Y) é

sempre subestimada nas situacoes em que £ = 0,50. Pelos resultados apresentados na Tabela

50, do Anexo F, verifica-se valores maiores de § fazem aumentar o EQM.
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Tabela 26 — Médias dos valores de viés relativo (VR%) e de erros quadrados médios (EQM) de I@
em funcao de «, £ e n, considerando-se 280 situacoes dadas pelas combinacoes dos 8
valores de d e dos 35 valores de E(Y') amostradas 4000 vezes

VR% EQM

n  alpha £€=011 ¢£=050 Meédia £=011 ¢£€=050 Media
15 1,5 00561 -0,4579 -0,2009 38,4820 38,5847 38,5333
20 0,639 -0,1962 -0,0161 31,8045 31,7688 31,7866
Média 0,1100  -0,3270 -0,1085 35,1433 35,1767 35,1600
30 1,5 0,0079  -0,3935 -0,1928 19,2655 19,2319 19,2487
20 -0,0295 -0,1968 -0,1132 159546 159728 15,9637
Média  -0,0108 -0,2951 -0,1530 17,6101 17,6024 17,6062
50 1,5 0,0026 -0,2298 -0,1136 11,5852 11,6147 11,6000
20  0,0076 -0,1222 -0,0573 9,5530  9,5614  9,5572
Média 0,0051  -0,1760 -0,0855 10,5691 10,5880 10,5786
100 1,5  0,0130 -0,1115 -0,0493 57955  5,7883  5,7919
20 00154 -0,0532 -0,0189 47775 A4,7876  4,7825
Média 0,0142  -0,0823 -0,0341 5,2865  5,2880  5,2872

Na Figura 32 pode ser observado que os VR% de E(Y) apresentaram com-
portamento desejado, oscilando em torno de zero por cento, para todos os valores de E(Y)
considerados nas simulacoes. De forma geral, esse comportamento foi o0 mesmo para os
outros cenarios nao apresentados na Figura 32, havendo diferenca apenas nos cenarios em
que & = 0,50, cujos valores de VR% apresentaram-se distantes de zero para E(Y) = 1 e 2,
chegando a VR%= —17% para 6 = 0,10, E(Y) =1, a = 1,15 n = 15 e 30. Com os graficos

apresentados na Figura 32 conclui-se que o que mais contribui para o aumento viés de E(Y)

é o tamanho da amostra adotado.
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Figura 32 — Viés relativo percentual de I@ em fungdo da E(Y), dado @ = 2 e £ = 0,11 para
diferentes valores de ¢ e tamanho amostral n = 15 (a) ou n = 100 (b), ou para diferentes
tamanhos amostrais n e 6 = 0,10 (¢) ou 0 = 0,45 (d)

4.3.3 Conclusoes

Da primeira etapa do estudo de simulacao para o modelo MG, conclui-se que
o método M2 com valores iniciais obtidos por meio do método dos momentos, MM, con-
siderando amostras do tipo Y7, é o procedimento mais indicado para estimacgao dos parame-
tros do modelo, conforme os resultados apresentados nas Tabelas 20 e 21 e a facilidade de
implementacao do procedimento. Deve-se observar que este procedimento tende a apresentar
probabilidades de cobertura empiricas inferiores aos valores esperados de 0,99, 0,95 e 0,90
para regioes de confianca conjuntas, envolvendo os trés parametros do modelo, segundo os
resultados apresentados por 40 situagoes com n = 15, amostradas 10000 vezes.

O tamanho considerado da amostra teve impacto em todas as estimativas, sendo
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que quanto maior a amostra menor o viés relativo percentual e menor o erro quadratico médio.

De acordo com o apresentado nas Figuras 29 a 32, aumentando a proporcao de
zeros na amostra, isto é, o valor de 9§, aumenta-se o valor em modulo do VR%, exceto para
as estimativas do parametro 9.

De forma geral, as estimativas apresentaram menores valores absolutos dos
VR% e menores valores dos EQM para os pontos de censuras & = 0,11 e 7 = 0,22 que para 0s
pontos £ = 0,50 e 7 = 1, mostrando que, informacoes provenientes de intervalos mais amplos
tendem a ser mais pobres, no sentido de que as estimativas estao mais distantes dos valores
populacionais.

As conclusoes a partir dos valores observados para diferentes valores de «, o
parametro de forma da distribuicao gama, nao foram unanimes quanto ao que ¢ melhor para
se obter estimativas mais acuradas e precisas. Para alguns cendarios, com o = 2, os valores
do VR% foram em modulo menores que para cenéarios com « = 1,5, ocorrendo também a
situagao inversa. O mesmo foi observado para os erros quadraticos médios.

Considerando os valores de § e « fixados, e variando os valores de E(Y) =1

" —
até E(Y) = 35 0os VR% de 0 e E(Y) oscilaram em torno de zero, apresentando uma pequena
tendéncia a aumentarem, em valor absoluto, para § com E(Y) variando de aproximadamente
8 para 1, atingindo o valor mais distante de zero, igual a -7%.

Assim, para dados censurados e inflacionados de zeros com valores maiores que
zero, seguindo distribuigdo gama, o modelo de mistura de gama (61) em conjunto com a

metodologia de estimacao proposta, fornecem resultados satisfatorios para estimacao de ¢ e

E(Y).

4.4 Analise dos dados de comtaminagao com aflatoxina B1

Nesta secao sao analisados os dados de medidas de contaminacao com aflatox-
ina B1, apresentados na Tabela 2, pagina 37, considerando-se os modelos de mistura com
distribuicao exponencial, distribuicao de Weibull e distribuicao Gama, denotados, respecti-
vamente, por ME, MW e MG.

Observa-se, dos dados apresentados na Tabela 2, que apenas na amostra de
nimero 10 foi possivel quantificar, simultaneamente, aflatoxina nas trés ramifica¢oes do plano

de amostragem. Além disso, na amostra 16 foi detectada aflatoxina nas trés ramificagoes,
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porém quantificada apenas nas ramificacoes A e B. Assim, mesmo sendo fracoes da mesma
amostra, na maioria dos casos nao se encontra aflatoxina nas trés ramificagoes simultanea-
mente.

Em um estudo sobre aflatoxina em vagens de amendoim, Cucullu (1966) mostra
que muitas vagens tém concentracao zero de aflatoxina, mas ocasionalmente pode ser encon-
trada uma vagem com alta concentragdo. Segundo Johansson et al. (2000), este mesmo
comportamento também ocorre em estudos com milho, que estabeleceram que apenas 6 graos
entre 10000 podem estar contaminados, em um lote que tenha apresentado contaminacgao
de 20 ppb. Assim, se a amostra de teste tem um ou mais graos altamente contaminados, o
teste poderd superestimar a verdadeira concentracao de aflatoxina no lote. Estas conclusoes
explicam a importancia do tamanho da amostra na quantificacao da aflatoxina.

Na Figura 33 sdo apresentadas as distribui¢des acumuladas empiricas (DAE),
das medidas de contaminacao com aflatoxina B1 apresentadas na Tabela 2, bem como as dis-
tribuigoes acumuladas dos modelos de mistura, ME, MW e MG ajustados. Detalhadamente,
na Figura 33 (a), sdo apresentados os trés modelos ajustados aos valores da ramifica¢ao A do
fluxograma de amostragem (Figura 4), na Figura 33 (b) os modelos ajustados aos valores da
ramificacdo B e para a ramificacao C, os modelos ajustados sao apresentados na Figura 33
(c).

Uma avaliacao grafica dos modelos ajustados, expostos na Figura 33, leva a crer
que os modelos de mistura sao apropriados para o tipo de observacao proposta neste trabalho.
Observa-se ainda, nos graficos, que as curvas das distribuicoes acumuladas dos modelos MW
e MG ajustados estao bastante proximas, chegando, em alguns casos a se sobreporem. As
curvas do modelo ME se distancia das curvas dos modelos MW e M@, e também dos pontos
da distribuigao acumulada empirica. Sendo assim, os graficos da Figura 33, sugerem que os
modelos de mistura com densidade de Weibull e gama se ajustaram melhor aos dados que o
modelo com densidade exponencial.

Os resultados apresentados na Tabela 27 referem-se as estimativas de maxima,
verossimilhanca dos parametros dos modelos ME, MW e MG, bem como as regioes com 95%
de confiancga para cada parametro, ajustados as medidas de aflatoxina apresentadas na Tabela

2. Para o ajuste do modelo ME foi adotado o médodo sugerido na Secao 3.2.6. As estimativas
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modelos de mistura com distribui¢ao exponencial (ME), distribuicao de Weibull (MW)
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para os parametros do modelo MW foram obtidas considerando o método de estimagao M4
com a parametrizacao P2 apresentados na Secao 3.2.7, considerados de melhor performance
na Secao 4.2.1. No caso do modelo MG, as estimativas foram obtidas considerando o método
de estimacao M2 com valores iniciais obtidos por MM considerando amostras do tipo Y7,
apresentados na Secao 3.2.8, sendo avaliados como de melhor performance na secao 4.3.1.
Com base nas regioes de confianca para o parametro o, pode-se afirmar, que apenas para o
modelo MG aplicado nas observagoes de graos sem separagao, constantes da ramificagao A,
nao ha necessidade de considerar um modelo de mistura. Porém, como existe interesse do
pesquisador em estimar a probabilidade do lote conter ou nao aflatoxina, esse parametro nao
deve ser retirado do modelo.

Pode ser observado por meio das estimativas de  que, para amostras de graos
bons, a chance do lote nao estar contaminado é maior do que para amostras com graos
danificados, concordando com o trabalho apresentado por Johansson et al. (2006) onde os
autores concluiram que os fungos de aflatoxina concentram-se em graos de ma qualidade.
Os resultados das amostras retiradas pela ramificagao A, do fluxograma de amostragem,
apontam maior chance do lote estar contaminado, isto possivelmente pelo fato dessa amostra
ser composta por 5 kg de milho, enquanto que os ramos B e C sao as particoes de 1 Kg, como
discutido em Johansson et al. (2000).

As estimativas dos parametros de forma das funcoes de densidade de Weibull e
gama foram menores que 1 para as ramificacoes A e C, levando as semelhancas das curvas das
distribuicoes de mistura com distribuicao exponencial, distribuicao de Weibull e distribuicao

gama, conforme pode ser observado nas Figuras 33 (a) e (c).
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Tabela 27 — Estimativas de méaxima verossimilhanca e regioes com 95% de confianga para os parame-
tros dos modelos de mistura com distribui¢ao exponencial (ME), distribuigao de Weibull
(MW) e distribui¢ao gama (MG) ajustados as medidas de contaminagao com aflatoxina

B1 apresentadas na Tabela 2

A B C
Modelo Par. Est. (RC 95%) Est. (RC 95%) Est. (RC 95%)
ME & 0,339 (0,121;0,396) 0,739 (0,420; 0,030 ) 0,551 (0,260; 0,797)
6 1,046 (1,113; 3,874) 0,333 (0,138; 1,268) 0,611 (0,308; 1,511)
MW & 0263 (0,021; 0,549) 0,812 (0,582; 0,950 ) 0,498 (0,174; 0,773)
a 0,708 (0,392; 1,076) 4,075 (0,954; 9,264 ) 0,822 (0,381; 1,323)
B 1,408 (0,657; 3,634) 0,491 (0,389; 0,601 ) 0,494 (0,222; 1,439)
MG 6 0,182 (0,000; 0,499) 0,812 (0,582; 0,950 ) 0,471 (0,129; 0,761)
a 0,449 (0,222; 0,843) 8,323 (5,305; 11,716) 0,645 (0,250; 1,438)
B 3,516 (1,703; 9,204) 0,053 (0,037; 0,082) 0,811 (0,376; 2,382)

Nota: Par.:prarametro e Est.: estimativa

Nas Figuras 34, 35 e 36 encontram-se os perfis de verossimilhanca com as regioes
de 95% de confianca para os parametros dos modelos ME, MW e MG ajustados para as
medidas de aflatoxina ramificacoes A, B e C, respectivamente. A amplitude das regioes estao
em torno 0,5 para o parametro 0 em todos os modelos. Essa amplitude pode ser considerada
grande, pois se trata da metade do espago paramétrico. Porém, pode ser explicada pelo
tamanho reduzido da amostra. Observa-se, ainda, que existe um padrao para os perfis de
verossimilhanca de 0 e também para os parametros de escala das distribui¢oes exponencial,

Weibull e gama. Pode ser observado que para os dados de uma mesma ramificacao as curvas

tém a mesma forma.
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A Tabela 28, é composta pelas estimativas da quantidade média de aflatoxina,
com base nos modelos ME, MW e MG, calculados a partir das expressoes para o valor
médio, apresentadas nas Segoes 3.2.6, 3.2.7 e 3.2.8, bem como seus desvios padrao obtidos
por expressoes apresentadas no Anexo C. Nota-se, a partir destes resultados, que os modelos
levaram a valores médios de aflatoxina muito proximos, o mesmo ocorrendo para cada uma
das ramificacoes. Por outro lado, existe diferenca entre os desvios padrao, sendo o maior

desvio padrao do valor médio correspondente ao modelo MG.
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Tabela 28 — Valores médios e desvios padrao estimados de aflatoxina B1 em ppb obtidos pelo princi-
pio de invariancia dos estimadores de méxima verossimilhanca através dos parametros
dos modelos de mistura com distribuicao exponencial (ME), distribuigao de Weibull
(MW) e distribuicao gama (MG) ajustados as medidas de contaminacao com aflatoxina
B1 apresentadas na Tabela 2

A B C

Modelo  E(Y) DP(E(Y)) E(Y) DP(E(Y)) E(Y) DP(E(Y))
ME 1,2872 0,5026 0,0869 0,0706 0,2742 0,1483
MW 1,2992 1,3626 0,0838 0,0628 0,2757 0,3193
MG 1,2910 2,6786 0,0831 0,1051 0,2765 0,5759

As estatisticas para verificar adequacao dos modelos, apresentadas na Secao
3.2.4, foram calculadas para os trés modelos considerando as medidas de aflatoxina das trés
ramificacoes do plano amostral, cujos resultados sao apresentados na Tabela 29. Nesta tabela,
os valores da probabilidade de significancia indicam que os trés modelos se adequam aos dados.
Como as estatisticas sao baseadas na distancia entre a distribuicao teoérica e a distribuicao
empirica das medidas de aflatoxina, esperava-se poder decidir por um modelo considerando a
magnitude do valor de sua estatistica Dif, KS, W2, A%, Zy, Zy ou Z 4, no caso dos modelos
nao serem rejeitados pelo teste com base no valor p. Porém, as estatisticas nao apresentaram
diferencas para os modelos considerados. Por outro lado, os valores p para o modelo MW foi
superior aos dos outros modelos e como é sabido, o valor p fornece evidéncias de que Hy é

verdadeira. Sendo assim, o modelo MW parece mais plausivel que os modelos ME e MG.
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Tabela 29 — Resultados dos testes da qualidade do ajuste dos modelos dos modelos de mistura com
distribuicao exponencial (ME), distribui¢ao de Weibull (MW) e distribuigao gama (MG)
ajustados as medidas de contaminacao com aflatoxina B1 apresentadas na Tabela 2

ME MW MG
Ram. Estatistica Estimativa Valor p Estimativa Valor p Estimativa Valor p
A Dif 0,0581 0,0276 0,0269
KS 0,3750  0,4666 0,3750  0,5181 0,3750  0,3382
W2 0,3057  0,4440 0,2900  0,6050 0,2897  0,4830
A? 1,6654  0,4493 1,5771  0,6138 1,764  0,4933
A% 5,5497 00,4666 5,5505  0,5170 95,5503  0,3378
Zw 19,8790 00,4992 19,4441  0,6332 19,4199  0,4251
Za 4,2413 00,4149 4,2056  0,5911 4,2065  0,3534
B Dif 0,0039 0,0070 0,0069
KS 0,8124  0,4749 0,8125  0,9847 0,8125  0,4047
w2 2,8641 00,5049 2,8641  0,9877 2,8640  0,4361
A? 13,8427  0,5339 13,8424 0,9966 13,8417  0,4529
VA% 23,8201  0,6449 23,8252 0,9930 23,8247  0,4858
Zw 86,5377  0,1830 86,1200  0,7898 86,2571  0,3085
ZA 8,6686  0,1532 8,6645  0,7467 8,6654  0,3005
C Dif 0,0159 0,0129 0,0134
KS 0,6250  0,4108 0,6250  0,4838 0,6250  0,4364
W2 1,3111  0,4234 1,3106  0,5061 1,3108  0,4364
A? 5,7920  0,4126 5,7740  0,5279 5,7770  0,4376
K 13,2128 00,4150 13,2127  0,4959 13,2125 00,4420
Zw 44,4734  0,4198 44,1964  0,5663 44,2305  0,4346
Za 5,9628 00,3875 5,9471  0,5117 5,9491  0,4226

No caso do pesquisador nao ter interesse em estimar a probabilidade do lote
nao ter aflatoxina, ou se nao hé interesse em trabalhar com modelo de mistura, pode-se optar
por um critério mais rigoroso do que a regiao de rejeicao e testar a hipotese Hy : 6 = 0 contra

a hipotese H; : 0 > 0, como discutido na Secao 3.2.2. Sendo assim, os resultados para esse
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teste, apresentados na Tabela 30, fornecem informacgoes favoraveis para descartar o modelo

de mistura MW e MG nas ramificagoes A e C.

Tabela 30 — Resultados dos testes da razao de verossimilhancas (Try ) dos modelos de mistura com
distribuicao exponencial (ME), distribuicao de Weibull (MW) e distribuigao gama (MG)
ajustados as medidas de contaminacao com aflatoxina Bl apresentadas na Tabela 2

A B C
Modelo  Tgy(d) valor p Try(9) wvalor p Try(9) wvalor p

ME 12,5292  0,0002 7,8679  0,0025 10,7421  0,0005
MW 0,7486  0,1935 4,8890 0,0135 0,6285  0,2140
MG 0,1054 0,3727 3,5059  0,0306 0,1715  0,3394

4.4.1 Conclusoes

A utilizacao dos modelos propostos, mostrou-se coerente, pois apesar das
amostras serem de tamanho reduzido, os trés modelos adequaram-se aos dados. Além disso,
os trés modelos fornecem mais informagao para o pesquisador do que os citados na literatura,
no sentido de que o parametro ¢ avalia a probabilidade do lote nao conter aflatoxina e pela
modelagem utilizada, onde os valores que se encontram dentro do intervalo de censura nao
sao considerados zeros.

Como apresentado na Tabela 30, apenas o modelo de mistura exponencial
mostrou-se significativo pelo teste da razao de verossimilhangas. Isto possivelmente tenha
sido causado pela falta de flexibilidade do modelo, pois a densidade exponencial conta apenas
com um parametro. Entretanto, o modelo de mistura de Weibull (51) ¢ um modelo de grande
flexibilidade, e pode ser considerado o que melhor se ajustou aos trés conjuntos de dados,

como pode ser observado na Figura 33 e na Tabela 29.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Procurou-se, por meio do presente trabalho, estabelecer novos modelos capazes
de modelar observacoes inflacionadas de zeros provenientes da propria caracteristica da var-
iavel aleatoria estudada e com dupla censura, sem que houvesse perda de informacao causada
em funcao da transformacao dos valores censurados, através de modelos de mistura degen-
erados em zero. Para tal procedimento, trés densidades foram consideradas para mistura, a
densidade Exponencial, a densidade de Weibull e a densidade Gama, gerando trés modelos de
mistura, ME, MW e MG, respectivamente. Tais modelos tiveram seus desempenhos avaliados
por meio de estudos de simulacao e em aplicagoes na modelagem de dados oriundos de medi-
das de contaminacao com aflatoxina B1 observadas em graos de milho obtidas no Laboratério
de Micotoxinas do Departamento de Agroindustria, Alimentos e Nutricdo da ESALQ/USP.

Na maioria dos casos, as simulacoes indicaram eficiéncia dos métodos propos-
tos para as estimagoes dos parametros dos modelos, principalmente para a estimativa do
parametro § e do valor esperado, E(Y'). Estes sao objetos de grande interesse nesse estudo,
devido ao fato de que 0 é a probabilidade de zeros verdadeiros, e encontram-se coadunados
as observagoes censuradas, e E(Y') que podera ser usada para testar a hipotese da média da
variavel observada ser menor que um determinado valor. Pelos valores dos viéses relativos
percentuais obtidos com a variacao de E(Y'), tem-se que os resultados para o estimador de
méaxima verossimilhanga de ¢ e do valor esperado, E(Y'), foram mais estaveis que os demais,
com uma tendéncia a oscilar numa pequena faixa em torno de zero por cento. Além disso,
por meio de simulagoes pode-se verificar que as probabilidades de cobertura para regioes de
90, 95 e 99% de confianca, considerando amostras de tamanho 15, para o modelo MW, foram
alcancadas e no caso do modelo MG foram, na maioria das vezes, subestimadas. Porém,
considerando o tamanho da amostra, n = 15, e que as regides foram obtidos por razao de
verossimilhangas, podem-se considerar as estimativas como boas.

A modelagem das medidas de aflatoxina proporcionou mostrar a adequabili-
dade dos modelos aos dados reais, bem como a aplicabilidade dos métodos de estimacgao dos
parametros e interpretacao de suas estimativas. As estimativas obtidas para a probabilidade
do lote nao conter aflatoxina nao sao muito diferentes entre os trés modelos para os trés

—_—

conjuntos de dados estudados e os valores E(Y"), foram muito parecidos para os trés modelos
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nos trés conjuntos de dados. Porém, dos modelos considerados, o modelo de mistura com
distribuicao de Weibull, mostrou-se ajustar melhor aos dados.

Dando continuidade a este trabalho, pretende-se obter curvas caracteristicas de
operacao que ¢ uma medida importante na avaliacao de planos amostrais. Também pode ser
introduzido um teste de hipoteses para o valor médio de aflatoxina. Dentre as possiveis exten-
soes deste trabalho, destaca-se a inclusao de variaveis explicativas nos modelos, aumentado a

eficiéncia dos modelos para avaliacoes de situacgoes praticas.
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Anexo A Regiao de confianca baseada na funcao de verossimilhanca t

A estatistica utilizada na construcao das regioes de confianca sera baseada no
teste da razao de verossimilhancas (TRV), uma outra opgao seria uma estatistica baseada na
matrix de informagao de Fisher, como o bem conhecido método de aproximacao de Wald.
Meeker e Escobar (1995), discutem os dois métodos e apontam, fundamentados em outros
autores, as vantagens e e desvantagens entre eles. Os autores concluem a favor do método
baseado na razao de verossimilhanca, apesar de deixarem evidente que hé dificuldades com-
putacionais para obtencao de intervalos. Além disso, reiteram Casella e Berger (1990), que
segundo eles nao ha garantia de o método baseado no TRV seja 6timo, embora raramente
serd muito ruim.

Limites da regiao de confianga baseados na TRV, tem como estrutura a seguinte

equacao:

L(0) 2
—2 log (ﬁ) > Xp7(1_a)7 (73)

sendo: L(0) a func¢ao de verossimilhanga com vetor de parametros 6, desconhecidos; L(@) a
funcao de verossimilhanca avaliada nas estimativas de méaxima verossimilhanca; Xf},(l—a) éo
(1 — a) percentil da distribui¢ao qui-quadrado. De forma geral, é imediato de (73), que a
regiao de confianga do vetor de parametros 8 com 100(1 — a)% de confianca é determinado

por
{9 . L(60) > L(9) — %xi,(l_a>}, (74)

De forma geral, resolvendo a equacao

~ 1
L(e) = L(#) — §X;2),(1—a)7

tem-se os limites da regiao de confianca usados nos graficos de contornos de confianca. En-
tretanto, na pratica torna-se dificil representar os contornos para os casos em que p > 2.
Assim, para distribui¢oes com mais de dois parametros sera representado uma projecao bi-

dimensional da regiao de confianca.
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Anexo B Intervalo de confianga para probabilidade de cobertura

Assumindo que a regiao contém ou nao o parametro tem-se uma resposta binaria
em 7 = 10000 repetigoes, sendo S o nimero de sucessos (nimero de vezes que a regiao contém o
parametro), entdo S tem distribui¢do Binomial de parametros r e p (a propor¢ao de sucessos),
isto é,

S ~ Bin(r, p).

Uma estimativa para p é dada por p = S/r. Pode-se, entao, testar a igualdade

das probabilidades de cobertura empiricas os valores nominais 0,99; 0,95 e 0,90 (Hy : p = po

versus H; : p # pg). E conhecido que assintoticamente, as estimativas p tem distribuicio

P~ N(p, M) (75)

n

Normal, ou seja,

Desse resultado pode-se construir um teste para igualdade de proporcgoes, se-
gundo Casella e Berger (2002, p. 494). Para isso, tem-se de (75) a seguinte quantidade
pivotal,

P — Do

Po(1—po)
n

7 = ~ N(0,1).

Considerando um nivel de significancia de 5%, a regiao de nao rejeicao do teste é obtida de
Pla<p<blHy: p=po) =095

sendo a e b os limites inferior e superior da regiao critica do teste. Para py = 0,99, temos

<P < =
099(1—099) 099(1—099)
10000 10000

obtendo-se a=0,988 e b=0,992. Logo, rejeita-se Hy se as probabilidades de cobertura em-

a—099  __  b—0,99
(7 H0p20,99>:0’95

piricas estiverem fora do intervalo (0,988; 0,992). De forma analoga, obtém-se os intervalos

(0,946; 0,954) e (0,894; 0,906) para os valores nominais 0,95 e 0,90, respectivamente.
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Anexo C Calculo da variancia de E(Y') para os modelos apresentados

Como apresentado em Casella e Berger (2002, p. 241) pode-se, através de
aproximacoes em séries de Taylor, obter estimativas da média e variancia de uma variavel
aleatoria.

Para definigao de polinémio de Taylor de ordem 7 em torno de a, seja g(f) uma

d?“
funcio que tem derivadas de ordem 7 > 1 num intervalo aberto I, isto &, ¢\ (y) = d:v’“g(y)

existe, entao para alguma constante a em I, o polinémio de Taylor de ordem r em torno de

a é definido por

(g |
T5) = 3 T - @) = g(a) + 60 a)y — ) + ¢

T

dxr r=a
Como propriedade, os valores das derivadas sucessivas de 7, em a inclusive a

sendo ¢ (a) = —g(x) erl=r(r—1)(r—-—2)...3-2-1.

de ordem r sempre sao iguais aos valores das derivadas sucessivas correspondentes de g em
a. Assim gV (a) = T,«(l)(a), g®(a) = Tr(z)(a), oo g(a) = Tr(r)(a).

Um aspecto importante do polindomio de Taylor 7). de uma funcao g em a é que
a aproximagao

g(y) = T,(y)

¢ considerada uma aproximacgao acurada, especialmente para r suficientemente grande e y
proximo de a. Entretanto existe um erro, que é a diferencga entre o valor real de g(y) e o

estimado por 7,.(y), chamado de “resto” de Taylor R,.(y), definido por:

que, segundo o autor, sempre tende para zero mais rapidamente que o termo
de mais alta-ordem explicitado. Porém, em geral, nao se tem interesse em explicitar o resto.

O teorema do valor médio do calculo permite a seguinte extensao: seja r um
numero inteiro positivo e suponha que g seja uma funcao que tem derivada de ordem r + 1
no intervalo aberto I. Entao, se a e b sao dois valores distintos de [, existird um ntmero c
entre a e b tal que

99 (a)
9]

9" (a)

(b—a)’+...+ o

9(b) = g(a) + g (a) (b — a) +

(b—a)"+ R,



144

(r+1)
_ g ©(p _ \r+1)
sendo R, = = (b—a) :
Para aplicacgoes do teorema de Taylor em estatistica, hd maior interesse na série
de Taylor de primeira ordem, isto ¢, uma aproximacao usando derivadas de primeira ordem.
Sejam Y7, ..., Y} variaveis aleatorias com médias 01, ...,0;; Y = (Y7,...,Y}) e

= (6,...,0;). Suponha que exista uma fungao diferenciavel g(Y') para a qual se deseja

obter uma para estimativa de variancia. Defina

310 = 5 -a(w

y1=01,....yx =0k
A expanssao em série de Taylor de primeira ordem para g em torno de 0 é

k

9(y) = 9(6) + ZQQ(O)(% —6;) + I,

i=1
sendo Ry o resto para o polinomio de Taylor de primeira ordem. Considerando uma aproxi-

macao, a estatistica pode ser escrita na forma,

0)+ > gl(6) i -

Aplicando esperanca dos dois lados da aproximacao, tem-se que

Egg(Y )+ Zgz JEq(y: —0;) = 9(6).
A aproximagao da variancia de g(Y'), por sua vez, é dada por

Vargg(Y) =~ Eg([g(Y) — g(6)]?)

~ Ea((igxe)m . 9»)2)

k k
=" [4/(0)]*VargY; + 2 4(6)g;(8)Covg (Y, Y)),

=1 i>7
Considerando que g(Y) é uma funcao que depende de dois parametros, (61, 65),
a sua variancia pode ser aproximada por,

Varta(tn,0) ~ (200 Var(o + (908D Va1

dg(01,0:)\* [ dg(61,62)\°
+ 2( del ) d¢92 Cov(@l, 92)

(76)
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e se g(Y) é uma fungao que depende de trés parametros, (0, 6, 0s), a sua variancia pode

ser aproximada por,

dg(fy.04.05)\ > dg(y.04.05)\ >
Var(g(6:, 62, 605)) %(M) Var(6;) + (M) Var(6s)+

db, db,
2
+ <dg(91d7992793)) Var(93)—|—
3
d9(91792793) ? d9(91,92,93) ?
77
po WOIO)) (BOBB) oo 0 (7
dg(61,05,05)\* (dg(01,02,05)\
2( d91 ) d@g COV(91,93)+
d9(91792793) ? d9(91,92,93) ?
2( d¢92 ) d63 COV(92,93).

Sao apresentados a seguir os estimadores da variancia do valor médio para os
modelos ME, MW e MG.

Para o modelo ME, tem-se que E(Y) = (1 — )0, entao % = -0, d]Ed(g/) =

(1 —9) e aplicando em (76) tem-se que
Var(E(Y)) ~ 6*Var() + (1 — 6)*Var(d) + 26*(1 — §)*Cov(d, ). (78)

Para 0 modelo MW, tem-se que E(Y) = (1 —0)AT(1 + +), entdo:
dE(Y) 1\  dE(Y) 1 1\ dE(Y) 1
———=-pI'\1+—|;, ———={1-9)pI'| 1+— |V |{1+—); ——=(1-9)I'(1+—
W (*@)’ ) eopr (s o (s ) S - oo (1),
sendo ¥(-) a funcao digama, isto &,

@(HE) :dlogr(1+§) 1 dr(1+1) — dr(r+41) :p<1+l)\p<1+l)

a doa F(l + l) do do @ a

que substituindo em (77) leva a

Var(E(Y)) ~ B2F<1 + l)QVaur(é) +(1- 5)2B2F<1 + é)qu (1 + é)zVar(oz)ﬂL

+(1—94) r<1 - 1) Var(3)+
) 1 ) 1\? 1\?
+ 20 F(1+ ) ﬁF(lJr—) \If(1+—) Cov(d, a)+
« « «
2
+ 2671 (1 + l) §)°T (1 + l) Cov(d, B)+
(% (0%

5)282T (1 n ) g;(l + $)2(1 —6)°T’ (1 + é)zcov(a,ﬁ)-
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Para o modelo MG, tem-se que E(Y') = (1 — d)af, entao

wY)

do

dE(Y")
do

dE(Y)
dp

=(1-=0§)p e =(1-9J)a

e substituindo-se em (77) tem-se que
Var(E(Y)) ~ a*B*Var(d) + (1 — §)?8*Var(a) + (1 — §)*a®Var(B)+

+2a%B%(1 — §)?B%Cov (6, a) + 2a23*(1 — §)*a*Cov (s, B)+
+2(1 = 6)*4*(1 - 8)*a*Cov(a, B).
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Tabela 31 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) e dos erros quadraticos médios (EQM)
para estimativas de «, 3, § e E(Y') considerando n = 15, § = 0,10 ou 0,30, « = 1,5 ou 2
e £ = 0,5 em funcgao de E(Y), baseado em 10000 repeti¢oes, segundo descrito na segao
3.2.7, pagina 64

(continua)
VR% EQM

E(Y) Método @ 3 5 EY)| a 3 5 E(Y)
2 MleP1l 18,549 -0,723 2935 -0,665 | 1,083 0,766 0,028 0,412
M2eP1 18,053 -0,957 2935 -0,885|1,084 0,767 0,028 0,407
M3eP1l 18,053 -0,957 2935 -0,885|1,084 0,767 0,028 0,407
M4eP1l 18,158 -0,690 2,935 -0,629 1,071 0,767 0,028 0,413
MleP2 17,832 -0,797 2922 -0,741 0,969 0,760 0,028 0,411
M2eP2 17,291 -1,023 2924 -0,935|0,970 0,762 0,028 0,409
M3eP2 17,286 -1,023 2925 -0,936 0,970 0,762 0,028 0,409
M4eP2 17,345 -0,764 2926 -0,703|0,945 0,761 0,028 0,413
MleP3 18,550 -0,751 2934 -0,694 |1,083 0,766 0,028 0,411
M2eP3 18,021 -1,000 2934 -0,933|1,084 0,769 0,028 0,408
M3eP3 18,067 -0,935 2934 -0,870| 1,083 0,767 0,028 0,408
M4eP3 18,159 -0,725 2935 -0,666 1,071 0,766 0,028 0,412

4 MleP1 15,644 -0475 -0,366 0,005 | 0,825 2,503 0,022 1,589
M2eP1 15,251 -0,684 -0,369 -0,177 0,828 2,513 0,022 1,580
M3eP1l 15,251 -0,684 -0,369 -0,177 0,828 2,513 0,022 1,580
M4eP1 14,733 -0,359 -0,368 0,177 | 0,816 2,513 0,022 1,614
MleP2 12615 -0,981 -0,430 -0,503 | 0,587 2,397 0,022 1,562

M2e P2 12188 -1,151 -0,432 -0,627 | 0,591 2,404 0,022 1,554
M3eP2 12188 -1,152 -0429 -0,629 | 0,591 2,403 0,022 1,554
M4eP2 11,18 -1,011 -0,465 -0,431 0,573 2,371 0,022 1,589
MleP3 15,640 -0487 -0,370 -0,007 0,825 2,506 0,022 1,591
M2eP3 15,240 -0,694 -0,370 -0,188 0,828 2,515 0,022 1,580
M3eP3 15,256 -0,625 -0,370 -0,113 | 0,828 2,511 0,022 1,584

M4 eP3 14,727 -0,588 -0,369 -0,081 | 0,817 2,496 0,022 1,578

6 MleP1 15,047 -0,507 -0,465 -0,014 | 0,755 5,334 0,021 3,525
M2eP1 14,766 -0,655 -0,469 -0,135|0,758 5,353 0,021 3,512
M3eP1 14766 -0,655 -0,469 -0,135|0,758 5,353 0,021 3,512
M4eP1l 13,898 -0,345 -0,469 0,246 | 0,748 5,357 0,021 3,601
MleP2 9291 -1,710 -0,627 -1,166 | 0,468 4,950 0,021 3,399
M2eP2 8982 -1.824 -0,626 -1,243|0471 4,961 0,021 3,392
M3eP2 8984 -1823 -0,625 -1,243|0,471 4961 0,021 3,392
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Tabela 31 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) e dos erros quadraticos médios (EQM)
para estimativas de «, 3, 6 e E(Y) considerando n = 15, 6 = 0,10 ou 0,30, o = 1,5 ou 2
e £ = 0,5 em fungao de E(Y), baseado em 10000 repetigoes, segundo descrito na segao

3.2.7, pagina 64 i
(conclusao)

VR% EQM

E(Y) Método @ B s EY)| a 3 5 E(Y)
MdeDP2 7,783 -1,695 -0,675 -0,973| 0,470 4,985 0,021 3521
MleP3 15043 -0,487 -0,469 0,009 | 0,755 5344 0,021 3,539
M2e P3 14,757 -0,658 -0470 -0,142 0,758 5354 0,021 3511
M3eP3 14,769 -0,586 -0,470 -0,060 | 0,758 5345 0,021 3,524
M4 e P3 13,895 -0,768 -0,469 -0,238 | 0,748 5345 0,021 3,490

8 MlePl 14,832 -0,391 0,114 -0,065|0,748 9,256 0,020 6,221
M2e Pl 14,636 -0,497 0,110 -0,150 | 0,750 9,283 0,020 6,205
M3ePl 14,636 -0,497 0,110 -0,150 | 0,750 9,283 0,020 6,205
MdePl 13,671 -0,214 0,109 0233 | 0,745 9,296 0,020 6,373
MleP2 7,128 -2,097 -0,110 -1,652 | 0441 8,682 0,020 6,041
M2eP2 6,881 -2,182 -0,123 -1,700 | 0,443 8,696 0,020 6,039
M3eP2 6874 -2,184 -0,123 -1,702 | 0,443 8,694 0,020 6,038
MdeP2 5934 -1,992 -0,133 -1,364 | 0,450 8,767 0,020 6,248
MleP3 14,826 -0,345 0,110 -0,012 |0,748 9,263 0,020 6,246
M2eP3 14,624 -0,501 0,109 -0,155| 0,750 9,282 0,020 6,204
M3 eP3 14,632 -0,433 0,109 -0,076 | 0,750 9,266 0,020 6,225
Md e P3 13,666 -0,677 0,110 -0,300 | 0,745 9,284 0,020 6,160

10 MlePl 14,266 -0,528 -0,548 -0,041 | 0,729 14,452 0,020 9,800
M2ePl 14,111 -0,612 -0,551 -0,108 | 0,731 14,486 0,020 9,782
M3ePl 14,111 -0,612 -0,551 -0,108 | 0,731 14,486 0,020 9,782
MdePl 12,969 -0,328 -0,553 0,306 | 0,727 14,524 0,020 10,081
MleP2 5885 -2,418 -0,786 -1,777 | 0,429 13,608 0,020 9,509
M2eP2 5710 -2,473 -0,78% -1,805|0,431 13,631 0,020 9,508
M3eP2 5710 -2,473 -0,786 -1,805|0,431 13,634 0,020 9,509
MdeP2 4711 -2267 -0,822 -14310,441 13,700 0,020 9,842
MleP3 14,260 -0,482 -0,551 0,012 | 0,729 14,450 0,020 9,830
M2eP3 14,097 -0,619 -0,554 -0,114 | 0,731 14,481 0,020 9,778
M3eP3 14,106 -0,552 -0,554 -0,035|0,731 14,456 0,020 9,813
MdeP3 12963 -0.856 -0552 -0,303 | 0,727 14,524 0,020 9.713
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Tabela 32 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) e dos erros quadraticos médios (EQM)
para estimativas de «, 3, 0 e E(Y) considerando n = 15, 6 = 0,10 ou 0,30, o = 1,5 ou 2
e £ = 0,11 em fungao de E(Y'), baseado em 10000 repeti¢oes, segundo descrito na segao
3.2.7, pagina 64 )
(continua)
VR% EQM
E(Y) Método @ 3 5 EY)| a 3 5 EY)
2 MleP1l 14,839 -0,399 0,164 -0,082| 0,750 0,581 0,020 0,393
M2e Pl 14,665 -0,492 0,160 -0,156 | 0,752 0,582 0,020 0,392
M3 e Pl 14,665 -0,492 0,160 -0,156 | 0,752 0,582 0,020 0,392
M4 e Pl 13,569 -0,208 0,159 0,248 | 0,747 0,584 0,020 0,404
MleP2 14381 -0,453 0,163 -0,141| 0,678 0,077 0,020 0,392
M2e P2 14,204 -0,540 0,159 -0,207| 0,680 0,578 0,020 0,392
M3 e P2 14,205 -0,540 0,160 -0,207 | 0,680 0,578 0,020 0,392
M4eP2 13,051 -0,267 0,161 0,187 | 0,669 0,579 0,020 0,403
M1leP3 14,837 -0,400 0,162 -0,083| 0,750 0,581 0,020 0,393
M2e P3 14,655 -0,497 0,159 -0,161| 0,752 0,582 0,020 0,392
M3 e P3 14,665 -0,537 0,159 -0,207| 0,752 0,583 0,020 0,392
M4 e P3 13,569 -0,225 0,159 0,229 | 0,747 0,583 0,020 0,403
4 Mle Pl 14,153 -0,347 -1,088 0,303 | 0,707 2,236 0,020 1,568
M2e P1 14,077 -0,389 -1,095 0,273 | 0,708 2,239 0,020 1,567
M3 e Pl 14,077 -0,389 -1,095 0,273 | 0,708 2,239 0,020 1,567
M4ePl 12,724 -0,102 -1,095 0,756 | 0,708 2,250 0,020 1,628
MleP2 11,442 -0,832 -1,088 -0,206 | 0,502 2,139 0,020 1,536
M2eP2 11,371 -0,865 -1,093 -0,227| 0,003 2,142 0,020 1,534
M3eP2 11,366 -0,865 -1,093 -0,227 0,502 2,142 0,020 1,535
M4eP2 9,657 -0,745 -1,098 0,108 | 0,499 2,118 0,020 1,592
M1leP3 14,151 -0,351 -1,090 0,299 | 0,707 2,236 0,020 1,568
M2e P3 14,067 -0,392 -1,095 0,270 | 0,708 2,239 0,020 1,567
M3 e P3 14,075 -0,403 -1,095 0,256 | 0,708 2,241 0,020 1,567
M4eP3 12,728 -0,198 -1,094 0,641 | 0,708 2,242 0,020 1,607
6 MleP1l 14,506 -0,256 0,134 0,085 | 0,715 5,061 0,020 3,547

M2 e Pl 14,461 -0281 0,127 0,069 | 0,716 5,056 0,020 3,546
M3ePl 14,461 -0281 0,127 0,069 | 0,716 5,056 0,020 3,546
M4 e Pl 13,088 -0,003 0,126 0,562 | 0,717 5,081 0,020 3,695
MleP2 8959 -1,453 0,132 -1,103 | 0,441 4,685 0,020 3,412
M2eP2 8922 -1472 0,127 -1,113|0,441 4,692 0,020 3,411
M3eP2 8919 -1,472 0,126 -1,113 | 0,441 4,691 0,020 3,411
MdeP2 7201 -1,384 0,129 -0,755|0,449 4,732 0,020 3,603




150

Tabela 32 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) e dos erros quadraticos médios (EQM)
para estimativas de «, 3, 6 e E(Y) considerando n = 15, 6 = 0,10 ou 0,30, o = 1,5 ou 2
e £ = 0,11 em fungao de E(Y'), baseado em 10000 repeti¢oes, segundo descrito na segao

3.2.7, pagina 64 i
(conclusao)

VR% EQM

E(Y) Método @ B 5 EY)| a B 5 E(®Y)
MIeP3 14,502 -0,256 0,132 0,085 | 0,715 5,051 0,020 3,548
M2eP3 14450 -0,284 0,126 0,066 | 0,716 5,056 0,020 3,546
M3eP3 14456 -0,285 0,126 0,064 | 0,716 5,057 0,020 3,546
MdeP3 13,096 -0,143 0,126 0,390 | 0,717 5,062 0,020 3,623

8 Mle Pl 14,567 -0,300 -0,276 0,107 | 0,724 8,975 0,020 6,295
M2e Pl 14535 -0,316 -0,284 0,096 | 0,725 8,981 0,020 6,294
M3 e Pl 14535 -0,316 -0,284 0,096 | 0,725 8,981 0,020 6,294
M4ePl 13,115 -0,031 -0,285 0,621 | 0,727 9,034 0,020 6,582
MleP2 6956 -2,017 -0,266 -1,545 0,424 8,413 0,020 6,089
M2eP2 6967 -2,017 -0,280 -1,540 0,425 8,423 0,020 6,091
M3eP2 6971 -2,017 -0,281 -1,540 | 0,425 8,422 0,020 6,091
M4eP2 5,536 -1,842 -0,254 -1,086 | 0,437 8,542 0,020 6,434
MleP3 14,561 -0,299 -0,278 0,109 | 0,724 8,973 0,020 6,296
M2eP3 14,525 -0,321 -0,285 0,093 | 0,725 8,980 0,020 6,293
M3 e P3 14,530 -0,320 -0,285 0,094 | 0,725 8,980 0,020 6,294
M4eP3 13,119 -0,230 -0,285 0,377 | 0,727 8,999 0,020 6,411

10 MlePl 14,545 -0,296 -0,005 0,040 | 0,732 13,839 0,020 9,684
M2e Pl 14,522 -0,310 -0,013 0,032 | 0,733 13,846 0,020 9,683
M3ePl 14,522 -0,310 -0,013 0,032 | 0,733 13,846 0,020 9,683
MdePl 13,088 -0,028 -0,015 0,560 | 0,736 13,934 0,020 10,158
MleP2 6,066 -2,239 -0,006 -1,791 | 0,425 13,026 0,020 9,385
M2eP2 6,071 -2,238 -0,017 -1,787 | 0,425 13,029 0,020 9,385
M3eP2 6,068 -2,238 -0,018 -1,785|0,425 13,025 0,020 9,384
MdeP2 4,770 -2,037 -0,008 -1,308 | 0,440 13,171 0,020 9,913
MleP3 14,539 -0,296 -0,006 0,042 | 0,732 13,834 0,020 9,685
M2eP3 14,512 -0,316 -0,015 0,027 | 0,732 13,843 0,020 9,680
M3eP3 14,516 -0,314 -0,015 0,029 | 0,732 13,842 0,020 9,681
MdeP3 13,094 -0249 -0.015 0285 | 0736 13.895 0,020 9.859
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Tabela 33 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) de d, em funcao de n, € e §, considerando-
se 4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo MW

5
a« & n 010 015 020 02 030 035 040 0,45
1,50 0,11 15 -0,541 -0,359 -0,162 -0,053 -0,233 -0,207 -0,183 -0,160
30 -0,255 -0,383 -0,310 -0,093 -0,205 0,041 -0,026 0,044
50 -0,226 -0,080 0,058 -0,004 -0,092 -0,126 0,001 -0,025
100 -0,044 -0,075 -0,066 -0,042 -0,004 -0,004 0,042 0,077

0,50 15 2,102 -0,116 -0,695 -0,862 -0,876 -0,823 -0,783 -0,627
30 0,608 -0,221 -0,629 -0,631 -0,555 -0,485 -0,325 -0,171
50 -0,019 -0,396 -0,265 -0,378 -0,224 -0,368 -0,202 -0,216
100 -0,002 -0,147 -0,202 -0,123 -0,126 -0,056 -0,094 -0,057

2,00 0,11 15 0,116 0,101 -0,011 -0,249 -0,194 -0,034 -0,061 -0,145
30 0,070 -0,140 -0,028 -0,038 0,131 0,056 -0,021 -0,008
50 -0,123 0,073 0,005 -0,087 0,103 -0,073 0,018 -0,069
100 0,055 0,033 -0,132 -0,072 0,018 -0,022 -0,068 0,076

0,50 15 0,681 -0,320 -0,534 -0,687 -0,270 -0,368 -0,339 -0,411
30 0,291 -0,469 -0,468 -0,328 -0,060 -0,146 -0,073 -0,064

50 -0,273 -0,242 -0,255 -0,153 -0,130 -0,141 -0,031 -0,015

100 -0,081 0,022 -0,218 -0,167 -0,016 0,036 -0,048 -0,099
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Tabela 34 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) de «, em fungao de n, £ e §, considerando-
se 4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo MW

)
o) 13 n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45
1,50 0,11 15 3,779 4815 5,507 6,204 6,633 7,110 7,750 8,863
30 2,483 2,691 2,704 2869 2,855 2,886 2,804 2,969
50 1,386 1,554 1,867 1,986 2,085 2,065 2,004 1,840
100 0,820 0,832 0,890 0,745 0,572 0,456 0,369 0,286

0,50 15 5388 6,149 6,347 6,845 7,166 7,835 8,556 9,346
30 3270 3,322 3202 3421 3211 3218 3,293 3,224

50 1,955 2,156 2,296 2,297 2,298 2259 2,094 1,828

100 1,363 1,418 1,432 1277 1,174 0,991 0,853 0,746

2,00 0,11 15 0916 1,711 2023 2451 2,689 3,146 3,693 4,719
30 -0,158 -0,242 -0,149 -0,136 -0,119 -0,182 -0,2904 -0,146
50 -0,414 -0,354 -0,371 -0,351 -0,502 -0,608 -0,946 -1,047
100 -0,658 -0,751 -0,765 -0,872 -0,932 -1,090 -1,139 -1,250

0,50 15 1,800 2,052 2,470 2,566 3,067 3,553 3,895 4,784
30 0,196 0,138 0,098 0,053 0,004 0,065 0,033 0,118

50 -0,110 -0,187 -0,207 -0,317 -0,495 -0,635 -0,820 -1,049

100 -0,238 -0,409 -0,570 -0,648 -0,718 -0,819 -0,956 -1,031
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Tabela 35 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) de 3, em fungao de n, £ e §, considerando-
se 4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo MW

5
a« & n 010 015 020 02 030 035 040 0,45
1,50 0,11 15 -1,391 -2,108 -2,474 -2,800 -3,024 -3,309 -3,659 -4,155
30 -0916 -1,160 -1,369 -1,384 -1,618 -1,797 -2,073 -2,359
50 -0,747 -0,761 -0,768 -0,717 -0,853 -0,907 -1,070 -1,300
100 -0,311 -0,380 -0,413 -0,505 -0,598 -0,706 -0,814 -0,955

0,50 15 -1,421 -2,101 -2,710 -2,824 -3,347 -3,424 -3,804 -4,317
30 -0,931 -1,101 -1,287 -1,427 -1,606 -1,947 -2,153 -2,391
50 -0,644 -0,649 -0,628 -0,711 -0,807 -1,052 -1,101 -1,419
100 -0,145 -0,151 -0,186 -0,313 -0,402 -0,562 -0,627 -0,819

2,00 0,11 15 -2,065 -2,7118 -3,115 -3,400 -3,739 -4,046 -4,374 -4,803
30 -1,659 -1,897 -2,033 -2,176 -2,344 -2,539 -2,718 -2,952

50 -1,174 -1,228 -1,275 -1,359 -1,434 -1,606 -1,804 -2,016

100 -0,740 -0,806 -0,862 -0,924 -0,989 -1,075 -1,151 -1,248

0,50 15 -2,227 -2,888 -3,179 -3,526 -3,965 -4,101 -4,465 -4,817
30 -1,607 -1,901 -2,062 -2,118 -2,339 -2,463 -2,643 -2,907
50 -1,189 -1,265 -1,285 -1,374 -1,543 -1,626 -1,863 -2,041
100 -0,628 -0,722 -0,803 -0,858 -0,947 -1,019 -1,123 -1,197
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Tabela 36 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) de E(Y), em funcao de n, £ e 9,
considerando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo
MW

a & nm 010 015 020 025 030 035 040 0,45
1,50 0,11 15 -0,104 -1,092 -1,581 -1,964 -2,046 -2,227 -2.436 -2,776
30 -0,537 -0,763 -0,935 -0,967 -1,072 -1,290 -1,428 -1,688

50 -0,498 -0,534 -0,586 -0,504 -0,580 -0,574 -0,746 -0,885

100 -0,214 -0,266 -0,289 -0,346 -0,410 -0,479 -0,577 -0,709

0,50 15 -0,754 -1,331 -1,802 -1,804 -2,182 -2,119 -2,304 -2,722
30 -0,747 -0,818 -0,839 -0,914 -0,983 -1,215 -1,393 -1,567

50 -0,493 -0,444 -0,434 -0,421 -0,512 -0,615 -0,660 -0,842

100 -0,123 -0,101 -0,098 -0,200 -0,242 -0,382 -0,368 -0,527

2,00 0,11 15 -1,175 -1,922 -2,306 -2,482 -2,782 -3,075 -3,262 -3,466
30 -1,278 -1478 -1,612 -1,720 -1,905 -2,033 -2,105 -2,276
50 -0,926 -1,004 -1,026 -1,071 -1,193 -1,245 -1,451 -1,540
100 -0,614 -0,670 -0,682 -0,737 -0,818 -0,868 -0,893 -1,072

0,50 15 -1,480 -2,062 -2,283 -2,500 -3,010 -2,977 -3,199 -3,339
30 -1,369 -1,455 -1,559 -1,592 -1,851 -1,871 -2,022 -2,218
50 -0,942 -0,999 -0,987 -1,060 -1,199 -1,233 -1,473 -1,605
100 -0,509 -0,602 -0,612 -0,650 -0,772 -0,851 -0,883 -0,384




155

Tabela 37 — Médias dos erros quadraticos médios (EQM) de 6, em funcao de n, £ e d, considerando-se
4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo MW

5
o« & n 0,10 015 020 025 030 035 040 0,45
1,50 0,11 15 0,006 0,009 0,011 0,013 0014 0,015 0,016 0,016
30 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,008 0,008
50 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005
100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003

0,50 15 0,007 0,010 0,012 0,014 0,015 0,016 0,017 0,017
30 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,008 0,009 0,009
50 0,002 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005 0,005
100 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003 0,003

2,00 0,11 15 0,006 0,009 0,011 0,013 0,014 0,015 0,016 0,016
30 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,008 0,008
50 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005
100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003

0,50 15 0,006 0,009 0,011 0,013 0,015 0,016 0,016 0,017
30 0,003 0,005 0,006 0,007 0,007 0,008 0,008 0,008
50 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005
100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003
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Tabela 38 — Médias dos erros quadraticos médios (EQM) de «, em fungao de n, £ e §, considerando-se
4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo MW

5
a & nm 010 015 020 025 030 035 040 0,45
1,50 0,11 15 0,145 0,151 0,162 0,184 0,202 0261 0,298 0,366
30 0,060 0,063 0,067 0,072 0,078 0,08 0,094 0,108
50 0,035 0,037 0,039 0,042 0,045 0,048 0,052 0,056
100 0,017 0,018 0,019 0,020 0,022 0,024 0,027 0,029

0,50 15 0,184 0,196 0,206 0,221 0,370 0,277 0,335 0,470
30 0,075 0,078 0,081 0,087 0,092 0,099 0,108 0,120

50 0,043 0,046 0,047 0,050 0,052 0,055 0,059 0,063

100 0,021 0,022 0,023 0,024 0,026 0,027 0,030 0,032

2,00 0,11 15 0,258 0,273 0,295 0,329 0,359 0,422 0,531 0,671
30 0,116 0,122 0,131 0,141 0,154 0,168 0,183 0,207
50 0,069 0,072 0,075 0,079 0,085 0,093 0,103 0,117
100 0,036 0,038 0,040 0,043 0,047 0,051 0,056 0,062

0,50 15 0,279 0,286 0,312 0,338 0,376 0,445 0,557 0,693
30 0,123 0,130 0,137 0,147 0,158 0,171 0,188 0,210
50 0,074 0,076 0,079 0,084 0,091 0,098 0,109 0,119
100 0,037 0,039 0,042 0,045 0,048 0,052 0,056 0,062
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Tabela 39 — Médias dos erros quadraticos médios (EQM) de /3, em fun¢ao de n, £ e 0, considerando-se
4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo MW

o
o '3 n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45
1,50 0,11 15 22,827 27,032 31,582 39,071 47,885 59,628 75,790 98,6365
30 11,583 13,625 16,379 19,781 24,109 30,318 39,181 50,9269
50 7,069 8,325 9,888 12,096 14,769 18,590 23,628 30,6710
100 3,561 4,188 5,078 6,244 7,685 9,756 12,300 16,2945

0,50 15 23,144 27,049 32,316 38,842 48,094 60,606 77,250 101,1287
30 11,608 13,806 16,452 20,156 24,500 30,715 39,576 51,5271
50 7,199 8,492 10,114 12,184 15,004 18,752 24,110 31,2209
100 3,610 4,305 5,127 6,279 7,677 9,621 12,280 16,0389

2,00 0,11 15 14,478 17,130 20,439 24,599 30,450 38,036 48,854 64,4163
30 7,358 8,780 10,508 12,693 15,926 19,828 25,167 32,6412

50 4,519 5,342 6,299 7,592 9,402 11,776 15,077 19,7566

100 2,292 2,729 3,282 4,024 4927 6,229 7,836 10,3708

0,50 15 14,014 16,190 19,157 23,182 28,289 35,330 45,224 59,6517
30 7,001 8,284 9967 12,128 14,840 18,666 23,604 30,7097

o0 4,357 5,146 6,059 7,340 9,094 11,365 14,428 18,9471

100 2,203 2,615 3,139 3,854 4,764 5,956 7,591 9,8227
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Tabela 40 — Médias dos erros quadraticos médios (EQM) de E(Y), em fungdo de n, £ e 4§,
considerando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo
MW

o« & m 010 015 020 025 030 035 040 0,45
1,50 0,11 15 20,024 21,376 23,309 26,244 29,597 34,000 38,929 44,522
30 8,999 10,120 11,570 13,246 15,041 17,304 20,148 22,780

50 5,306 6,000 6,854 7,934 9,104 10,565 12,155 13,921

100 2,658 3,041 3510 4,122 4,661 5390 6,157 7,088

0,50 15 19,326 20,907 23,324 26,122 29,606 33,982 39,041 44,383
30 8,830 10,060 11,544 13,296 15,122 17,448 19,972 23,089
50 5,317 6,098 6,900 7,991 9,248 10,555 12,202 14,022
100 2,660 3,100 3,535 4,075 4,656 5,342 6,123 7,027

2,00 0,11 15 13,472 15,127 17,138 19,646 22,834 26,402 30,802 36,050
30 6,251 7,254 8476 9,927 11,862 13,531 15,944 18,475

50 3,713 4,365 5,121 5964 7,030 8,276 9,587 11,326

100 1,867 2,231 2,598 3,085 3,611 4,202 4,883 5,766

0,50 15 13,124 14,713 16,641 19,295 22,309 26,015 30,553 35,189
30 6,008 7,023 8358 9,796 11,436 13,422 15,622 18,238

50 3,614 4,285 5,036 5,923 6,968 8,150 9,594 11,229

100 1,823 2,182 2,595 3,089 3,574 4,158 4,869 5,678
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monitoramento das simulagoes do modelo MW
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Figura 37 — Histogramas para 4000 estimativas de § provenientes de simulacoes com n = 15 con-

siderando os parametros 6 = 0,1, @ = 1,5 e £ = 0,5 segundo a esperanca E(Y) =
(1,2,...,17}
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Figura 38 — Histogramas para 4000 estimativas de a provenientes de simulac¢oes com n = 15 con-
siderando os parametros 6 = 0,1, a = 1,5 e £ = 0,5 segundo a esperanca E(Y) =
{1,2,...,17}
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Figura 39 — Histogramas para 4000 estimativas de 8 provenientes de simulagoes com n = 15 con-
siderando os parametros 6 = 0,1, a = 1,5 e £ = 0,5 segundo a esperanca E(Y) =
{1,2,...,17}
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Figura 41 —

Graficos de 4000 estimativas de (0, /) provenientes de

simulacbes com n

163

15 con-

siderando os parametros § = 0,1, @ = 1,5, representados por (- - - -), e £ = 0,5 segundo

a esperanca E(Y) = {1,2

17}
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Figura 42 — Graficos de 4000 estimativas de (o, 3) provenientes de simulagdes com n = 15 con-
siderando os parametros 6 = 0,1, o = 1,5, representados por (- - - -), e £ = 0,5 segundo
a esperanca E(Y) = {1,2,...,17}
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Anexo F Resultados complementares do modelo MG

Tabela 41 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) e dos erros quadraticos médios (EQM)

para estimativas dos parametros do modelo MG (61) pelos procedimentos propostos na
secao 3.2.8, em funcao de £ e de trés composigoes amostrais Y7, Y7 e Y, resultantes de
40 combinagoes das coordenadas dos vetores 6 = (0,10;0,30), a = (1,5;2) e E(Y) =
(2;4;6;8;10), considerando n = (15;50) e 10000 repeti¢oes

VR% EQM

¢ Y Método a 3 5 a B 5
0,11 Yy MM 12,4768 38,7306 -10,4876 | 0,0107  0,0254  0,0108
NM 10,6081  -1,1620 -29,6386 | 0,0133  0,0133  0,0114

MIS 0,1040 -0,4426 -43,3397 | 0,0132  0,0133  0,0317

EMV 458004  0,5033 -0,8754 | 0,0319  0,0132  0,0133

Y; MM 10,8472 -0,8472  -0,9913 | 0,0138  0,0138  0,0139

NM 29,0940 -32,5217  1,7576 | 0,8618  0,9069  0,0132

MIS 53,9376 21,3852 85,1469 | 1,3267 74578  9,0318

EMV 90,0935 21,0026 18,1045 | 21,7338 134751  7,4007

Yy MM 10,9885 90,5270 23,2808 | 7,4999 21,8150 17,5614

NM 31,1575 38,3970 25,4636 | 152159 21,6264 13,5952

MIS 105,9598  -3,5629 -22,6013 | 63,7753  9,3331 10,9175

EMV  -23,3037 -7,0372 02825 | 10,9593  6,1193 11,9504

no/n 19,2783 5,9403

05 Yy MM 31,0926 27,4592 -28,6139 | 0,0148 0,222  0,0138
NM 56024 44843 42,0372 | 0,0155  0,0156  0,0149

MIS 0,6665 11,1054 -53,1340 | 0,0152  0,0155  0,0329

EMV  -64,3888 14,6083 10,2990 | 0,0354  0,0154  0,0156

Y; MM 10,0577 10,0577  4,5691 | 0,0168  0,0168  0,0169

NM 27,8000 -30,3278 18,1122 | 10,8235 08651  0,0155

MIS 40,7290 30,6820 73,1905 | 0,9234 29173  7,0419

EMV 93,6379 37,6549 27,3004 | 11,2041  3,1197  2,8403

Y, MM 49,9282 111,2896 53,5414 | 126,7930 498,1116 126,9629

NM 27,6554 34,3378 70,5300 | 14,6488 20,5691 489,2168

MIS 54,1137 -7,1896 -20,5431 | 25,8365  9,3326 10,8057

EMV  -239141 -15,1860 -3,5988 | 10,9726  5,6942 11,8699

no/n -23,9969 5,5841
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Tabela 42 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) e dos erros quadraticos médios (EQM)
para estimativas dos parametros do modelo MG (61) pelos procedimentos propostos na
secao 3.2.8, em funcao de § e de trés composicoes amostrais Y7, Y7 e Yo, resultantes de
40 combinagoes das coordenadas dos vetores £ = (0,11;0,50), o = (1,5;2) e E(Y) =
(2;4;6;8;10), considerando n = (15;50) e 10000 repeti¢oes

VR% EQM

) Y Meétodo a B 5 a B 5
0,1 Y MM -20,2783 57,2525 -17,7767 0,0067 0,0201 0,0067
NM 46517 3,5400 -35,4336 0,0094 0,0094 0,0048

MIS 8,379 9,4862 -24,8632 0,0094 0,0096 0,0087

EMV -35,4817 13,0043 8,6245 0,0083 0,0097 0,0096

Y MM 8,3414 8,3414 4,1584 0,0102 0,0102 0,0099
NM -11,3615  -13,8893 16,7905 0,7382 0,7537 0,0099

MIS -31,5622 23,7275 74,1334 0,8701 1,8289 6,9968

EMV 80,9029 27,5556 20,8358 8,0841 1,6874 1,7806

Y, MM 34,3784 90,2805 37,4033 3,0209 10,7774 3,6062
NM 13,6150 17,9900 47,1931 7,1634 9,0734 4,2543

MIS 48,7738  -5,3513 -20,1723 | 15,7510 6,0735 7,9093

EMV ~ -21,3935 -11,2272 -2,2421| 17,9398 37514  7,3071

no/n -17,2996 3,7052

0,3 Yr MM -24.1911 8,9373 -21,3247 0,0188 0,0275 0,0178
NM 0,2526  -0,2176 -36,2423 0,0194 0,0195 0,0215

MIS 1,2326 1,1766 -71,6105 0,0190 0,0192 0,0559

EMV -74,7075 2,1073 0,7992 0,0590 0,0189 0,0193

Y; MM 0,8691 0,8691  -0,5805 0,0204 0,0204 0,0208
NM -46,4324  -48,9602 3,0793 0,9472 1,0183 0,0188

MIS -63,1044 28,3397 84,2040 1,3800 8,5462 9,0769

EMV 102,8286 32,0020 24,5690 | 24,9438 14,9074 8,4603

Y, MM 35,0383 111,5361 39,4279 | 130,7720 509,1492 130,9181
NM 45,1979 54,7449 48,8005 | 22,7013 33,1222 498,5577

MIS 111,2996  -5,4012 -229721 | 73,8608 12,5922 13,8139

EMV -25,8243  -10,9960  -1,0742 | 13,9921 8,0621 16,5131

no/n -15,9755 7,8192
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Tabela 43 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) de 6, em funcao de n, € e §, considerando-
se 4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo MG

5
a« & n 010 015 020 02 030 035 040 0,45
1,50 0,11 15 -1,105 -0,853 -0,951 -0,776 -0,817 -0,524 -0,761 -1,014
30 -0,729 -0,719 -0,418 -0,245 -0,229 -0,479 -0,169 -0,168
50 -0,686 -0,295 -0,210 -0,270 -0,177 -0,187 -0,137 -0,091
100 -0,301 -0,138 -0,162 -0,106 -0,107 -0,028 -0,009 -0,032

0,50 15 0,879 -1,635 -2,058 -2,527 -2,109 -2,173 -2,217 -2,115
30 0,177 -1,189 -1,511 -1,420 -1,416 -1,186 -1,000 -0,901
50 -0,252 -0,908 -1,149 -0,960 -0,818 -0,763 -0,623 -0,619
100 -0,196 -0,583 -0,750 -0,579 -0,544 -0,542 -0,326 -0,292

2,00 0,11 15 -0,231 -0,829 -0,567 -0,505 -0,778 -0,448 -0,635 -0,844
30 -0,230 -0,268 -0,039 -0,158 -0,147 -0,111 -0,063 -0,012

50 -0,227 -0,194 -0,159 -0,059 -0,085 -0,095 -0,033 -0,064

100 -0,066 -0,129 -0,169 -0,063 -0,023 0,033 0,007 -0,110

0,50 15 0,546 -0,898 -1,240 -1,374 -1423 -1,382 -1,500 -1,733
30 0,050 -0,747 -0,769 -0,896 -0,761 -0,713 -0,604 -0,490
50 -0,143 -0,517 -0,653 -0,649 -0,507 -0,379 -0,376 -0,391
100 -0,139 -0,476 -0,448 -0,404 -0,306 -0,199 -0,210 -0,095
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Tabela 44 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) de «, em fungao de n, € e §, considerando-
se 4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo MG

)
o '3 n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45
1,50 0,11 15 24,609 26,639 29,116 31,681 34,565 38,409 42,170 47,129
30 10,751 11,474 12,381 13,466 14,512 15,952 17,683 19,982
50 6,188 6,088 7,013 7,572 8,066 8,792 9,709 11,002
100 2,995 3,185 3,375 3,569 3,841 4,127 4,646 5,081

0,50 15 27,522 29,694 31,615 34,071 37,134 40,501 44,250 48,925
30 12,581 12,971 13,898 14,752 15,944 17,239 18,734 21,099

50 7,080 7,410 7,847 8,511 8,857 9,615 10,311 11,233

100 3,442 3,658 3,817 3,960 4,261 4,455 4,828 5,208

2,00 0,11 15 25,379 26,970 28,906 31,375 33,643 36,821 39,934 43,705
30 11,201 11,980 12,852 14,062 15,417 16,342 18,240 20,370

50 6,261 6,818 7,243 7,700 8,419 9,199 10,318 11,212

100 3,066 3,263 3,514 3,759 3,954 4,344 4,694 5,179

0,50 15 26,525 28,297 30,184 32,033 34,401 37,146 40,464 43,610
30 11,983 12,684 13,569 14,564 15,651 17,060 18,787 20,712

50 6,914 7,363 7,594 8,159 8875 9,441 10,348 11,290

100 3,353 3,399 3,589 3,940 4,165 4,443 4,779 5,260
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Tabela 45 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) de 8, em fungao de n, £ e §, considerando-
se 4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo MG

5
a & n 010 015 020 025 030 035 040 045
1,50 0,11 15 -5875 -6,117 -6,820 -7,065 -7,611 -8216 -8823 -9,925
30 -2,801 -3,050 -3,321 -3,616 -3,802 -4,213 -4,552 -5,162
50 -1,756 -1,916 -1,965 -2,172 -2,310 -2,434 -2,771 -3,253
100 -0,884 -0,911 -1,035 -1,083 -1,103 -1,180 -1,422 -1,579

0,50 15 -3,750 -4,371 -4,670 -5,182 -5,534 -6,318 -6,880 -7,389
30 -1,992 -1,960 -2,271 -2,612 -2,762 -3,072 -3,406 -4,063
50 -1,008 -1,062 -1,270 -1,583 -1,556 -1,811 -2,009 -2,195
100 -0,512 -0,592 -0,747 -0,694 -0,813 -0,825 -0,987 -1,115

2,00 0,11 15 -6,709 -6,793 -7,346 -7,933 -8,268 -8,768 -9,435 -10,044
30 -3,354 -3,554 -3,792 -4,162 -4,559 -4,606 -5,123 -5,704
50 -1,933 -2,107 -2,217 -2,312 -2,587 -2,843 -3,285 -3,494
100 -0,978 -1,053 -1,143 -1,241 -1,261 -1,420 -1,492 -1,702

0,50 15 -4,870 -5,308 -5,762 -6,033 -6,374 -6,841 -7,373 -7,987
30 -2,338 -2,619 -2,821 -3,076 -3,353 -3,793 -4,136 -4,641
50 -1,348 -1,663 -1,592 -1,840 -2,135 -2,194 -2,468 -2,809
100 -0,760 -0,685 -0,781 -0,971 -1,006 -1,121 -1,135 -1,337
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Tabela 46 — Médias dos viéses relativos percentuais (VR%) de E(Y), em funcao de n, £ e 9,
considerando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo
MG

« & o 010 015 020 025 030 035 040 0,45

1,50 0,11 15 -0,164 -0,167 -0,117 0,009 -0,039 0,062 0,358 0,507
30 0,000 -0,027 -0,005 -0,050 -0,062 0,131 -0,021 0,096
50 -0,006 -0,046 0,035 0,024 -0,039 0,057 0,033 -0,037
100 0,025 0,036 -0,012 -0,029 0,044 0,018 0,009 0,015

0,50 15 -1,238 -0,889 -0,781 -0,493 -0,356 -0,216 -0,046 0,355
30 -0,758 -0,606 -0,484 -0,438 -0,266 -0,199 -0,258 -0,139
50 -0,475 -0,357 -0,257 -0,209 -0,201 -0,109 -0,172 -0,059
100 -0,258 -0,150 -0,171 -0,103 -0,038 -0,024 -0,067 -0,083

2,00 0,11 15 -0,134 0,146 0074 0,024 0171 0,159 0217 0,655
30 -0,050 -0,014 -0,083 -0,008 0,012 0,018 -0,035 -0,076
50 -0,030 -0,014 0,037 0,031 0,003 0,063 0,003 -0,032
100 -0,002 0,014 0,040 0,012 0,007 -0,019 0,012 0,059

0,50 15 -0,850 -0,661 -0,492 -0,320 -0,166 -0,030 0,290 0,659
30 -0471 -0,320 -0,274 -0,136 -0,173 -0,117 0,028 -0,112
50 -0,258 -0,231 -0,149 -0,151 -0,112 -0,124 0,032 0,016
100 -0,182 -0,096 -0,075 -0,040 -0,010 -0,067 0,055 -0,011
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Tabela 47 — Médias dos erros quadraticos médios (EQM) de 6, em funcao de n, £ e d, considerando-se
4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo MG

5
o« & n 0,10 015 020 025 030 035 040 0,45
1,50 0,11 15 0,006 0,009 0,011 0,013 0014 0,015 0,016 0,016
30 0,003 0,004 0,006 0,006 0,007 0,008 0,008 0,008
50 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005
100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003

0,50 15 0,008 0,010 0,013 0,015 0,016 0,017 0,018 0,018
30 0,004 0,006 0,007 0,008 0,009 0,009 0,010 0,010
50 0,003 0,004 0,004 0,005 0,006 0,006 0,006 0,006
100 0,002 0,002 0,002 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003

2,00 0,11 15 0,006 0,009 0,011 0,012 0,014 0,015 0,016 0,016
30 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,008 0,008
50 0,002 0,003 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005
100 0,001 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003

0,50 15 0,007 0,009 0,012 0,014 0,015 0,016 0,017 0,017
30 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,008 0,009 0,009
50 0,002 0,003 0,004 0,004 0,005 0,005 0,005 0,005
100 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003 0,003 0,003
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Tabela 48 — Médias dos erros quadraticos médios (EQM) de «, em fungao de n, £ e §, considerando-se
4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo MG

)
o) 13 n 0,10 0115 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45
1,50 0,11 15 0,865 0,985 1,129 1,303 1,494 1,773 2,037 2,389
30 0,257 0,279 0,308 0,347 0,383 0,444 0,525 0,625
50 0,125 0,135 0,146 0,159 0,174 0,195 0,218 0,255
100 0,053 0,057 0,061 0,065 0,071 0,077 0,085 0,095

0,50 15 1,208 1,317 1,440 1,596 1,798 2,022 2,304 2,674
30 0,414 0,425 0456 0478 0,528 0,578 0,638 0,751

50 0,205 0,216 0,222 0,231 0,243 0,261 0,282 0,311

100 0,090 0,092 0,094 0,096 0,100 0,106 0,112 0,120

2,00 0,11 15 1,505 1,661 1,834 2,077 2,318 2,637 2,977 3,378
30 0,459 0,502 0,555 0,627 0,708 0,788 0,926 1,092

50 0,219 0,241 0,257 0,281 0,313 0,348 0,398 0,455

100 0,094 0,100 0,107 0,116 0,124 0,137 0,151 0,169

0,50 15 1,798 1,950 2,116 2,298 2,538 2,843 3,177 3,512
30 0,618 0,647 0,701 0,752 0,827 0,924 1,035 1,205
50 0,313 0,322 0,336 0,356 0,384 0,414 0,456 0,506
100 0,132 0,137 0,140 0,147 0,155 0,165 0,178 0,194
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Tabela 49 — Médias dos erros quadraticos médios (EQM) de /3, em funcao de n, £ e 0, considerando-se
4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo MG

o

o '3 n 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45

1,50 0,11 15 41,871 50,248 59,325 73,305 92,241 114,487 145,448 192,426
30 20,864 25,019 29,595 36,140 44,570 55,516 71,046 91,728

o0 12,450 14,734 17,776 21,379 26,512 33,010 41,871 54,986

100 6,126 7,347 8,764 10,639 13,086 16,581 20,970 27,113

0,50 15 48,074 56,428 67,322 81,446 102,613 127,758 163,643 214,956
30 22,838 27,022 32,338 39,378 48,203 60,278 77,734 99,556
50 13,612 16,131 19,053 23,043 28,504 35379 44,786 58,649
100 6,711 7,916 9424 11,373 13,882 17,546 21,885 28,315

2,00 0,11 15 21,632 25,742 31,061 37,213 45,701 58,065 72,568 94,816
30 10,817 12,922 15,541 18,830 23,406 28,895 37,222 48,210

50 6,482 7,797 9,317 11,259 13,950 17,170 22,078 28,806

100 3,255 3,883 4,643 5,650 6,865 8,662 10,997 14,266

0,50 15 23,218 27,604 33,205 40,162 49,099 61,512 78,749 102,650
30 11,428 13,557 16,237 19,651 24,329 30,496 38,604 50,395

o0 6,845 8,112 9,682 11,743 14,381 18,221 23,059 29,371

100 3,384 4,037 4,811 5,821 7,170 8,897 11,280 14,695




174

Tabela 50 — Médias dos erros quadraticos médios (EQM) de E(Y), em fungdo de n, £ e 4§,
considerando-se 4000 amostras de tamanho n e E(Y) = {1,3,...,35} para o modelo
MG

o« & m 010 015 020 025 030 035 040 0,45
1,50 0,11 15 24,016 27,280 30,654 34,458 39,063 44,458 50,399 57,530
30 12,083 13,708 15,361 17,339 19,553 22,200 25,285 28,595

50 7,207 8,165 9,297 10,479 11,750 13,366 15217 17,202

100 3,633 4,111 4,609 5193 5901 6,700 7,596 8,621

0,50 15 24,146 27,422 30,891 34,865 39,291 44,458 50,143 57,462
30 12,080 13,677 15,217 17,298 19,534 22,216 25,349 28,486

o0 7,274 8,232 9,235 10,366 11,806 13,375 15,191 17,439

100 3,632 4,101 4,594 5,212 5,849 6,681 7,628 8,608

2,00 0,11 15 18,985 21,717 24,830 28,644 32,419 36,910 42,395 48,535
30 9,501 10,914 12,393 14,237 16,126 18,571 21,444 24,451

50 5,667 6,509 7,485 8,508 9,749 11,117 12,781 14,607

100 2,837 3,254 3,709 4,257 4,790 5,605 6,423 7,344

0,50 15 18,752 21,671 24,871 28,355 32,495 36,827 42,362 48,318
30 9,517 10,974 12,419 14,120 16,282 18,558 21,210 24,704
50 5,652 6,512 7,426 8,510 9,775 11,127 12,926 14,563
100 2,830 3,230 3,735 4,254 4,879 5576 6,356 7,442






