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RESUMO

Algumas novas distribuicoes: desenvolvimento e aplicacoes

Nos ultimos anos, diversos autores t€ém concentrado seus esforcos na generalizacao de dis-
tribui¢des de probabilidades obtendo, dessa forma, maior flexibilidade e, consequentemente,
ganho na andlise de dados e na capacidade de incorporar um grande nimero de sub-modelos
nas distribui¢des generalizadas. Neste trabalho, serdo apresentadas duas novas distribui¢des de
probabilidade: McGumbel e gama Burr XII; e uma nova familia de distribui¢des de probabi-
lidade: Marshall-Olkin binomial negativa. Algumas propriedades das novas distribui¢des sao
apresentadas e o método de maxima verossimilhanga foi utilizado para estimar os parametros
dos modelos propostos.

Palavras-chave: Distribuicdo Burr XII; Distribuicdo Gumbel; Distribuicao Marshall-Olkin; Ma-
triz de informacdo observada; Maxima verossimilhanga



12



13

ABSTRACT

The new distributions: development and applications

In recent years, several authors have concentrated their efforts on the generalization of pro-
bability distributions obtained in this way more flexibility and hence gain in data analysis and
the ability to incorporate a large number of sub-models in the generalized distributions. In this
work, two new probability distributions will be presented: MacDonald Gumbel and gamma
Burr XII; and a new family of probability distributions: negative binomial Marshall-Olkin.
Some properties of the new distributions are presented and the method of maximum likelihood
was used to estimate the parameters of the proposed models.

Keywords: Burr XII distribution; Gumbel distribution; Likelihood maximum; Marshall-Olkin
distribution; Observed information matrix



14



15

1 INTRODUCAO

Esta tese apresenta duas novas distribui¢des de probabilidade e uma nova classe de distribui-
coes. Cada distribuic@o ou classe de distribui¢ao € apresentada na forma de artigo e, portanto,
cada capitulo pode ser lido de forma independente.

Alguns tépicos recorrentes nos capitulos posteriores sdo brevemente apresentados no Capi-
tulo 2.

O Capitulo 3 apresenta a nova distribuicio McDonald Gumbel com cinco parametros que
€ uma extensdo da distribuicdo Gumbel. As aplicacOes realizadas neste artigo mostraram que
a nova distribuicao pode ser utilizada para selecionar modelos que sdo casos especiais desta
(BRITO et al., 2014).

A distribui¢do gama Burr XII € introduzida no Capitulo 4. Nesta generalizacdo, adiciona-se
um parametro extra a distribui¢do Burr XII proposta por Zimmer, Keats e Wang (1998). A nova
distribui¢do tem suporte nos reais positivos e pode ser utilizada em andlise de sobrevivéncia ou
confiabilidade. As aplicacdes foram realizadas com dados censurados e ndao-censurados. Vale
ressaltar, que as dreas de sobrevivéncia e confiabilidade, geralmente, apresentam dados censura-
dos. A nova distribui¢do proposta obteve melhor desempenho do que distribui¢des conhecidas
na literatura, tais como, Weibull, exponencial e log-logistica (BRITO et al., 2014).

No Capitulo 5, uma nova classe de distribui¢des proposta por Percontini, Cordeiro e Bour-
guignon (2013) € utilizada para compor a classe de distribuigdes Marshall-Olkin binomial nega-
tiva. A aplicacdo a dados reais mostrou que a nova classe € bastante competitiva com modelos

conhecidos e com o mesmo nimero de parametros (BRITO et al., 2014).

Referéncias

BRITO, E. de; PERCONTINI, A.; CORDEIRO, G. M.; DEMETRIO, C. G. B. The
Marshall-Olkin negative binomial family: theory and application. Studia Scientiarum

Mathematicarum Hungarica, Budapest, 2014a. In press.

BRITO, E. de; SILVA, G. O.; CORDEIRO, G. M.; DEMETRIO, C. G. B. The gamma Burr XII
distribution: Theory and practice. Journal of Data Science, Taipei, 2014b. In press.

BRITO, E. de; SILVA, G. O.; CORDEIRO, G. M.; DEMETRIO, C. G. B. The McDonald
Gumbel model. Communications Statistics, Theory and Methods, New York, 2014c. In

press.

PERCONTINI, A.; CORDEIRO, G. M.; BOURGUIGNON, M. The G-negative binomial
family: general properties and applications. Advances and Applications in Statistics, India,
v. 35, p. 127 -160, 2013.
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ZIMMER, W. J.; KEATS, J. B.; WANG, F. K. The Burr XII distribution in reliability analysis.
Journal of Quality Technology, Milwaukee, v. 30, p. 386-394, 1998.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesta se¢do, serdo apresentadas algumas classes de distribui¢des, as distribuicdes Gumbel e
Burr XII, a familia Marshall-Olkin, o método de médxima verossimilhanga e alguns critérios
para selecao de modelos. Estes topicos estdo relacionados com as novas distribuicdes e classes

de distribuicdes apresentadas nesta tese.

2.1 Analise de sobrevivéncia

Considere um conjunto de dados cuja varidvel resposta é o tempo até a ocorréncia de um evento
de interesse. Esse tempo é denotado por tempo de sobrevivéncia ou tempo de falha e o conjunto
de observagdes por dados de sobrevivéncia (SILVA, 2008).

Os dados de sobrevivéncia possuem suporte nos reais positivos, portanto, nao € razoavel as-
sumir que tem distribuicdo normal, e, geralmente, apresentam assimetria positiva. Além disso,
para alguns elementos em estudo pode ndo ser conhecido o tempo de interesse exato, mas ape-
nas que ocorre a direita ou a esquerda de um certo valor e nesse caso diz-se que a observagao é
censurada. As censuras ocorrem pois nem sempre € possivel esperar que o evento de interesse
ocorra para todos os elementos em teste. A drea da estatistica que analisa esse tipo de dados
¢ denominada de anélise de sobrevivéncia (na area de saude) ou confiabilidade (na pesquisa
industrial).

Os tipos de censura s@o: a direita, se o tempo de ocorréncia do evento de interesse estd a
direita do tempo registrado, a esquerda, se o tempo registrado é maior que o tempo de falha, e
intervalar, que acontece quando se sabe somente que o evento de interesse ocorreu em um certo
intervalo de tempo. Nesta tese, serd utilizada a censura a direita, a mais frequente nos dados de
sobrevivéncia.

O tempo de sobrevivéncia é uma varidvel aleatéria ndo-negativa e, em geral, continua. A
funcao taxa de falha (hrf) € utilizada para representar o comportamento da varidvel tempo de
sobrevivéncia. Esta fungcdo tem forma constante, crescente, decrescente ou ndo-mondétona, por
exemplo forma de U ou unimodal. Analisando a forma da hrf pode-se definir o modelo proba-
bilistico para o tempo de sobrevivéncia.

Diversas novas distribuicdes generalizadas foram propostas recentemente para analisar da-
dos que possuem taxa de falhas ndo-mondtonas, pois as distribuicdes usuais em andlise de
sobrevivéncia possuem taxas de falhas moné6tonas (exponencial, Weibull e gama).

Uma importante funcdo em andlise de sobrevivéncia € a fungao de sobrevivéncia (sf) que é
dada por

S(x)=P(X >x)=1-F(x),

em que F'(x) é a cdf de uma varidvel aleatéria ndo-negativa. A correspondente funcéo taxa de
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falha ou de risco € dada por
_ f(@)
T(.CE) - S(l')’
em que f(x) = d F(x)/dz. A Figura 2.1 mostra algumas das possiveis formas da fungdo taxa
de falha.

—— Decrescente
—— Crescente
—— Constante

Banheira

Taxa de falha

Figura 2.1 — Algumas formas da funcdo taxa de falha

2.2 Distribuicio Gumbel

A distribuicao Gumbel ou distribuicdo do valor extremo possui uma grande variedade de apli-
cagdes que envolvem problemas de engenharia (andlise de inundacdes, fluxo de rede, confiabili-
dade de software, velocidade de ventos, entre outros) e fendmenos naturais (chuvas, velocidade
de ventos e poluicdo do ar, por exemplo). Kotz e Nadarajah (2000) descrevem dezenas de apli-
cagdes, tais como, teste de vida acelerado, terremotos e emissdes radioativas (para mencionar
apenas algumas).

Ao analisar dados de sobrevivéncia, muitas vezes € conveniente trabalhar com o logaritmo
dos dados observados. Assim, se os dados t€ém distribuicdo Weibull, a distribuicio Gumbel
aparece naturalmente quando analisamos o logaritmo das observagdes (COLOSIMO; GIOLO,
20006).

De forma geral, a previsao probabilistica da ocorréncia de eventos extremos é de vital im-
portancia para o planejamento das atividades sujeitas a seus efeitos adversos, e uma das formas

de analisar esses eventos € utilizar a distribuicaio Gumbel.
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Seja X uma varidvel aleatdria com distribui¢do Gumbel, X ~ Gumbel(y, o), sua fungio
densidade de probabilidade (pdf) é dada por

o= Ly { [ =]} e

g

e a funcdo distribui¢do acumulada (cdf) € dada por

G@ﬁ:wmp{—em)ijgﬁo]} (2.2)

emquezr € R, u € Reo > 0. Amodade X é u, a mediana é y — o In(In 2), a média é
2

i+ v o eavariancia é T 5%em que v denota a constante de Euler (= 0,5772). A distribui¢ao
Gumbel com ¢ = 0 e 0 = 1 é denominada Gumbel padrdo. A Figura 2.2 apresenta algumas

possiveis formas da fdp (2.1).

2.3 Distribuicao Burr XII

O sistema Burr de distribui¢des foi definido por Burr (1942). A distribui¢do Burr XII (BXII)
com tré€s parametros, considerada em Zimmer, Keats e Wang (1998), € uma distribuicao comu-
mente encontrada para analisar dados de sobrevivéncia e para modelar fendmenos com fungdes
de risco monétonas e unimodais.

Shao (2004) discutiu 0 método de estimagdo por mdxima verossimilhanga para a distribui¢do
BXII com trés parametros.

A pdf de uma varidvel aleatéria X com distribui¢do Burr XII, X ~ BXII(s, k, ¢) é dada por

oo ekt o ()]

e cdf por .
G@):1—[1+(ffy_,

S
em que k£ > 0 e ¢ > 0 s@o parametros de forma e s > 0 é um parametro de escala. O momento

de ordem ¢ de X ¢ dado por i, = E(X?) = sk B(k —qc ', qc' + 1), ck > q. NaFigura

2.3, tém-se algumas formas possiveis para a densidade da Burr XII.

2.4 Classes de distribuicoes generalizadas

Nos dltimos anos, diversos autores tém estudado generalizacdes de distribuicdes. O crescente
interesse em generalizar distribui¢des ocorreu, principalmente, pelo grande avanco computa-
cional. Uma das razdes para generalizar uma distribuicdo conhecida € porque a sua forma
generalizada flexibiliza a distribui¢ao de tal forma que possa modelar mais satisfatoriamente a
assimetria em dados observados, pois grande parte das generalizag¢des, envolvem a adi¢do de um
ou mais parametros de forma a distribuicao base. O precursor em generalizar distribui¢des con-

tinuas foi Amoroso (1925) (gama generalizada). Recentemente, diversas classe de distribuicdes
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U
o p=0
—— 0=1.0 (Gumbel padrdo)
00_ | — 0=2.0
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Figura 2.2 — Fung¢do densidade da distribui¢io Gumbel para alguns parametros fixos
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Figura 2.3 — Funcdo densidade da distribuicdo Burr XII para alguns parametros fixos

foram propostas, entre elas, a beta-G por Eugene, Lee e Famoye (2002), a Kumaraswamy-G
por Cordeiro e Castro (2011) e a familia T-X por Alzaatreh, Lee e Famoye (2013).
Algumas das recentes generalizacdes utilizadas nesta tese serdo apresentadas, brevemente,

a seguir.

2.4.1 Classe de distribuicoes exponencializadas

A classe de distribuigdes exponencializadas foi proposta, inicialmente, por Gompertz (1825).
As propriedades e os métodos de estimacao dos parametros da classe exponencializada (EXP-
G) tém sido estudados por diversos autores, tais como, Mudholkar e Srivastava (1993) (Weibull
exponencializada), Nadarajah (2011) (exponencial exponencializada), Nadarajah (2005) (Pa-
reto exponencializada), entre outros.

Seja G(x) a cdf de uma distribui¢do base e o > 0 um nimero real positivo. Entéo, a cdf de
uma varidvel X com distribuicdo EXP-G, X ~ EXP-G(«), é dada por

F(z) = G(x)". (2.3)
A pdf associada a (2.3) pode ser escrita como

flx) = ag(z) Glx)*, (2.4)
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em que g(z) = dG(x)/dx é a pdf da distribui¢do base.

A familia EXP-G, tem como caso especial a distribuicdo base quando o = 1. Diversas
outras formar de generalizar distribui¢des, utilizam resultados da EXP-G, pois muitas expansoes
para as pdf e cdf das novas distribui¢des sdo combinacdes lineares das pdf e cdf da EXP-G.
Neste trabalho, serd observada a aplicacao deste resultado para encontrar diversas propriedades

matematicas das novas distribui¢des e familia proposta.

2.4.2 Classe de distribuicoes Marshall-Olkin

Marshall e Olkin (1997) introduziram um método interessante de adicionar um novo parametro
a uma distribui¢do base para obter uma familia ampla de distribui¢des. Entretanto, eles ndo
investigaram propriedades matemadticas gerais dessa familia. Propriedades, tais como, momen-
tos e expansdes para a funcio densidade, foram apresentadas por Barreto-Souza, Lemonte e
Cordeiro (2013).

Para a cdf G(z) de uma distribuigio base, a fungio de sobrevivéncia (sf) é dada por G(z) =
P(X > z) =1— G(z). A sf da familia Marshall-Olkin (MO) é definida por

F@):_£§£2_7 2.5)
1-pG(x)
emquex € IR,p>0ep=1—p. Acdfeapdfassociada a (2.5) sdo dadas, respectivamente,
por
G(x)
F = — 2.6
@ =15 26
) ()
pg\x
[1 —pG(z)]?

Se p = 1, temos que F'(z) = G(x). Uma medida de confiabilidade importante é a taxa de
risco de uma distribuicdo, 7(x) = f(z)/F(x). Nanda e Das (2012) interpretaram que Marshall
e Olkin (1997) chamaram p de parametro de inclinacdo, pois para p > 1 a taxa de risco da
familia MO ¢€ inferior a taxa de risco da distribui¢do base e para 0 < p < 1 a taxa de risco da
MO ¢ superior a da distribuicdo base. Diversas distribuicdes conhecidas foram generalizadas
utilizando a proposta de Marshall e Olkin (1997). Por exemplo, as distribuicdes MO-Weibull
(MARSHALL; OLKIN, 1997) e MO-beta (JOSE; ANCY; RISTIC, 2009).

2.4.3 Classe de distribuicoes gama

A classe de distribui¢cdes gama utilizada nesta tese foi proposta por Zografos e Balakrishnan
(2009). Para uma distribuicdo base com cdf G(x), eles definiram a distribui¢do gama-G com

cdf dada por

~ log1-G(x)]
F(z) = ﬁv (a,—log[l — G(z)]) = %a) /0 t*tetdt
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e pdf por
1

oy 1 losll — Gy o(o),

fz) =

em que a > 0 € o parametro de forma que flexibiliza a nova distribuicdo. A classe gama-G
inclui a distribuicao base como caso especial quando a = 1.

Mais recentemente, Nadarajah, Cordeiro e Ortega (2014) estudaram diversas propriedades
matematicas da gama-G, tais como funcao quantilica, momentos ordindrios e incompletos, fun-
cdo geradora de momentos, desvios médios, curas de Bonferroni e Lorenz, distribui¢do assint6-
tica de valores extremos, entropias de Shannon e Rényi, confiabilidade e algumas propriedades
das estatisticas de ordem. Para demonstrar a aplicabilidade da nova classe, eles utilizaram
dados de falha de componentes mecénicos e estimaram por maxima verossimilhanca os para-
metros das distribui¢des gama log-normal, gama log-logistica e gama Weibull. Diversas novas
distribui¢des, utilizando a classe gama-G de Zografos e Balakrishnan (2009) foram propostas
recentemente, por exemplo, gama Weibull exponencializada (PINHO; CORDEIRO; NOBRE,
2012), Zografos-Balakrishnan log-Logistica (RAMOS et al., 2013).

2.4.4 C(lasse de distribuicoes McDonald

Para qualquer cdf base G(z), Alexander et al. (2012) definiram uma nova familia de distri-
bui¢des denominadas beta-gerada generalizada ou McDonald-G (McG). A cdf da McG € dada

por

1 G (x) . B
F(fE) = IGc(x)(CL, b) = m/o W 1(1 — CL))b 1dw,

Yy
em que I,(a,b) = B(a,b)™* / w* (1 — w)*~! dw é a fungio razio beta incompleta. E a pdf
0

correspondente €

1) = ragpo@)E T @) -G @)
1
em que a,b,c > 0, g(x) = dG(z)/dv e B (a,b) = / t*1 (1 —t)*~ dt é a funcdio beta.

Os trés parametros de forma a, b e ¢ t€ém comoofungﬁo introduzir assimetria e curtose na
nova distribuicdo e variar o peso das caldas (TAHIR; NADARAJAH, 2014). Cordeiro, Hashi-
moto e Ortega (2014) mencionaram que os parametros a e b sdo parAmetros de assimetria e
relativamente controlam o peso nas caudas, mas ndo no pico da distribui¢do, mas o parametro c
controla o pico.

A classe de distribui¢cdes McG inclui como casos especiais a distribui¢do base quando a =
b = c = 1, a classe de distribui¢des exponencializadas para b = ¢ = 1, a classe de distribui¢des
estendidas quando a = ¢ = 1, a classe de distribuicdes beta para ¢ = 1 e quando a = 1 tem-se
a classe de distribui¢cdes Kumaraswamy.

Alexander et al. (2012) estudaram diversas propriedades matematicas da McG e fizeram

aplicagdes mostrando a eficiéncia dos modelos McDonald Weibull e McDonald normal. Esta
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¢ uma classe de distribui¢des recente e que ja gerou algumas novas distribui¢des, tais como:
a distribuicdo McDonald beta invertida (CORDEIRO; LEMONTE, 2012), a McDonald Burr
XII (GOMES; da-SILVA; CORDEIRO, 2013), a McDonald Weibull modificada (MEROVCI,;
ELBATAL, 2013), entre outras.

2.4.5 Classe de distribuicoes binomial negativa

Novos modelos envolvendo a binomial negativa foram propostos recentemente e aplicados em
andlise de sobrevivéncia, por exemplo as distribui¢des Lindley binomial negativa (ZAMANI;
ISMAIL, 2010) e exponencial binomial negativa (HAJEBI; REZAEI; NADARAJAH, 2013).

Percontini, Cordeiro e Bourguignon (2013) propuseram a familia binomial negativa genera-
lizada (GNB). Eles encontraram diversas propriedades matemaéticas da nova familia que possui
cdf

_ (A= -{1-p1 -G}
o= [ o —
emques>0,0<pf<1,G(z)éacdfbasee g(x) = dG(z)/dx. A respectiva pdf é dada por
_ 85 T _ _ T —s—1
@) = Ty 9la) {1 = Bl1 = G}

Esta generalizacao adiciona dois parametros a distribui¢io base, proporcionando maior fle-
xibilidade a nova distribui¢io gerada. A distribui¢do base é um caso especial da GNB quando
s = 1 e 8 — 0. Percontini, Cordeiro e Bourguignon (2013) utilizaram a Fréchet binomial

negativa para demonstrar a flexibilidade da nova classe ao analisar dados reais.

2.5 Estimacao e inferéncia

Neste trabalho, a estimacao dos parametros das distribuicdes foi feita utilizando-se o método de
maxima verossimilhanca. Este método é baseado na fungdo de verossimilhanga e fornece uma
abordagem para a obtencao de estimativas pontuais e intervalares, além da construcio de testes

de hipdteses.

2.5.1 Estimacao por maxima verossimilhanca

Seja X, ..., X, uma amostra aleatdria de observacdes ndo-censuradas de tamanho 7, em que
cada X;,i = 1,...,n, possui distribui¢cdo func¢do densidade f(z;@).
A func¢do de verossimilhanca para o vetor de pardmetros 8 € expressa por

n

L(O) =[] f(=::0).

i=1

A fungdo de verossimilhanga (@) mostra que a contribuicdo de cada observagdo ndo-
censurada € a sua funcdo de densidade, olhada como fun¢do do vetor de parimetros 6. A
contribuicdo de cada observacdo censurada ndo €, contudo, a sua func¢do de densidade (CO-

LOSIMO; GIOLO, 2006). As observacdes censuradas somente nos informam que o tempo de
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falha é maior que o tempo de censura observado e, portanto, que a sua contribuigao para L(6) é
a sua fungdo de sobrevivéncia S(x), olhada como funcédo do vetor de pardmetros 6. Neste caso,
as observagdes podem ser divididas em dois conjuntos: F' denota o conjunto das observagoes
nao-censuradas e C' denota o conjunto das observacdes censuradas.

Considere que os tempos de sobrevivéncia e de censura sao independentes e que a censura
€ a direita e nao informativa (sua distribui¢do ndo depende dos parametros de interesse). Nesse

contexto, a funcdo de verossimilhanga € expressa por

L(8) = [ [ f(::6) [] S(x::6).
i€C i€F
Os estimadores de maxima verossimilhanga sdo os valores de € que maximizam L(0)
ou equivalentemente o logaritmo de L(8), isto é, ¢(0) = log[L(@)]. Eles sdo encontrados
resolvendo-se o sistema de equacgdes

_9L(0)

Como, geralmente, esse sistema € ndo linear, torna-se necessario usar um algoritmo de
otimizacdo. Por exemplo, um algoritmo Newton-Raphson ou quase Newton (NOCEDAL,;
WRIGHT, 2006; PRESS et al., 1992). As estimativas dos parametros das distribui¢des apre-
sentadas nesta tese foram obtidas pela maximizagdo numérica de ¢(0). O pacote bbmle do
software estatistico R (R Development Core Team, 2008) foi utilizado para obter as estimativas
de maxima verossimilhangas para os vetores de parametros @ das distribuicdes apresentadas.

A escolha dos valores iniciais ¢ muito importante em todos os procedimentos iterativos para
a estimativa dos parametros. Neste trabalho, utilizaram-se as estimativas de maxima verossimi-
lhanca da distribuic@o base e 0 método grafico para obter os valores iniciais.

Se o tamanho da amostra é grande e sob certas condi¢des de regularidade para a funcio de
verossimilhanca, intervalos de confianca e testes de hip6teses podem ser obtidos usando o fato
de que a distribuicao assintdtica para os estimadores de mdxima verossimilhanca é a distribuicao
normal com média @ e matriz de covariancia dada pelo inverso da matriz de informacgao de
Fisher (SEN; SINGER, 1993).

2.5.2 [Estatisticas AIC, BIC, CAIC, W* e A*

Dentre os principais critérios de selecdo de modelos utilizados em programas computacionais
estdo o critério de informacdo de Akaike - AIC (AKAIKE, 1974), o critério de informagdo de
Akaike corrigido - CAIC (BOZDOGAN, 1987) e o critério de informac¢do de Schwarz - BIC
(SCHWARZ, 1978), que sao baseados no valor do logaritmo da fun¢do de verossimilhanca do
modelo e dependem do nimero de observacdes e do niimero de parametros .

O AIC pode ser calculado como

AIC = —24(6) + 2,
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em que p € o nimero de pardmetros estimados do modelo. Observa-se que dentre todos os
possiveis modelos considerados, aquele que possuir o menor valor de AIC serd considerado o

modelo mais adequado. O BIC pode ser expresso por
BIC = —2/(0) + p log(n).

Uma caracteristica do critério BIC € penalizar os modelos com um maior nimero de para-
metros, caracterizando a selecdo de modelos com nimero menor de parametros. O modelo com

menor BIC deve ser o escolhido. Bozdogan (1987) propds a seguinte correcdo para o AIC

CAIC = A1C + 222D
n—p—1

O AIC pode ter um desempenho ruim se existirem muitos parametros em comparacio com o
tamanho da amostra. Segundo Burnham e Anderson (2004), o CAIC deve ser utilizado quando
arazao % € pequena (% < 40). A escolha do modelo € igual a do critério AIC.

Outros dois critérios utilizados para selecionar modelos sdo as modificacdes das estatisticas
de Cramer-Von Mises (W*) e Anderson-Darling (A*) (CHEN; BALAKRISHNAN, 1995). Seja
§ uma estimativa de 0, entao

n

e () Rl

J=1

n n2

0,75 2,25
A = (1+’—+ ’ )

1
x {—n— = > 12— 1) log(u;) + (2n +1 - 2) log(1 - um} ,
j=1
em que u; = D([y; — 7l/sy), yj = P (), v; = F <x(j);é>, ®(-) é a fungdo acumulada
da normal padrio e ®~1(-) € sua inversa. O modelo com menor valor das estatisticas serd

considerado o modelo mais adequado.
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30 MODELO MCDONALD GUMBEL

Resumo

Neste trabalho, € proposto um novo modelo denominado distribui¢do McDonald Gumbel,
que possui a grande vantagem de se ajustar a dados reais assimétricos as quais distribui¢des exis-
tentes ndo se ajustam. Este novo modelo possui como casos especiais as distribuicdes Gumbel,
Gumbel exponencializada (PERSSON; RYDEN, 2010), beta Gumbel (NADARAJAH; KOTZ,
2004), Kumaraswamy Gumbel, entre outras. Obtém-se os momentos ordindrios, as fungdes
quantilica e geradora de momentos e desvios médios. O método de maxima verossimilhanca
foi utilizado para ajustar a distribui¢do proposta. A aplicabilidade do novo modelo € ilustrada
com dois conjuntos de dados reais (BRITO et al., 2014).

Palavras-chaves: Distribui¢do Gumbel; Distribuicdo McDonald; Fung¢do geradora de momen-
tos; Funcao quantilica; Maxima verossimilhanca

Abstract

We propose a new model called the McDonald Gumbel distribution, the major advantage
of which is its ability to fit asymmetric real data that can not be properly adjusted by exis-
ting distributions. This model contains as special models the Gumbel, exponentiated Gum-
bel (PERSSON; RYDEN, 2010), beta Gumbel (NADARAJAH; KOTZ, 2004), Kumaraswamy
Gumbel distributions, among others. We obtain the ordinary moments, quantile and generating
functions and mean deviations. The method of maximum likelihood is used to fit the proposed
distribution. The applicability of the new model is illustrated by means of two real data sets
(BRITO et al., 2014).

Keywords: Gumbel distribution; Maximum likelihood; McDonald distribution; Moment gene-
rating function; Quantile function

3.1 Introducao

A literatura estatistica tem muitas obras com centenas de distribui¢des univariadas continuas,
ver por exemplo, Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995). A distribui¢do Gumbel, também co-
nhecida como a distribui¢do de valor extremo tipo I, ¢ amplamente utilizada na engenharia e
tem havido uma crescente necessidade em dreas como andlise de inundacdo, rede de fluxo, con-
fiabilidade de software, velocidade de vento, entre outros. Em hidrologia (WAYLEN; WOO,
1982), por exemplo, os estudos ecoldgicos na agricultura para planejar as atividades sdcio-
econOmicas e tecnoldgicas usam a distribuicdo Gumbel. As previsdes meteorolégicas precisas
tém beneficiado a agricultura pois a escolha do cultivar a ser desenvolvido € sensivel as varia-
coes climaticas e as chuvas.

Neste artigo, apresenta-se um novo modelo chamado de distribuicio McDonald Gumbel

(denotado, de forma abreviada, por “McGu”). Este modelo contém como casos especiais a
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distribuicdo Gumbel e algumas outras distribuicdes. A distribuicdo McGu pode ser utilizada
para selecionar seus sub-modelos.

O artigo € apresentado como segue. Na Secdo 3.2 , introduz-se a distribuicao McGu. A
Secao 3.3 fornece expansoes uteis para as funcdes de densidade e acumulada . Na Secdo 3.4,
obtém-se uma expressao de forma fechada para os momentos. As se¢des 3.5 e 3.6 apresentam as
fungdes geradoras de momentos e quantilica, respectivamente. Os desvios médios e as curvas
de Lorenz e Bonferroni sdo abordadas na Secao 3.7. A entropia de Rényi € apresentada na
Secdo 3.8. Na Secao 3.9, estuda-se estimagdo por maxima verossimilhanga para os parametros
do modelo. Aplicacdes utilizando dois conjuntos de dados reais sdo ilustradas na Secao 3.10.

A Sec¢do 3.11 finaliza com alguns comentérios.

3.2 O Modelo McDonald Gumbel

Alexander et al. (2012) definiram uma classe de distribui¢des generalizadas com funcao densi-
dade de probabilidade (pdf) dada por

/@) = Fragf@ T @0 - @I, (3.1)

em que a,b,c > 0, g(z) = dG(z)/dv e B (a,b) = /1 1 (1 —t)>"1 dt é a fungdo beta. A
familia (3.1) é denominada de classe de distribui¢des OM(:Donald. A classe inclui como casos
especiais a familia beta generalizada (EUGENE; LEE; FAMOYE, 2002) para ¢ = 1 e a familia
Kumaraswamy generalizada (CORDEIRO; CASTRO, 2011) paraa = 1.

A funcao distribuicdo acumulada (cdf) correspondente a (3.1) é

F(z) = Ige(z)(a,b ! o a1 —w)d 3.2
ce@)(a,b) = Bl ), w1 —w)’ dw, (3.2)

v
em que I,(a,b) = B(a,b)™" / w* (1 — w)""! dw é a funcdo razio beta incompleta.

0
A cdf (3.2) pode ser expressa em termos da func¢ao hipergeométrica como

G*(x
Flo) = b a1 = b+ 1G] 63)
em que
. I'(a+j)I (b+3) o
Fi(a,b;c;x) .
2 I ( ; Mot ) i

As propriedades da cdf F'(z) gerada de uma distribui¢do base G(z) em (3.3), podem, em
principio, ser obtidas a partir das propriedades bem estabelecidas da funciao hipergeométrica.
Ver Secao 9.1 de Gradshteyn e Ryzhik (2007).

A cdf G(z) pode ser qualquer cdf de varidvel continua e F'(z) € a cdf da familia McDonald

generalizada (“Mc-G”). Se X € uma varidvel aleatéria com fun¢do densidade (3.1), pode-se
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escrever X ~Mc-G(a,b,c,0), em que 6 é o vetor de pardmetros associado a G(x). Uma
grande vantagem dessa classe € a sua capacidade de se ajustar a dados reais assimétricos a que
distribui¢des existentes ndo se ajustam.

Ao analisar os dados de tempo de vida, muitas vezes € conveniente trabalhar com o loga-
ritmo dos tempos observados. Assim, se os dados seguem a distribuicao Weibull, a distribui¢ao
Gumbel aparece naturalmente na anélise do logaritmo destas observagdes.

Define-se a distribuicio McGu, substituindo G(z) e g(x) em (3.1) como a cdf e pdf da

ERT R "

)= Lo {28 _ o [_2=1] ), o5

g

distribuicdo Gumbel

respectivamente, em que z, u € IR e o > 0.
Entao, a pdf da McGu € dada por

f0) = e en{ - e e [

X <1 —exp{—c exp {— (x;“)} })bl, (3.6)

emquexr € R, p € R,o > 0ea > 0,b > 0ec > 0. Deste ponto em diante,

X ~ McGu(a, b, ¢, i, o) indica uma varidvel aleatéria com fun¢io de densidade (3.6). Algumas
das possiveis formas de (3.6) para alguns valores selecionados dos pardmetros sdao exibidos na
Figura 3.1.

A distribuicdo McGu contém como casos especiais as distribuicdes Gumbel (Gu) (JOHN-
SON; KOTZ; BALAKRISHNAN, 1995) (para a = b = ¢ = 1), Gumbel exponencializada
(Exp-Gu) (PERSSON; RYDEN, 2010) (para b = ¢ = 1), beta Gumbel (BGu) (NADARAJAH;
KOTZ, 2004) para ¢ = 1 e Kumaraswamy Gumbel (KwGu) (CORDEIRO; NADARAJAH;
ORTEGA, 2012) (para a = 1). A distribui¢do proposta tem dois importantes aspectos: envolve
mais parametros do que o modelo Gumbel, proporcionando mais flexibilidade e os parametros
adicionais podem controlar a assimetria, os pesos nas caudas e a entropia no centro da distri-
buicdo gerada. A distribuicio McGu € um caso especial da familia T-X (ALZAATREH; LEE;
FAMOYE, 2013), em que W (G(x)) € a distribui¢do Exp-Gu e r(t) € a fdp da distribui¢do beta.

A cdf associada a densidade (3.6) é dada por

F(l’) = Iexp{—cexp[—@]} (CL, b) . (37)

A distribui¢do McGu ¢ facilmente simulada pela inversao da cdf (3.7) da seguinte maneira:

se V' tem distribuic@o beta com parametros a > 0e b > 0,

X = p—olog[—c 'log(V)]
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Figura 3.1 — Func¢do densidade da McGu para alguns valores dos pardmetros
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(para ¢ > 0) tem distribuicdo McGu(a, b, ¢, i1, o). Gréficos comparando as fun¢des densidades
exatas da McGu e os histogramas de dois conjuntos de dados simulados com n = 200 repeti¢des
para valores selecionados dos parametros sao mostrados na Figura 3.2. Estes gréficos indicam
que os valores simulados sdo consistentes com a distribuicdo McGu.

A moda de uma distribui¢do de probabilidade continua € o valor z em que a pdf tem seu
valor maximo. A moda ndo € necessariamente Unica, uma vez que a pdf pode ter diversos
valores maximos. A moda de uma varidvel aleatéria da distribuicdio McGu pode ser obtida pela

maximizacio do logaritmo da equagio (3.6), isto é

_(z—p)

log[f(z)] = log(c)—log(c)—log[B(a,b)]— (@ ; M) —ace_@—i-(b—l) log [1 —e ¢ 7
(3.8)

Ao derivar a equacdo (3.8) em relacdo a = e igualando a zero, a moda de uma varidvel

aleatoria da distribuicdo McGu pode ser obtida como solugdo da equagdo

(@=p) _, o~ EZH)
0 1 c—p b—1)e = —¢¢ ~°
—log[f(fc)]z——+a—ce‘<o)—c( e —0. (3.9)

_(z—p)

0;17 g o o |:1 — e—ce c :|

A equacdo (3.9) ndo pode ser resolvida analiticamente. Entretanto, a moda pode ser calcu-

lada numericamente, utilizando um programa de analise estatistica. Observe que se

. . @)
e c(b—1) e {ceﬁ—I—ea [1—60e 7 ]}

ac _(z—p)
wlog[f(m)] T T2

e o —
_(z=p) 72 ’
o2 [1—6_66 7 ]

¢ menor do que zero, qualquer raiz « de (3.9) € uma moda da variavel aleatéria x.

3.3 Expansoes uteis

Algumas expansoes para (3.1) e (3.2) podem ser encontradas utilizando o conceito de distri-
buicdes exponencializadas. Para uma cdf G(z) qualquer, define-se uma varidvel aleatéria Y
com distribui¢do G-exponencializada (de forma abreviada“Exp-G”’) com parametro de poténcia
a > 0, diz-se Y ~ Exp-G(«, 8), em que 8 é o vetor de parimetros de G, se a cdf e a pdf sdo

dadas por

H(y)=G*(y) e  hly) =agly) G (),

respectivamente. As propriedades das distribui¢des exponencializadas tém sido estudadas por
diversos autores nos ultimos anos. Ver Mudholkar e Srivastava (1993), Gupta, Gupta e Gupta
(1998), Gupta e Kundu (2001) e Nadarajah e Gupta (2007) para distribuicdes Weibull expo-
nencializada, Pareto exponencializada, exponencial exponencializada e gama exponencializada,

respectivamente.
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Figura 3.2 — Graficos da funcdo densidade McGu para dois conjuntos de dados simulados: (a)
a=1,8b=0,5c=300=00=10ed a=1,00=2,0;¢c=3,0;u =
2,0;0=0,8
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Utilizando a combinacdo linear apresentada em Alexander et al. (2012), pode-se escrever

(3.1) como
= Wi harnye(), (3.10)

em que A, k).(¢) denota a pdf da distribui¢do Exp-Gu(c(a + k), @) dada por

hatrye(z) = (et k)e exp [— ( ; M)] exp {—(a + k)c exp [—M] }

o o

com os coeficientes wy, dados por

=)
(a+ k) B(a,b)

Wp =

Claramente, ;- , w;, = 1. Assim, a fun¢do densidade da Mc-Gu pode ser expressa como uma
mistura de fun¢des densidades da Exp-Gu. Consequentemente, algumas de suas propriedades
matematicas podem ser obtidas das propriedades conhecidas da distribuicao Exp-Gu. Se b é um

inteiro positivo, o indice k£ em (3.10) para em b — 1. Por integracdo de (3.10), obtém-se
= wi Higgnel), (3.11)

em que H(,qp).(r) € a cdf da distribuicdo Exp-Gu(c(a + k), 8). As equacdes (3.10) e (3.11)
sdo muito apropriadas para obter algumas propriedades estruturais da distribuicio McGu. Os
momentos ordindrios, centrais, incompletos e fatoriais e a funcdo geradora de momentos (mgf)
da distribuicio McGu podem ser expressos como uma combinagdo linear destas quantidades
para a distribuicdo Exp-Gu. As expansoes (3.10) e (3.11) sdo os principais resultados desta

secao.
3.4 Momentos

A necessidade e a importancia dos momentos em qualquer andlise estatistica especialmente
no trabalho aplicado é 6bvia. Alguns dos mais importantes recursos € caracteristicas de uma
distribui¢do podem ser estudados, usando-se os momentos (por exemplo tendéncia, dispersao,
assimetria e curtose). O r-ésimo momento de uma varidvel aleatéria Exp-Gu (NADARAJAH;

KOTZ, 2004) Z, com parametros a, p1 € o €

S (5) {(%) [<a>dr<d>}}

Da equacio (3.10), obtém-se

,u Z wk a+k

d=1
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e, entao,

T

(- Wr( +16+) (3)

9] " a i L
s — k I'(d 3.12
- Zr “B)T(r—j 1 1)K {(&z) (ad R ) G1D
J=0 k=0 d=1
Os quatro primeiros momentos ordindrios de X sdao dados por
BX) = S welp+ 07+ ola+ k)
k=0
E(X?) = ) w {64° + 12u0y + 7°0” + 607
k=0
+ 120(p+ o) log[(a + k)c] + 60° log[(a + k)c]},
BEXY) = Y % (20 + 670 4% + (72 + 692 po® — (77 + 4¢(3) + 29°) o
k=0
+ (12y0%p + 60p® — o°n* — 60°+7) log[(a + k)c|
+ 60° (1 — o) log®[(a+ k)c] — 20°log’[(a + k) }
e
4 — Wy 4 3 3 (.2 3 2 (2 2
E(XY = ZQ—O {20p* + 80you® — 400% (7% + 4¢(3) + 29%) + 2002 (7% + 677)
k=0
+ (37" + 207" + 1607¢(3) + 207°7) o + 200" (4 + 1) log*[(a + k)c]
+ 400 [(7%y +4¢(3) + 29°) 0° — (7% + 69%) o”pu + 6yop® + 24°] log[(a + k)]
+ 200” (7°0% 4+ 6770 — 12y0p + 61*) log®[(a + k)c] — 800° 1 log®|(a + k)] }
em que -y denota a constante de Euler e {(s Z n~° é a fungdo zeta.

As medidas de variancia, assimetria e curtose podem ser calculadas utilizando as bem co-
nhecidas expressdes. Gréficos de assimetria e curtose para valores selecionados de a € b como
funcdo de ¢ para ¢ = 100 e o = 50 sdo apresentados na Figura 3.3. Para valores crescentes
do parametro ¢, a assimetria aumenta e a curtose inicialmente decresce para um valor minimo e
depois deste ponto aumenta.

Momentos incompletos sdo utilizados para medir desigualdades: por exemplo, curvas de

Lorenz e Bonferroni e indices de Pietra e Gini. O primeiro momento incompleto da varidvel

aleatéria Z, com pardmetros a, j e o, [ty (t) = / x hy(z) dz, é dado por

0 oo [N o (o [-0T)
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Figura 3.3 — Assimetria e curtose da distribuicio McGu como uma funcio de ¢ para alguns
valores de a e bcom p = 100 e 0 = 50
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o0
em que F; = / 2! e dx é a fungio integral exponencial (para z > 0) e pode ser reescrita
x

como ~ .
T
E; =~ +log(z) + ) T
k=1 '

Das equagdes (3.10) e (3.13), obtém-se

[ (t) = tgwk [exp {—(a+ k)cexp {— (t ;“)} } Y oE {—exp {— (z - “q H (3.14)

3.5 Funcao geradora

A func¢ido geradora de momentos (mgf) de uma varidvel aleatéria € uma especificacao alternativa
de sua distribui¢do de probabilidade. Diferenciando Mx (t) em relagdo a t e fazendo ¢t = 0
obtém-se o0 i-ésimo momento sobre zero.

Ap6s algumas manipulagdes algébricas, pode-se escrever amgf M (t) = E (et Z) da varidvel

aleatdria Z,, com parametros a, /4 € 0, COMO
M,(t) =e"a’'T(1—ot). (3.15)

Entao, a mgf de X segue de (3.10) e de (3.15) como

Mx(t) =E (e*) =e'T(1—0ot) Zwk [(a+k)c]7".

3.6 Funcao quantilica

Func¢des quantilicas sao utilizadas em grande escala na estatistica de modo geral e muitas vezes
para encontrar representacdes em termos de tabelas de referéncias para percentis. A fungdo
quantilica (qf) da distribui¢io McGu, Q(u) = F~!(u), pode ser expressa em termos da gf da

distribui¢do beta. Encontrando a inversa de F'(x) = [ ( [ G=m])) (a,b) = u, obtém-se

exp{fcexp
r=Q(u) = p—olog{—c"log[Qup(u)]}, (3.16)

em que Qup(u) = I ! (a,b) € a gf da beta. A seguinte expansdo para @, ,(u) pode ser encon-
trada no website wolfram !

4

Qap(u) =Y Aifa B (a,b) u)’* + O(u®"),

i=1
em que os coeficientes sao

b—1 b—1)(a® + 3ab — 5b — 4

A =1, A=l oy D@3 —art )

a+1 2(a+1)%*(a+2)

Thttp://functions.wolfram.com/06.23.06.0004.01 - Accessed 26/06/2013.

3 =
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e
p (b—1)]a* + (60— 1)a® + (b+ 2)(8b — 5)a* + (33b* — 300 + 4)a + 6(31b — 47) + 18]
o 3(a+1)3(a+2)(a +3) |
kI s <
Para y € (0,1), tem-se log[—k log(y Z — [1 +1log(y)])’. Utilizando a expansio
il

binomial, obtém-se

o J . .
log[—k log(y ZZ ( ) log(y (3.17)
j=1 r=0

Usando as equacdes 1.512 e 0.314 (para uma série de poténcia elevada a um inteiro positivo)

dada por Gradshteyn e Ryzhik (2007), pode-se reescrever (3.17) como

log[—k log(y i

=1 r=

J

=)
o~
Il

o

1 m
emquedozl,dm:—Z[t(r—i—l)—m]atdm_tparamz 1, r é natural e a; =
ma=

t=
Uma segunda expressao para a qf de X segue de (3.18) como

j=1 r=0 t=0 J

Qab — ]T+t-

3.7 Desvios médios

Aqui, calculam-se as seguintes medidas: desvios médios e curvas de Lorenz e Bonferroni. Uma
medida da dispersdo de uma populacado € dada pelo conjunto de desvios da média e da mediana
definidos por 01 (X) = 2} F () — 2T (1)) e 62(X) = py — 271 (M), respectivamente, em
que iy = E(X), amediana M = Q(1/2) de X € determinada de (3.16), F'(M) e F'(y}) sdo

obtidos de (3.7) e T1(q f ! x f(z)dz é o primeiro momento incompleto de X calculado de
(3.14) como
00 k 00 . B (a+k)c
q) :Zwku / T exp {—(gj M)} exp{—exp [—u}} dz.
o o o
k=0 q
Fazendo ¢t = exp [— (JC;“)} , obtém-se

Ti(q) = Z wi {u+ oy +olog(a+k)c]+ o exp[—(a+ k) cv] log(v) (3.19)
k=0
— pexp(—av)+ ocl0,(a+ k)v]},

em que v = e, ~ denota a constante de Euler e ['(a, z) = fzoo e tt2~ 1 dt € a fungio gama
incompleta superior. A equagdo (3.19) é o principal resultado desta secdo a partir do qual 9, (X)

e 0o(X) sdo imediatamente determinados.
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O primeiro momento incompleto 77 (q) pode ser usado para obter as curvas de Lorenz e
Bonferroni que sao ferramentas fundamentais para a andlise de dados em diversas dreas como
economia, confiabilidade, demografia, seguros e medicina. Para uma dada probabilidade 7, elas
sdo definidas por L(m) = T1(q) /1y e B(m) = T1(q) /(7 u}), respectivamente, em que ¢ = Q()
¢ obtida de (3.16). Em economia, se 7 € a propor¢ao de unidades cuja renda é menor ou igual a
g, L(m) da a propor¢ao do volume total de renda acumulada com renda menor ou igual a g. De
modo similar, a curva de Bonferroni B(7) da a razdo entre a renda média desse grupo e a renda
média da populacdo. A Figura 3.4 apresenta as curvas de Lorenz e Bonferroni para valores

selecionados dos parametros.

3.8 Entropia

A entropia é a medida da incerteza de uma varidvel aleatéria. Duas medidas de entropia muito
populares sdo as entropias de Rényi e de Shannon (RENYI, 1961; SHANNON, 1951). A en-
tropia de Rényi de uma varidvel aleatéria X com pdf f(-) é definida como

1 i p 8 UZ ) dx} ’

para p > O e p # 1. A entropia de Rényi € importante em ecologia estatistica como in-

Inlp) = 1= 5 log {BLFQ0"]} =

dice de diversidade. A entropia de Shannon de uma varidvel aleatéria X € definida como
E{—log[f(X)]}. Este é o caso especial da entropia de Rényi quando p — 1.
Da equagdo (3.10), pode-se escrever a entropia de Rényi de X como

"las+ k)7 (Sbk_ S)] :
P k=0

~
=y
—~
S
SN—
I
—_
|-
5
OQ
)
VJJ
L
D:J
Q
c~'
EIJ

3.9 Estimacao

Adota-se o método de méxima verossimilhanca para estimar os parametros do modelo. O loga-
ritmo da fung@o de verossimilhanca, ¢(0), de uma amostra aleatéria 1, . .., z, de X com pdf
(3.6) é dada por

(@) = nlog(c)—nlog(o) —n log[B (a,b)] Z —CLCZeXp[ )]

=1

+ (b—1) Zlog <1 — exp {—cexp {—@} }) (3.20)

i=1

O logaritmo da fun¢do de verossimilhanga pode ser maximizado diretamente utilizando o
software R (pacote bbmle) ou por solu¢do do sistema de equagdes nao-lineares obtido por
derivar (3.20) em relacdo aos parametros do modelo. Esta funcdo requer valores iniciais e,

neste trabalho, foram utilizados as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros
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Figura 3.4 — (a) Curvas de Lorenz e (b) Bonferroni paraa = 2,0;0 =4,0; u = 10,0e 0 = 2,0

da distribui¢do Gumbel com @ = b = ¢ = 1. Os componentes do vetor escore U(8) sdo dados
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por
U.6) = nlp(a+b)—(a)] - CZZ:;exp [_@}
Ux6) = nl(a+b) — )] + Zlg (1 — exp {—coxp (@1 — 1)/o]}),
vo) = "~ pr [_@UJ]
- ey e
ve) = 2-% > e (_f"z;“>
¢ (ba_ 1) é exp [—(riri_—e%?]_ce:fp{[:izqi [;)(/x;]; w)/ol}

U,0) = 2+ 3 T2 1 acexpl-(a — o]}
c(b—1) zn: (2 — p) exp [—(wi — p) /o] exp{—cexp[~(z; — p)/o]}

S 1= exp{—coxp [—(z — 10)/o]}

9

em que ¢(s) = dlogI'(s)/ds é a fun¢do digama. Para estimacdo intervalar e testes de hipd-
teses para os parametros do modelo, a matriz de informacao observada € requerida. Os 5 X 5
elementos da matriz de informacéo observada .J (@) sdo dados no Apéndice APENDICE A. -

Sob certas condi¢des de regularidade, a distribui¢do normal multivariada Nj (0, J (5)_1> ,

em que J (5) ¢ a matriz de informacao observada avaliada em 5, pode ser utilizada para construir
intervalos de confianga aproximados para os parametros. Para comparar a distribuicdao McGu
com alguns de seus casos especiais, podem-se usar trés testes bem conhecidos: a razdo de
verossimilhanga (LR), estatistica de Wald e escore de Rao. Ao testar modelos encaixados, estas
estatisticas convergem para uma distribui¢do qui-quadrado com ndmero de graus de liberdade

igual a diferenca ente os nimeros de parametros nos dois modelos.
3.10 Aplicacoes

Nesta secdo, apresentam-se duas aplicacdes utilizando conjunto de dados reais para demons-
trar a flexibilidade e aplicabilidade do modelo proposto sobre outros modelos paramétricos.
As avaliagOes numéricas requeridas foram implementadas usando a versdo 3.0.0 do R (pacote
bbmle).
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3.10.1 Aplicacao 1: Dados de vazao minima

Nesta aplicacdo, as descargas minimas de sete dias consecutivos do Rio Cuiab4, Cuiabd, Mato
Grosso, Brazil, sdao analisadas. Estes dados foram analisados anteriormente por Cordeiro, Nada-
rajah e Ortega (2012). O estudo utiliza a série de dados de 38 anos (Janeiro de 1962 a Outubro
de 1999) relatados como vazdes minimas pela estagdo hidrologica n° 66260001, instalada no
Rio Cuiabd na cidade de Cuiaba. Na Tabela 3.1, € apresentado um resumo descritivo desses

dados. Os dados tém assimetria negativa e distribuicao platicurtica.

Tabela 3.1 — Estatisticas descritivas

Média Mediana Des. Pad. Varidncia Assimetria Curtose Min Max
110,20 115,90 38,38 1473,13 —0,179 —1,149 43,86 186,40

Calculam-se as estimativas de mdxima verossimilhanca (MLEs) dos parametros do modelo
e o critério de informagdo de Akaike (AIC) para comparar as distribui¢des McGu, KwGu, Exp-
Gu e Gu. Os resultados sdo apresentados na Tabela 3.2. De acordo com o menor valor da
estatistica AIC, o modelo McGu poderia ser escolhido como o melhor modelo entre os modelos
ajustados. Além disso, calculam-se as estatisticas de qualidade de ajuste Cramér-von Mises
(W*) e Anderson-Darling (A*), a fim de verificar qual modelo se ajusta melhor aos dados. As
estatisticas W* e A* sdo descritas por Chen e Balakrishnan (1995). Em geral, quanto menor
os valores dessas estatisticas, melhor o ajuste aos dados. Os valores das estatisticas W*, A*
e a estatistica de Kolmogorv-Smirnov (K-S) para os quatro modelos ajustados sdo dados na
Tabela 3.3. Com base nestes valores, o modelo McGu analisa os dados melhor que os outros

trés modelos.

Tabela 3.2 — Estimativas dos parametros para alguns modelos ajustados para os dados de vazao
minima (os erros padrao sao dados em parénteses) e os valores da estatistica AIC

Modelo MLEs AIC
a b c 7 o
Gu - - - 91,003 35,962
(6,189)  (4,434) 392,867
Exp-Gu 1,001 - - 90,979 35,971
0,172) - - (0,005) (4,436) 394,867
KwGu - 20,068 4,052 90,906 111,885 391 883
- (33,720) (1,750) (0,066) (51,320) ’
McGu 0,112 22,723 6,544 133,103 55,699 391.065
(0,098) (30,870) (3,210) (0,290) (17,438) ’

Os parametros adicionais da distribuicio McGu sdo testados utilizando a estatistica LR. Os
valores da estatistica LR sdo listados na Tabela 3.4. A estatistica LR comparando a distribui¢ao
McGu com a Gu e com a Exp-Gu tiveram os mesmos valores porque o parametro extra estimado

para o modelo exp-Gu € aproximadamente um. Neste caso, a distribuicdo Exp-Gu coincide com
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Tabela 3.3 — Estatisticas de qualidade de ajuste para os dados de vazdo minima

Modelo  W* p-valor A*  p-valor K-S p-valor
Gumbel 0,186 0,008 1,121 0,006 0,165 0,252
Exp-Gu 0,186 0,008 1,121 0,006 0,165 0,252
KwGu 0,104 0,098 0,645 0,093 0,138 0,464
McGu 0,073 0257 0468 0,250 0,131 0,530

a distribuicao Gu. Portanto, para os dados de vazao minima, rejeitam-se as trés hipdteses nulas

com base nas estatisticas LR em favor da distribui¢io McGu.

Tabela 3.4 — Testes LR para os dados de vazdo minima

Modelos Hipoéteses Estatistica LR  p-valor
McGu vs Gu Hy:a=b=c=1vs Hy : Hyéfalsa 7,802 0,0225
McGu vs Exp-Gu Hy:b=c=1wvs Hy: Hyéfalsa 7,802 0,0101
McGu vs KwGu Hy:a=1vs Hy : Hyé falsa 2,705 0,0582

O histograma dos dados com as densidades ajustadas da Gu, Exp-Gu, KwGu e McGu e o
grifico dos quantis sdo apresentados na Figuras 3.5. Estes graficos indicam um razodvel ajuste
da distribuicdo McGu. Com base nos testes € nos gréficos, pode-se concluir que a distribuigao

Mc-Gu € o melhor modelo entre os ajustados a esses dados.
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Figura 3.5 — (a) Histograma com densidades ajustadas e (b) grafico dos quantis para os dados
de vazao minima

3.10.2 Aplicacao 2: Dados de inundacoes

Na segunda aplicagdo, os excessos de picos de cheias (em m?3/s) do Rio Wheaton perto de

Carcross no Territério de Yukon, Canad4, sdo analisados. Considera-se o conjunto de dados
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apresentados em Akinsete, Famoye e Lee (2008). Os dados consistem de 72 inundacdes entre
os anos 1958 — 1984, arredondados para uma casa decimal. Na Tabela 3.5, apresenta-se um

resumo descritivo destes dados. Nota-se que a assimetria e a curtose sao positivas.

Tabela 3.5 — Estatisticas descritivas

Média Mediana Des. Pad. Varidncia Assimetria Curtose Min Max
12,20 9,50 12,30 151,22 1,44 2,73 0,10 64,00

Também calculam-se os MLEs e a estatistica AIC para os parametros das distribuigdes
ajustadas McGu, KwGu, Exp-Gu e Gu para estes dados. Os resultados sdo apresentados na
Tabela 3.6. De acordo com o menor valor da estatistica AIC, o modelo McGu poderia ser
escolhido como o melhor modelo entre os quatro modelos ajustados. Calculam-se as estatisticas
W*, A* e K — S afim de verificar qual o modelo que melhor se ajusta a esses dados. Os valores
dessas estatisticas para os quatro modelos competitivos sao dados na Tabela 3.7, verificando-se

que o modelo McGu se ajusta melhor aos dados do que os outros trés modelos.

Tabela 3.6 — Estimativas dos pardmetros para alguns modelos ajustados para os dados de inun-
dagdes (os erros padrao sao dados em parénteses) e os valores da estatistica AIC

Modelo MLEs AIC
a b c I o
Gu - - - 6,969 8,189
(1,009) (0,818) 542,872
Exp-Gu 0,979 - - 7,145 8,190
(0,055) - - (0,002) (0,819) 544,872
KwGu - 0,188 0,002 14,756 2,196 529,038
- (0,032) (0,001) (0,042) (0,269)
McGu 0,131 0,116 0,003 15,915 1,794 517.823
(0,042) (0,020) (<0,001) (0,010) (0,081) ’

Tabela 3.7 — Estatisticas de bondade de ajuste para os dados de inundagdes

Modeol  W* p-valor A*  p-valor K-S p-valor
Gumbel 0,275 <0,001 1,875 <0,001 0,158 0,054
Exp-Gu 0,275 <0,001 1,875 <0,001 0,158 0,054
KwGu 0,182 0,009 1,150 0,005 0,177 0,022
McGu 0,179 0,010 0,942 0,017 0,080 0,741

Os parametros adicionais da distribuicdo McGu também sao testados usando a estatistica
LR. Na Tabela 3.8, apresentam-se os resultados para esses dados. As estatisticas LR para com-
parar as distribuicdes McGu com a Gu e com a Exp-Gu produzem os mesmos valores porque o
parametro extra do modelo Exp-Gu é aproximadamente um. Portanto, para os dados de inun-

dagdes, rejeitamos a hipdtese nula para os trés testes LR em favor da distribui¢do McGu. O
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histograma dos dados com as densidades ajustadas da Gu, Exp-Gu, KwGu e McGu e o grafico
dos quantis sdo apresentados na Figura 3.6 e indicam um bom ajuste da distribui¢do McGu.
Utilizando os testes e os graficos, podem-se dizer que a distribuicdo McGu € o modelo mais

adequado entre os modelos utilizados para esses dados.

Tabela 3.8 — Testes LR para os dados de inundacdes

Modelos Hipéteses Estatistica LR p-valor
McGu vs Gu Hy:a=b=c=1vs Hi : Hyéfalsa 33,035 <0,0001
McGu vs Exp-Gu Hy:b=c=1vs Hy : Hyé falsa 33,035 <0,0001
McGu vs KwGu Hy:a=1vs Hi : Hyéfalsa 12,615 0,0002
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Figura 3.6 — (c¢) Histograma com densidades ajustadas e (d) grafico dos quantis para os dados
de inundagdes

3.11 Consideracoes finais

Neste artigo, foram estudadas as propriedades de uma generaliza¢do da distribui¢do Gumbel,
denominada de distribuicdo McDonald Gumbel (McGu), que pode ser bastante flexivel em ana-
lises de dados reais continuos em diversas areas de engenharia. Algumas de suas propriedades
estruturais foram obtidas incluindo os momentos e a funcao geradora de momentos. O método
de méxima verossimilhanga foi proposto para estimar os pardmetros. A matriz de informagao
observada € apresentada. Dois conjuntos de dados reais sdo utilizados para ilustrar a aplicacdo

da nova distribui¢ao.
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4 DISTRIBUICAO GAMA BURR XII: TEORIA E PRATICA

Resumo

Uma nova distribui¢do com quatro parametros denominada gama Burr XII € proposta. O
novo modelo possui como casos especiais alguns distribuicdes bem conhecidas e discutidas na
literatura, tais como as distribui¢des logistica e Burr XII, entre outras. Obtemos os momentos,
momentos incompletos, fun¢des geradora e quantilica, desvios médios, curvas de Bonferroni
e Lorenz e confiabilidade. O método de maxima verossimilhanca € utilizado para estimar os
parametros do modelo. Determinamos a matriz de informacdo observada. Duas aplicacdes
a dados reais demonstram que o novo modelo providencia melhor ajuste que as distribui¢des
Weibull exponencializada e beta Weibull (BRITO et al., 2014).

Palavras-chaves: Distribui¢do Burr XII; Distribui¢cdo gama-G; Matriz de informacao obser-
vada; Maxima verossimilhanga

Abstract

We propose a new four-parameter distribution called the gamma Burr XII distribution. The
new model contains as special cases some well-known distributions discussed in the literature
such as the logistic and Burr XII distributions, among several others. We obtain the moments,
incomplete moments, generating and quantile functions, mean deviations, Bonferroni and Lo-
renz curves and reliability. The method of maximum likelihood is used for estimating the model
parameters. We determine the observed information matrix. Two applications to real data de-
monstrate that the new model provides a better fit than the exponentiated Weibull and beta
Weibull distributions (BRITO et al., 2014).

Keywords: Burr XII distribution; Gamma-G distribution; Maximum likelihood;

Observed information matrix

4.1 Introducio

Zimmer, Keats e Wang (1998) foram pioneiros em propor a distribuicdo Burr XII (BXII) com
trés parametros com fung¢do distribui¢cdo acumulada (cdf) e fun¢do densidade de probabilidade
(pdf) (para x > 0) dadas por

Glass o) =1—[1+ (f)] - @.1)
e
g(x;s,k,c) =cks ca! [1 + <§)C] - , (4.2)

respectivamente, em que £ > 0 e ¢ > 0 s@o parametros de forma e s > 0 é um parametro de
escala. Se ¢ > 1, a fungiio densidade é unimodal com moda dada por x = s [(c—1)/(ck+1)]*/¢

e tem forma de “L se ¢ = 1.
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A distribui¢do BXII, tem como sub-modelos as distribui¢des logistica e Weibull e é uma
distribuicdo muito popular para analisar dados de tempo de vida e fendbmenos com taxa de falha
monoétona. Quando se modelam taxas de riscos monoétonas, a distribuicdo Weibull pode ser uma
escolha inicial devido a suas formas de densidades assimétricas positiva e negativa. No entanto,
ela ndo fornece um razodvel ajuste paramétrico para taxas de falhas ndo-monétonas, como a
forma de banheira ou unimodal, que sdo comuns em estudos bioldgicos e de confiabilidade. As
curvas em forma de banheira tém por¢des médias quase planas e as densidades associadas tém
uma anti-moda positiva. As taxas de falhas unimodais podem ser observadas na evolucdo de
uma doenca cuja mortalidade atinge um pico, apds um certo periodo finito, e depois diminui,
gradualmente.

Devido as diferentes formas das distribui¢des de tempo de vida, diversos modelos tém sido
propostos nos dltimos anos. Assim, vdrias generalizacdes das cldssicas distribuicdes foram
desenvolvidas. Uma delas consiste em incorporar uma distribui¢do a uma familia maior por
meio da aplicagdo da transformada da probabilidade integral. Mais recentemente, Zografos e
Balakrishnan (2009) e Risti¢ e Balakrishnan (2012) propuseram uma familia de distribuicdes
univariadas geradas por varidveis aleatérias gama. Para uma qualquer cdf G(x) base, x € R,

eles definiram a distribui¢do gama — G com pdf f(z) e cdf F'(x) dadas por

folw) = % [~ logll - G@)]}* g(x) (43)
a. —lo _ T —log[1-G(x)]
FG(.Z') — '}/( ’ 1 ﬁ([i) G( )]) — F(]'a) /(; tafleftdt’ (44)

respectivamente, parar ¢ > 0, em que g(z) = dG(z)/dz, '(a) = [~ t* te *dt e y(a,2) =
foz t*~! e~*dt denotam as fungdes gama e gama incompleta, respectivamente. Algumas de suas
propriedades matematicas foram estudadas por Nadarajah, Cordeiro e Ortega (2014).

Neste artigo, define-se uma nova distribui¢do com quatro parametros, a gama Burr XII (de
forma abreviada “GBXII”), pela insercao de (4.1) na equacgao (4.4). A distribui¢do acumulada

da GBXII é

ey 2okl + C))

enquanto sua pdf (para x > 0) pode ser expressa, das equagdes (4.1), (4.2) e (4.3), como

w0 = e )T e[+ O e

4.5)

em que @ = (a,s,k,c). A partir deste ponto, X ~ GBXII(a, s, k,c) denota uma variavel
aleatdria com funcao densidade (4.6).

A motivacao para introduzir a distribuicdo GBXII € devido a grande utilizagdo da distri-
buicdo BXII e o fato da generalizagcdo atual proporcionar melhor ajuste a dados em situacdes
mais complexas. A importancia de (4.6) é que esta possui como casos especiais varias distri-

bui¢des bem conhecidas. Claramente, a distribuicio BXII é o modelo base para a = 1. Para
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s = m™!

e k = 1, a GBXII reduz-se a distribui¢do gama log-logistica (GLL). Para a = 1,
s =m ek =1, ela produz a distribui¢do log-logistica (LL), em que a funcdo de sobrevivén-
cia é S(t;m,c) = [1 + (tm)]"!. Parac = 1 e a = ¢ = 1, tem-se como casos especiais as
distribui¢des gama Pareto tipo II (GPall) e Pareto tipo II (Pall), respectivamente. Se k£ — oo,
ela € idéntica a distribuicdo gama Weibull (GW). Se £ — oo e adicionalmente a = 1, temos a
distribuicao Weibull.

A distribuicao GBXII nao somente € apropriada para modelar adequadamente taxas de fa-
lhas com forma unimodal, mas também € adequada para testar o ajuste de seus sub-modelos,
tais como, as distribuicdes logistica e BXII. Algumas formas possiveis da funcdo densidade
(4.6) para selecionados valores dos pardmetros, incluindo distribui¢des bem conhecidas, sao
apresentados na Figura 4.1.

A funcdo taxa de risco (hrf) da GBXII (para = > 0) é dada por

ekt 1 () flog 1+ ()
[0 = (o kg 1+ (2)7)

Algumas possiveis curvas para taxas de risco da GBXII s@ao mostradas na Figura 4.2 para

T(z;0) =

valores selecionados dos parametros.

O artigo é organizado como segue. Na Secdo 4.2, encontram-se expansoes para a pdf e a
cdf da distribui¢do GBXII. Demonstra-se que a funcao densidade da GBXII pode ser expressa
como uma combinagdo linear de densidades BXII. Algumas propriedades mateméticas de (4.6)
sdo apresentadas nas Segdes 4.3 a 4.6. Na Secdo 4.7, investiga-se estima¢do por maxima ve-
rossimilhanca e determinam-se os elementos da matriz de informacdo observada. Na Secdo
4.8, duas aplicacdes para dados reais ilustram a potencialidade do novo modelo. A Secao 4.9

finaliza o artigo com algumas conclusdes.

4.2 Expansoes para a pdf e para a cdf

Algumas expansoes para (4.5) e (4.6) podem ser encontradas, utilizando o conceito de distri-
buicdes exponencializadas. Para uma cdf G(z) base, define-se uma varidvel aleatéria Y tendo
distribui¢do G — exponencializada (exp-G) com parametro de poténcia o > 0. Diz-se que

Y ~ exp-G(a, ), em que 0 é o vetor de pardmetros de G, se suas cdf e pdf sdo dadas por

Hy)=G*(y) e  hly)=agly) G y),

respectivamente. As propriedades das distribui¢des exponencializadas tém sido estudadas por
muitos autores recentemente. Ver, Mudholkar e Srivastava (1993) para Weibull exponenciali-
zada, Gupta, Gupta e Gupta (1998) para Pareto exponencializada, Gupta e Kundu (2001) para
exponencial exponencializada e Nadarajah e Gupta (2007) para gama exponencializada.

Para qualquer parametro real @ > 0, a férmula a seguir € valida (http:// functions.wolfram.com/
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Figura 4.1 — Func¢do densidade da GBXII para alguns valores dos parametros
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Figura 4.2 — Funcdo taxa de risco da GBXII para alguns valores dos parametros

ElementaryFunctions/ Log/ 06/ 01/ 04/ 03/)

(—log[l - G@)}* " = (a—1) i (Z * i N a) i ((1;%1'1(; )j)p ! G(x)™H 1,

=0 j=0
em que as constantes p;; (para j > 0) podem ser calculadas recursivamente por
iy (D7 m( 1) —

pii=i"")

m—+1

7,4—m

m=1

parai =1,2,...ep;jo= 1.

Para uma parametro real a > 0, define-se

oo ) e oy

(a+i)(a—1) = (a—1—5) \Jy

e, entdo, (4.3) pode ser expressa como

flz) = Z bi hayi(),
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4.7)

(4.8)
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em que h,;(x) denota a func¢do densidade da exp-G(a + 7). Entdo, a equagdo (4.4) pode ser

expressa como

- Z bz Ha—i—i (x)
=0

em que H,;(x) denota a cdf de uma exp-G(a + i). Assim, vérias propriedades matemadticas da
distribui¢do gama-G podem ser obtidas pelas propriedades ja conhecidas da distribuicao exp-G.

As propriedades da GBXII, tais como momentos e fun¢do geradora, podem ser obtidas das
propriedades da distribui¢ao Burr XII exponencializada (EBXII). A distribuicio Kumaraswamy
Burr XII (KwBXII), recentemente estudada por Paranaiba et al. (2013), tem como caso especial
a distribuicdo EBXII e, portanto, seus resultados podem ser aplicadas para a distribuicio GBXII.

A cdf e a pdf da distribuicdo EBXII (para z > 0) como parametro de poténcia a > 0 sdo

m = {1 ()]

dadas, respectivamente, por

e = acks e [ (YL (T e

Seja Z ~ EBXII(a, s, k, ¢) uma varidvel aleatéria com fungdo densidade (4.9). Utilizando
a expansdo binomial (1 — y)2~t = 372 (—=1)* (*.") y' para |y| < 1 e equagdes (4.1) e (4.2), a
pdf (4.9) pode ser reescrita como

i (a 1> 9(z;s, (I + 1)k, c). (4.10)

P l—l—l

Aqui, g(z; s, (I + 1)k, c) denota a fung¢do densidade da BXII com pardmetro de escala s e
pardmetros de forma c e (I + 1)k. A equagdo (4.10) revela que a funcdo densidade da EBXII é
uma combinagdo linear de densidades da BXIL Seja w; = (—1)'a (*;')/(l + 1). Utilizando o
programa Mathematica, pode-se verificar que > ,° w; = 1. Se a é um inteiro, o indice [ para

em a — 1. Integrando (4.10) tem-se

Z w G(z; 8, (L+ 1)k, c).
Combinando (4.8) e (4.10), a funcdo densidade de X torna-se

=> wglas, (1+1)k,c), (4.11)
1=0
em que o coeficiente v; € dado por

1 o Lfa+i—1
—12_:bi(a+z)< l ) (4.12)
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e b; é dado por (4.7). Integrando (4.11) tem-se

F(z) =Y wnG(x;s, (I+ 1k,c). (4.13)
1=0
As equacdes (4.11) e (4.13) sdo os principais resultados desta se¢do. Assim, algumas pro-

priedades estruturais da GBXII podem ser obtidas das propriedades da BXII.

4.3 Momentos e Funcao Geradora

Algumas das mais importantes caracteristicas de uma distribuicdo podem ser obtidas usando
momentos (por exemplo, tendéncia, dispersdo, assimetria e curtose). O ¢-ésimo momento
de uma varidvel aleatéria BXII Z com pardmetro de escala s e parametros de forma c e k
é B(Z9) = sk B(k—qc';qc ' +1), ¢ < kc (PARANAIBA, 2012), em que B(a,b) =
fol t2=1 (1 — t)ta dt é a fungdo beta.

Da equagdo (4.11), pode-se escrever (para g < ck)

py=EX)=ks* Y n(l+1)B((I+1k-qc ' g +1). (4.14)
=0

Graficos de assimetria e curtose para valores selecionados de a sdo apresentados na Figura
4.3. Estes gréficos revelam um grande impacto de k, c e a na assimetria e curtose de X.
Os momentos centrais (i) € os cumulantes (xs) de X podem ser determinados de (4.14)

como

k s—1
S s—1
pe =y (—1)F (k) piFpl e and ok =gl =) (k } 1) ik

k=1

respectivamente, em que x; = . Entdo, ke = pbh — i, k3 = ph — Sphul + 2uP, Ky =
1y — Al — BpE + 12pbp® — 6%, etc. A assimetria v, = k3 /kS° e a curtose Yo = Ky /K2
podem ser calculadas utilizando os terceiro e quarto cumulantes padronizados.

Para modelos de tempo de vida, geralmente, existe interesse em calcular o -ésimo momento
incompleto de X dado por Tj,(y) = [ " f(x)dx. A quantidade T},(y) pode ser determinada

de (4.11) como
o0 Yy
Ty(y) = Z Y / a" g(x; s, (1 + 1)k, ¢) d.
1=0 0

Utilizando os resultados de Paranaiba et al. (2013), tem-se

sC4y°

Th(y) Zk‘ShZVlBsic((H—l)k—hc‘1,1+hc‘1), (4.15)
=0

em que B.(a,b) = [; ¢~ (1 — )"~ dt é a fungdo beta incompleta.
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Figura 4.3 — Assimetria e curtose da distribuicdo GBXII como funcdo de a para alguns valores
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(mgf) M (t) de X pode ser obtida de (4.11) como
M(t) = v Mus(t). (4.16)

Paranaiba et al. (2013) providenciaram uma representacdo simples para My(¢) usando a
funcao Meijer G definida por

m,n
Gp’q (ZE

em que i = /—1 € a unidade complexa e L denota a regido de integracdo; ver Section 9.3

n

ﬁr bi+t) [T (1—a;—1)
J=1

ai,...,ap 1 j=1 _
= — x'dt,
bl,...,bq ) 271 P

- ﬁ Cla;+6) [ T(L—0b;—¢)

]:n+1 ]:m+1

em Gradshteyn e Ryzhik (2007) para uma descri¢do desta regido. A funcdo Meijer G contém
como casos particulares diversas integrais com funcdes elementares e especiais (PRUDNIKOV;
BRYCHKOV; MARICHEV, 1986). Eles assumem que t < 0 e ¢ = m/k, em que m e k sdo
inteiros positivos. Utilizando a integral (1) do Apéndice APENDICE B, tem-se
Mk(t):mf(—st,%—l,%,—k—1>. 4.17)

Esta condicao ndo € restritiva uma vez que qualquer nimero real positivo pode ser aproxi-
mado por um nuimero racional. Por isso, para t < 0, a funcdo geradora de X segue de (4.16)

como

mZul (—st %—1,#,—(1+1)k—1>. (4.18)
As equacdes (4.14), (4.15) e (4.18) sdo os principais resultados desta secdo.
4.4 Funcao Quantilica
A fungio quantilica da GBXII, para 0 < u < 1, Q(u) = F~*(u), pode ser determinada como

Qu) = s [(exp{@’l [a,uF(u)]})_l/k — 1} 1/6, (4.19)

em que Q@ '(a,u) é a fungdo inversa de Q(a, ) f w?le¥ dw. Assim, segue imediata-

mente que a mediana M de X é dada por

Qu) = s ({exp Q7" (a,v7/2)] }_l/k — 1)1/0.
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4.5 Desvios Médios

Aqui, determinam-se as medidas: desvios médios e curvas de Lorenz e Bonferroni. Quantificar
a dispersdo em uma populacdo pode ser medida, evidentemente, pelo conjunto de desvios da
média ou da mediana. Essas medidas sdo conhecidas como desvios médios em torno da média

e da mediana — definidos por
01(X) = 21 F(ph) — 211 (py) e 02(X) = py — 2T (M),

respectivamente, em que p; = F(X), a mediana M de X é determinada explicitamente de
(4.19) por M = Q(1/2), F(M) e F(y}) sdo obtidos de (4.5) e Ti(q) = [z f(z)dz é o

primeiro momento incompleto de X dado por (4.15) com A = 1. De (4.11) tem-se

rw =k s [T (E) i+ (5T

Fazendo u = ()¢, obtém-se
1=0 (q/s)°

A integral que se segue (para ¢ > 0 1 k£ > 0) € calculada utilizando o Maple

o) = [ w1t
q

_ |:2F1 [(k,r +1);(2+7);—ql¢""t  T(k—r—1)mese(mr)

r+1) T TR !

em que o F € a fungdo hipergeométrica definida por

2 F1(a, b;c2) = Z % %
k=0 )
Portanto,
Ti(g)=ksy (l+1)1/lJ((g)c,%,(l+1)k+1) (4.20)

1=0
e as medidas 6;(X) e d2(X) sdo imediatamente determinadas de (4.20).

A quantidade 77(q) € utilizada para fazer gréaficos das curvas de Lorenz e Bonferroni em
areas como economia, confiabilidade, demografia, seguros e medicina. Para uma dada proba-
bilidade , elas sdo definidas por L(7) = T1(q)/p) e B(w) = Ti1(q)/ (7 11}), respectivamente,
em que ¢ = () é calculada diretamente de (4.19). A Figura 4.4 mostra as curvas de Lorenz e
Bonferroni para valores selecionados dos parametros. As curvas sdo crescentes com o0 aumento

dos valores de 7.
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Figura 4.4 — Curvas de Lorenz e Bonferroni paras =2,k =4ec=1

4.6 Confiabilidade

No contexto de confiabilidade, o modelo forca-tensao descreve o tempo de vida de um compo-

nente que tem uma forca aleatdria X; e € submetido a uma tensdo aleatério X,. O componente
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falha no instante em que a tensdo aplicada a ele excede a forca e o componente ird funcionar
satisfatoriamente quando X; > X,. Assim, R = Pr(X; < X;) é a medida da confiabili-
dade do componente. Possui muitas aplicagdes, especialmente nos conceitos de engenharia. A
seguir, determina-se a confiabilidade R = [ fi(2) F>(x)dx quando X e X, sdo independen-
tes com distribuicdes GBXII(ay, s, k1, ¢) e GBXI(ay, s, k2, ¢), respectivamente, com 0 mesmo
parametro de forma c e mesmo parametro de escala s.

A pdf de X e a cdf de X, s@o obtidas das equagdes (4.11) e (4.13) como

file) = 3" wila) glass, L+ Dk, o)

=0

[e.9]

Fy(z) = wla) Gla;s, (t+ 1)ka,c),

t=0

respectivamente, em que as quantidades v;(a;) e v;(az) sdo calculadas de (4.12). Portanto,

[e.e]

R= Z Vl(a1) Vt(a2) [(C, s, ki, ko, [, t)>

1,t=0
em que

0 -1 c1 —ka(t+1) e —ki(l+1)-1
[(0787k17k27l7t):k1(l+1)/ - {1_ |:1+(£> :| 2 } |:1+<£) :| dx.

0 s¢ s s
Fazendo u = 1 + (z/s), tem-se

ko(t + 1)

1
(C,S,klyk%l?t) kl(l+1)+k2(t+1),

e, entdo, I? pode ser calculada.

4.7 Estimacao

Seja T; uma variével aleatéria com fungio densidade (4.6) ¢ @ = (a, s, k,c)T o vetor paramé-
trico. Os dados encontrados em estudos de andlise de sobrevivéncia e em confiabilidade sdo
frequentemente censurados. Um mecanismo de censura aleatéria muito simples, e muitas vezes
realista, é aquele em que se assume que cada individuo 7 tem um tempo de vida util 7; e um
tempo de censura C;, em que 7; e C; sdo varidveis aleatdrias independentes. Suponha que os
dados consistem de n observagdes independentes e X; = min(7;, C;) parai = 1,...,n. A dis-
tribuicao de C; ndao depende de qualquer parametro desconhecido de 7;. Técnicas paramétricas
para esses dados, normalmente, sdo baseadas em métodos de estimacao por verossimilhanca e

teoria assintética. O logaritmo da fungdo de verossimilhanga com censura /() para os parime-
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tros do modelo €

00) = r[log(c)+ alog(k) — clog(s)] —n log[I'(a)] + (¢ — 1) Zlog ;)

ieF

~(k+1) Y log (u;) + (a—1) 3 log [log ()

el ieF

+ log{I'(a) =7 (a,k log [ui])}, (4.21)

ieC

emque u; = 14+(x;/s)", r é o nimero de falhas e F' e C' denotam o conjunto de observagdes nao-

censuradas e censuradas, respectivamente. As func¢des escore para os parametros do modelo sdo
UJ0) = —ni(a)+rlog(k)+ Zlog [log (u;)]
i€l

log[log(u;)] Q(a, log[u;]) + Gg:g <log[ui] 0,16,1a >
+2 Q (a, log[u]) |

1eC

rc cla—1) c(k—1
U,0) = ——— 210 <S )Z Z aloguz])

el C

Up(6) = %—Zlog(ui),

el

(%

U.(0) = ——rlog +210g1‘z k"_l)ZZi—F(a_l)Zm

el ieF " i€l
a—1

v; [log(u;)]
N Z u? Q (a,loglu;])’

ieC
emque u; = 1+ (2;/9), v; = (z; 871 log(w; s71), w; = (u; — 1) Ju; e ¥(s) = dlog'(s)/ds
¢ a funcdo digama.

O estimador de méxima verossimilhanca (MLE) 0 de 6 é obtido pela solugdo das equacgdes
ndo lineares U,(0) = 0, Us(0) = 0, Ux(0) = 0 e U.(0) = 0. Essas equagdes ndo podem ser
resolvidas analiticamente e requerem um programa estatistico com técnicas numéricas iterati-
vas. As avaliagdes numéricas foram implementadas utilizando o R versao 3.0.0 (pacote bbmle).
Para estimacdo intervalar e testes de hipéteses para os parametros do modelo, determina-se a
matriz de informacao observada 4 x 4 pois sua esperanga requer integracdo numérica. A matriz

de informagcdo observada é J(0) = —{J,,(0)}, em que p,¢ = a,s,cand k. Os elementos
J,4(0) sdo dados no Apéndice APENDICE C.-
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4.8 Aplicacoes

Nesta secdo, ajustam-se as distribuicdes GBXII, BXII, log-logistica (LL), Weibull exponencia-
lizada (EW) e beta Weibull (BW) a dois conjuntos de dados reais. A distribuicaio BW tem pdf
f(z;a,b,a,\) = [a\/B(a,b)] 22t exp(=ba z?)[1 — exp(—ax)]*" !, para z > 0. O modelo
EW ¢ obtido fazendo a = 1. Para estimar os parametros destes modelos especiais, adota-se o
método de maxima verossimilhanga com as avaliagcdes computacionais realizadas utilizando o

pacote bbmle do R versdo 3.0.0.

4.8.1 Aplicacido 1: Dados de quebra por tensao

Os dados nao-censurados de Nichols e Padgett (2006) denotam a quebra por tensdo de fibras
de carbono (em GPa). A Tabela 4.1 lista os MLEs e correspondentes erros padrdo estimados
(SEs), os valores do critério de informacdo de Akaike (AIC), do critério de informacdo de
Akaike corrigido (CAIC) e do critério bayesiano de Schwarz’s (BIC) para os dados atuais. Os
trés critérios de informacdo auxiliam na classificacdo dos modelos. Os valores menores desses
critérios correspondem a distribuicio GBXII, que pode ser escolhido neste caso. Além disso,
calculam-se as estatisticas de qualidade de ajuste de Cramér-von Mises (W*) e de Anderson-
Darling (A*) a fim de verificar qual modelo ajusta melhor a esses dados. As estatisticas W*
e A* sdo descritas por Chen e Balakrishnan (1995). Quanto menor forem os valores dessas
estatisticas, melhor serd o ajuste. Os valores das estatisticas W* e A* para os cinco modelos
ajustados sdo apresentados na Tabela 4.2. Com base nestes valores, o modelo GBXII ajusta-
se melhor a esses dados entre os modelos testados e, portanto, poderia ser escolhido como o

melhor modelo.

Tabela 4.1 — MLEs, correspondentes SEs (dados entre parénteses) e as estatisticas AIC, BIC e
CAIC para a quebra por tensio em fibras de carbono

Distribui¢do a S k c AIC CAIC BIC
BXII 1 18,4087 483,4027 34453 178,1370 178,5241 184,7060
- (3,0505) (0,0342) (0,3325)

GBXII 0,2190  3,4394 04522 12,9981 177,5644 178,2201 186,3230
(0,1105) (0,2216) (0,4182) (5,8771)

Distribui¢do S m

LL 2,7109  4,8958 187,2905 187,4810 191,6698
(0,1161) (0,5137)

Distribuicao a b @ A

EW 0,8004 1 3,9109 0,3095 177,8894 178,2765 184,4584
(0,3534) - (1,0688) (0,0331)

BW 0,7602 17,0203 4,0690 0,1860 179,8368 180,4925 188,5954

(0,3681) (0,0016) (1,2702) (0,0100)

O histograma dos dados e as curvas ajustadas das funcdes densidades da BXII, da LL e

da GBXII sdo apresentadas na Figura 4.5. De fato, pode-se concluir que a distribuicio GBXII
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Tabela 4.2 — Estatisticas de qualidade de ajuste para a quebra por tensdo em fibras de carbono

Modelo W A*

BXII 0,0930 0,5261
GBXII 0,0344 0,2201
LL 0,2592 1,3924
EW 0,0858 0,5085
BW 0,0846 0,5041

fornece o melhor ajuste para estes dados.
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Figura 4.5 — Histograma e fungdes densidades BXII, LL e GBXII ajustadas para os dados de
quebra por tensdo em fibras de carbono

4.8.2 Aplicacio 2: Dados de tempo de remissao

Os dados censurados utilizados representam o tempo de remissdo (em meses) de 137 pacientes
com cancer e sdo apresentados em Lee e Wang (2003, Ex. 9.3). A Tabela 4.3 lista os MLEs e
correspondentes erros padrao estimados (SEs), os valores das estatisticas AIC, CAIC e BIC para
os modelos ajustados. Os trés critérios de informacao auxiliam na classifica¢cdo dos modelos. O
menos valor para dois destes critérios corresponde a distribuicdo GBXII.

Os valores das estatisticas W* e A* para os sete modelos ajustados sdo apresentados na

Tabela 4.4. Com base nesses valores, 0 modelo GBXII mostra um ajuste comparavel com o
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Tabela 4.3 — MLEs, correspondentes SEs (dados entre parénteses) e as estatisticas AIC, BIC e
CAIC para os tempos de remissao

Distribuicio a S k c AlIC CAIC BIC
BXII 1 7,6594 1,2166 1,6930 845,0593 845,2398 853,8193
- (2,8676) (0,4987) (0,2379)
GBXII 0,7949 11,0549 1,3903 1,6884 8448096 845,1127 856,4896
(0,5623) (5,1636) (1,6043) (0,9278)
Distribui¢do S m
LL 6,4633 1,6900 843,7586 843,8481 849,5986
(0,5699) (0,1249)
Distribui¢ao «
Exponencial(E)  0,1000 847,4598 847,4894 850,3798
(0,0088)
Distribui¢ao a b o A
W 1 1 1,0535  0,0981 848,8293 848,9189 854,6693
- - (0,0681) (0,0086)
EW 2,7569 1 0,6533  0,2774  844,4500 844,6305 853,2099
(1,2681) - (0,1396) (0,1603)
BW 2,6290  0,8095  0,6791 0,3256  846,4370 846,7400 858,1169

(1,5277) (1,3766) (0,2534) (0,4401)

ajuste do modelo BXII. O modelo GBXII pode ser escolhido como o melhor modelo entre os

ajustados.

Tabela 4.4 — Estatisticas de qualidade de ajuste para os tempos de remissao

Modelo W A*

BXII 0,0235 0,1841
GBXII 0,0208 0,1299
LL 0,0381 0,2908
E 0,1221 0,7041
\W% 0,1358 0,7825
EW 0,0449 0,2839
BW 0,0447 0,2831

O histograma dos dados e as curvas ajustadas das fun¢des densidades da BXII e GBXII sdo
apresentados na Figura 4.6. Conclui-se que a distribui¢do GBXII ajusta-se melhor a esses dados

do que a distribuicdo BXII.

4.9 Conclusoes

Define-se e estuda-se um novo modelo de tempo de vida com quatro parametros denominado
distribuicdo gama Burr XII (GBXII), que estende algumas distribui¢des de tempo de vida bem
conhecidas. A nova distribuicdo contém como modelos especiais as distribui¢des logistica, Burr

XII e Weibull, entre outras. Devido a sua flexibilidade em acomodar diferentes formas da fungao
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Figura 4.6 — Histograma e fun¢des densidades BXII e GBXII ajustadas para os dados de tempos
de remissao
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risco, o novo modelo é uma importante distribui¢do para dados de tempo de vida. Apresenta-se
um tratamento matematico da GBXII incluindo uma expansao util para a sua fun¢do densidade.
Sdo obtidas expressdes de forma fechada para os momentos, momentos incompletos, funcdo
geradora e desvios médios, de forma geral para qualquer valor dos pardmetros. Em duas apli-
cacgdes a dados reais, a nova distribui¢c@o ajustou-se melhor aos dados do que modelos de tempo

de vida conhecidos.
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5 FAMILIA MARSHALL-OLKIN BINOMIAL NEGATIVA:
TEORIA E APLICACAO

Resumo

Estudam-se as propriedades matemadticas gerais de um novo gerador de distribui¢des conti-
nuas com tré€s parametros extras denominada familia Marshall-Olkin binomial negativa. Apre-
sentam-se alguns modelos especiais. A funcdo densidade da nova familia pode ser expressa
como uma combinagdo linear de densidades da distribui¢do base exponencializada. Expressoes
explicitas para os momentos ordindrios e incompletos, para as fun¢des quantilica e geradora,
para as curvas de Bonferroni e Lorenz, para as entropias de Shannon e Rényi e estatisticas de or-
dem, para um modelo base qualquer, sdo determinadas. Discute-se a estimacdo dos parametros
dos modelo por mdxima verossimilhanca e ilustra-se a importancia da nova familia por meio de
uma aplica¢do a dados reais, em que um caso especial da familia proporciona um melhor ajuste
do que outros modelos bem conhecidos com o mesmo nimero de pardmetros (BRITO et al.,
2014).

Palavras-chaves: Desvio médio; Distribui¢ao Marshall-Olkin; Estimacdo; Funcio geradora;
Momento

Abstract

We introduce and study general mathematical properties of a new generator of continuous
distributions with three extra parameters called the Marshall-Olkin negative binomial family.
We present some special models. The family density function can be expressed as a linear com-
bination of exponentiated densities based on the same baseline distribution. Explicit expressi-
ons for the ordinary and incomplete moments, quantile and generating functions, Bonferroni
and Lorenz curves, Shannon and Rényi entropies and order statistics, which hold for any base-
line model, are determined. We discuss the estimation of the model parameters by maximum
likelihood and illustrate the importance of the family by means of an application to real data,
where one member of the family provides a better fit than other well-known models with the
same number of parameters.

Keywords: Estimation; Generating function; Marshall-Olkin distribution;
Mean deviation; Moment

5.1 Introducao

Distribuicdes generalizadas tém sido amplamente estudadas em estatistica e diversos autores
desenvolveram diferentes classes de distribuicdes. Percontini, Cordeiro e Bourguignon (2013)
definiram uma classe de distribui¢des generalizadas com funcao distribuicdo acumulada (cdf)

expressa como
Q-5 —{1-p1—-G)]}™
[(1—=pB) —1] 7

F(z) = (5.1)
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emques > 0,0 < <1, G(z)éacdfbase e g(x) = dG(z)/dzx. A classe de distribui¢des
(5.1) é chamada de classe G-binomial negativa. Ela inclui como caso especial a distribui¢cdo G
quandos =1e 3 — 0.
Define-se a familia Marshall-Olkin binomial negativa (MONB) inserindo a cdf da distribui-
¢éo Marshall-Olkin, dada por H ;o (x), no lugar de G(x) na equag@o (5.1)
G(z;€)

ol =) Gy 2

emque p > 0, G(z;€) = 1 — G(x;€) e G(x;€) é a cdf base, que depende de um vetor

de parametros §. A familia (5.2) tem a propriedade que o minimo da soma de varidveis ale-
atérias geométricas com distribuicdo na familia também tem como distribuicdo essa familia
(MARSHALL; OLKIN, 1997).

Assim, a cdf da MONB ¢ dada por

pBG(x;€) }

“_mﬂ_{l_l—a—méu£>

F(z) = A= p——1 (5.3)
A funcdo densidade de probabilidade (pdf) correspondente a (5.3) fica reduzida a
— s—1
spPg(z,§) [1— (1 —p)G(z;§
f) = (2,6) [1 - (1—p)G(z;¢)] (5.4)

(1=B) =1 {1-[1-p(1—B)CGz:6)}""

em que g(x;€) = dG(x;&)/dx. A partir daqui, seja X ~ MONB-G(s, p, 3, €) uma varidvel
aleatdria com pdf (5.4).
A funcdo razdo de risco (hrf) de X € dada por

spBg(x,€)o(x, &) T
[1-pG(z,8)] 0(x, &) — [1 —DpC(x, g):|—5+17

ém que 5(1‘,5) = {1 _@($7£) [1 _p(l - 5)]}

A familia MONB-G € bem motivada para aplicacdes em engenharia e na industria. Con-

7() =

sidere que a falha de um dispositivo ocorre devido a presenga de um niimero desconhecido N
de defeitos iniciais do mesmo tipo, que podem ser identificados somente depois da falha e sdo
reparados perfeitamente. Seja X; o tempo para a falha do dispositivo devido ao :-ésimo defeito,
para ¢ > 1. Assumindo que os X;’s sdo varidveis aleatdrias e independentes iid de /N com dis-
tribuicdo MO-G, entdo, o tempo para a primeira falha € adequadamente modelado pela familia
MONB-G. Para os estudos de confiabilidade, a varidvel aleatéria X = Min{X;}¥ , pode ser
usada em um sistema em série com componentes idénticos frequentemente aplicados nas areas
de engenharia e industrial.

O objetivo deste trabalho é obter algumas propriedades matematicas de (5.4) para qualquer
distribui¢do G base. Na Secdo 5.2, apresentam-se alguns casos especiais da nova familia. A

Secdo 5.3 apresenta as expansdes para a pdf e a cdf. Na Secdo 5.4, determina-se a funcdo
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quantilica (qf) de X. Expressdes explicitas para os momentos ordindrios, fun¢cdo geradora de
momentos (mgf), desvios médios, entropia de Shannon, entropia de Rényi e estatistica de ordem
sdao apresentadas nas Secdes 5.5 a 5.8. A estimac¢do dos pardmetros do modelo, utilizando o
método de maxima verossimilhanca, € descrita na Secdo 5.9. Uma aplicacdo a dados reais é

apresentada na Secao 5.10. Finalmente, algumas conclusdes sio apresentadas na Secdo 5.11.

5.2 Distribuicoes especiais MONB-G

A densidade da familia MONB (5.4) permite maior flexibilidade nas caudas da distribui¢do e
pode ser aplicada em diversas dreas. A nova familia estende vérias distribuicdes bem conhecidas
na literatura. Assim, apresentam-se alguns de seus casos especiais. A funcdo densidade (5.4) é

melhor empregada quando a cdf G(x; €) e a pdf g(x; £) tém expressdes analiticas simples.

5.2.1 Distribuicao Marshall-Olkin binomial negativa gama (MONBGa)

A funcdo distribuicdo acumulada da gama (para x > () com pardmetro de forma a > 0O e

parametro de escala b > 0 é dada por

(a,x/b)
G(r) = ———
em que I'(a) = [Fw* e ™dw e v(a,z) = [; w* e dw sdo as fungdes gama e gama
incompleta, respectivamente. A fun¢do densidade de uma varidvel aleatoria X com distribui¢ao
MONBGa reduz-se a

s—1
a—1 —z/b (1—p) v(a,z/b)

spBxite [p + ) ]

x;s,p,B,a,b) = :
f( p. S ) b l(a)[(1— ) —1{p(1—B) +[1—p(l— B)V(lg,(ng)]}sﬂ

Alguns gréficos da fungao densidade e da taxa de risco da MONBGa sao apresentados na Figura
5.1.

5.2.2 Distribuicao Marshall-Olkin binomial negativa Fréchet (MONBFT)

Considere a distribui¢do Fréchet (para x, a, b > 0) com cdf e pdf dadas por G(z) = exp|[—(b/x)?]
e g(z) = ab®x7*! exp[—(b/x)?], respectivamente.

A distribuicdio MONBFr, para > 0, tem pdf dada por

a Spﬁ pe p—a—1 ef(b/x)“ [p + (1 _ p) ef(b/x)’l]sfl
(=37 = 1{p (1= 8) + [ —p(1 = H et/

em que a > 0 é um parametro de forma e b > 0 é um parametro de escala. Gréficos de (5.5) e

f(x;s,p,B,a,b) = (5.5)

da func¢do taxa de risco para valores selecionados dos parametros sao mostrados na Figura 5.2.
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Figura 5.1 — Densidade e taxa de risco da MONBGa para alguns valores dos parametros

5.2.3 Distribuicao Marshall-Olkin binomial negativa log-logistica (MONBLL)

A pdf e a cdf da distribui¢do log-logistica (LL) sdo (para z,a, b > 0)

g(z) =ba=bab™ [1 - (fﬂ e Gr)=1- [1 + (fﬂ

) -1

a a
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s= 25; p=15; =0,2; a=4,5; b=6,0
s= 2; p=10; 3 =0,01; a=2,0; b=2,0
s=0,6; p=4; B =0,8; a=1,5; b=4,0
o s=1; p=20; 3 =0,5; a=1,7; b=1,4
o
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o
©
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X
— — s=0.4; p=5.0; 3 =0,9; a=0,8; b=2,0
—— s=0.2; p=1.0; =0,7; a=1,0; b=3,5
- - s=0.8; p=0.2; 3=0,01; a=1,5; b=6,0
— s=3.0; p=4.0; B=0,1; a=3,0; b=1,0

Taxa de risco
00 0.2 04 06 08 10 1.2

Figura 5.2 — Densidade e taxa de risco da MONBFr para alguns valores dos parametros

Inserindo essas expressdes em (5.4) tem-se a pdf da MONBLL (para x > 0)

bsp (x/a)" [p + (/a)/}
[(L=8)==1]p(1-75)+ (z/a)]

A distribuicdo LL surge para s = 1, p = 0 e 8 — 0. Graficos da funcdo densidade e da taxa de

f(x7s?p7/87a7b): a
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risco da MONBLL para alguns valores dos parametros sdo apresentados na Figura 5.3.

2.0

- — s=0,2; p=1,5; = 0,4; a=0,8; b= 2,0
— s=1,0;p=1,0; $=0,02; a=2,0; b=5,0
- - s=0,8{p=20,0; = 0,9; a=3,0; b=20,0
s=0,8; p= 0,4; B= 0,9; a=3,0; b=20,0
LD_ ] -
—

Densidade
1.0

0.5

— s=2,0; p=10,0; B=0,01; a= 2,0; b=2,0
0 — s=0,2;p=2,0; = 0,1; a=10,0; b= 4,0

- - —= s=5,0; p=40,0; 3= 0,7; a= 6,0; b=5,0
o $=0,01; p=10,0; B= 0,4;a=0,8; b= 1,5

Taxa de risco
0.4

0.0

Figura 5.3 — Densidade e taxa de risco da MONBLL para alguns valores dos parametros
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5.2.4 Distribuicao Marshall-Olkin binomial negativa Weibull (MONBW)

Se G(x) é a cdf da Weibull com pardmetro de escala a > 0 e pardmetro de forma b > 0, tem-se
G(z) = 1 — exp|—(ax)’] e a pdf (para x > 0) da distribuigio MONBW ¢ dada por

s—1

bspBate @ |1 - (1-p)e@]
[(1 - 5)75 - 1] {1 — [1 —p(l _ 5)] e*(ax)b}erl :

A Figura 5.4 apresenta algumas possiveis formas da fun¢do densidade e da taxa de risco da
MONBW.

f(x;s,p,8,a,b) =

5.3 Expansoes uteis

Usando a equagdo (13) de Percontini, Cordeiro e Bourguignon (2013), expansdes para a pdf
e cdf da classe MO dadas em Barreto-Souza, Lemonte e Cordeiro (2013) e uma equacgao para
uma série de poténcia elevada a um inteiro positivo de Gradshteyn e Ryzhik (2007, Se¢ao
0.314), a pdf de X, para p € (0, 1), pode ser expressa como uma combinagdo linear de fungdes

densidades de G-exponencializadas (abreviadamente exp-G)

f(x) = Z Vimit hj+m+t+1($§ £), (5.6)
7,m,t=0
em que ho(7;€) = ag(x; €) G 1(x; &) denota a fun¢do densidade da exp-G com pardmetro

de poténcia a,

o0

G+ m+1 |
Vimt = ;ﬂ (] Tttt 1) Wi 5 Vi,m Cjts
o (FW s (s 1), (K
T ,; G+ 1R (1= )~ 1] (y)
!
_ (D) "p(+1) (1 —p) (1
Ul’m_w;) l—m+1 (m)’

Cie = (t0g") Xm0+ 1) = by Cipmns t 2 1,0 = 3072 00y 0 = Bp e () = D(s +
k)/T(s) =s(s+1)...(s+ k— 1) é o simbolo de Pochhammer.
Parap > 1, f(z) em (5.4) pode ser expressa de modo semelhante como

F@) =" it hjsriin(2;€), (5.7)
7,m,t=0
em que
i+ 1) (r+1
Pjrt = <J ) ( ) Wi Vr djit,

(r+j+t+1)
ve= (1) L= (/P dje = (trg ") sy (G +1) = vndjnn t > L djo = 14
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1.2

Densidade
0.6

0.3

— s=15,0; p=0,2; = 0,3; a=0,2; b=2,0
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- - s=10,0; p=10,0; $=0,01; a=1,0; b=2,0
s=10,0; p= 0,4; 3=0,01; a=1,0; b=2,0

s=15,0; p=0,2; B= 0,3; a=0,2; b=2,0
s=2,0; p=3,0; = 0,8; a=0,4; b=1,4
s=10,0; p=10,0; B =0,01; a=1,0; b=2,0
$=10,0; p= 0,4; B =0,01; a=1,0; b=2,0

Taxa de risco

()

Figura 5.4 — Densidade e taxa de risco da MONBW para alguns valores dos parametros

(d)

Por integragdo de (5.6) e de (5.7), pode-se expressar F'(x) como

F(JZ) = Z Yim.,t Hj+m+t+1<m;£)a para p € (Oa 1)7

m,7,s=0

(5.8)
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F(x)= Y @jrt Hiprorpa(2:€),  parap > 1, (5.9)

j,?",t:O
respectivamente. As equacdes (5.6) e (5.7) revelam que algumas propriedades matematicas da
nova familia podem ser obtidas utilizando as propriedades conhecidas das distribui¢cdes exp-G.
Algumas dessas propriedades serdo apresentadas para a equacao (5.7), mas resultados similares

pode ser obtidos para a equagao (5.6).

5.4 Funcao quantilica
A correspondente gf para (5.3) é obtida diretamente da qf associada a G(z; &) por

Q(u) = F ' (z) =G ' (1 —u%§), (5.10)

B Y

o Bp+p {1— B—u (5—1)]1/8}’
p=1-pel=(1-p)"

Quantis de interesse podem ser obtidos de (5.10) substituindo valores apropriados para .

em que

Em particular, a mediana de X € obtida para v = 0, 5. A motivacdo para usar medidas baseadas
nos quantis € a ndo-existéncia da assimetria e da curtose para muitas distribui¢des generalizadas.
Neste caso, pode-se calcular a assimetria de Bowley que tem como base os quartis (KENNEY;
KEEPING, 1962)

g @6/ —2Q(1/2) + Q(1/4)
Q(3/4) — Q(1/4)
e a curtose de Moors (MOORS, 1988) que € baseada nos octis
A = QU7/8) —Q(5/8) + Q(3/8) — Q(1/8)
Q(6/8) — Q(2/8) '

Gréficos da assimetria e curtose da distribuicdo MONBW, para algumas escolhas de s, 3, a

e b, como fun¢do de p sdo apresentados na Figura 5.5. Os gréficos indicam que ha uma grande

flexibilidade das curvas de assimetria e curtose para essa distribuicao.

5.5 Momentos

Uma primeira férmula para o ¢g-ésimo momento de X, dada por y;, = E(X1?), segue de (5.7)
como

“21 - Z Qjrt £ (Yﬁrﬁﬂ)a (5.11)

j7r7t:O
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Figura 5.5 — Gréficos de assimetria e curtose da MONBW como fun¢do de p para valores sele-
cionadosde se S coma =5,0eb=2,0

em que F (Y?) é o g-ésimo momento de Y, ~ Exp-G(«;€&). Expressdes para os momentos
de diversas distribuicdes exponencializadas sdo dadas por Nadarajah e Kotz (2006), as quais
podem ser utilizadas para obter F/(X1).

Uma segunda férmula para y;, pode ser derivada de (5.11) em termos da qf da base Q¢ (x;€) =
G~1(x;€). Obtém-se

M; = Z (pj,T,th(j7T,t>, (5.12)
7,m,t=0
em que 7,(j,7,t) é dado por
1
,(4,rt)=0G+r+t+1) / Qalu; &)/t du. (5.13)
0

Os momentos ordindrios de vérias distribuicoes MONB podem ser determinados direta-

mente das equacdes (5.11) e (5.12). Para a distribui¢do Marshall-Olkin binomial negativa ex-
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ponencial (MONBE) (com parametro A > 0), tem-se

py = (=AD" it Sty

7,m,t=0
. a1 : :
emque S, tq=(j+r+t+1) mB(]%—r%—t%—l,z—j —r—t) e B(-,-)éa
< z=j+r+t+1
fungdo beta.
A mgf M(t) = E (e'*) de X segue de (5.7) como
M) =" i My (t56), (5.14)

j7T7U:O

em que M, (t; &) é amgf de Y,,. Outra representagdo para M (t) é obtida de (5.14) como

M(t) = Z Pjrw pj,r,v(t; 5)7

7,r,v=0
em que
1
ralti) = G470+ 1) [ exptQalus ) w T+ du. (515
0
A mgf da distribuicilo MONBE ¢ dada por (para At < 1)
Mt)= Y (+r+v+1)BAL=Atj+r+uv+1).
7,m,0=0

5.6 Desvios médios

Os desvios médios sobre a média (9;) e sobre a mediana (d5) de X podem ser expressos como
01 = E(|X — pi|) = 204 F(py) — 2T (ny) e 0o = E(|X — M|) = py —2T(M), (5.16)

respectivamente, em que p) = E(X), M = Median(X) denota a mediana, F'(u]) segue
de (5.3) e T(z) = [°_ « f(x)dx é o primeiro momento incompleto de X. A mediana M ¢é
determinada explicitamente da qf (5.10) por M = Q(1/2).

Fazendo v = G(z) em (5.7) tem-se

T(z) = Z Ojtr Tjri(2), (5.17)

Jyrit=0

em que a integral 7}, ,(z) pode ser expressa em termos de Q(u) = G~'(u) por

G(z;g) ‘
Tire(z)=(G+r+t+1) / Qc(u; &) W du. (5.18)
0

Os desvios médios de X podem ser calculados das equacdes (5.16)-(5.18). Por exemplo, os
desvios médios do modelo MONBE (com parametro \) € imediatamente calculado da fungao
-\ (e§ _ 1)j+r+t+1 e~ % (+r+t+1)

Tii(2) = — .
i (2) G+r+t+1)(G+r+t+2)

log (eX +j+r+t+1).
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Um representagdo alternativa para 7'(z) pode ser encontrada de (5.7) como

T(z) = / x f(x)dr = Z Pirit Jj,r,t(z), (5.19)
- 7,r,t=0
em que
Jjrt(2) :/ T hjprie(2;§) de. (5.20)

A equacdo (5.20) representa a quantidade basica para calcular os desvios médios das distribui-
¢coes exp-G. Portanto, os desvios médios da MONB-G dependem somente dos desvios médios
da distribuicao exp-G.

Uma aplicagdo simples € fornecida para a distribuicilo MONBW. A Weibull exponenciali-
zada com parametro de poténcia j* = j + r + ¢ + 1 tem funcdo densidade (para x > 0) dada

por
hj-(x) = j* ab” 2*~ exp{—(bx)"}[1 — exp{—(bx)"}}" !
e, entao,

Jire(2) = (+r+t+1)ab’ /OZ 2% exp{—(bz)?}[1 — exp{—(bz)*}Jt* dx

. = +rt) [7
= (j+r+t+1)ab” Z(—nk(’ L ) / 2% exp{—(k + 1)(bx)*}dx.
k=0 0
Pode-se calcular a dltima integral usando a fungdo gama incompleta, para o > 0, y(«,z) =

X — — ~
Jo w*'e™V dw, e, entio,

Y- o (DR 1 .
Tiaa(2) = (G r+t41)ab y gt a4 a7l (k+ 1)(82)7).
k=0

As equacdes (5.17) e (5.19) sdo os principais resultados desta secdo. Uma aplicacdo dessas
equagdes pode ser a obtencao das curvas de Bonferroni e de Lorenz definidas para uma dada
probabilidade p por B(p) = T(q)/(pp}) e L(p) = T(q)/uy, respectivamente, em que pf =
E(X)eq=F"'(p).

5.7 Entropias

A entropia de uma varidvel aleatéria X com fungo densidade f(z) é uma medida da vari-
acdo da incerteza. A entropia de Shannon é definida por E{—log[f(X)]}. Suponha X ~
MONB-G(s, p, 3, £). Entdo,

E{~log[f(X)]} = —log [L] ~ B {log [g(X: £)])

(1-p)—7—1
+(s = 1E (log {1 —[1 - p(1 - B)|G(X;€)})
—(s=1)E{log[1 - (1-p)G(X;€)]}. (5.21)
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As trés esperancas em (5.21) podem ser expressas como

B {loglg(6: 00} = [ toglg(i €)1 de = 3 5 s T

7,m,t=0

E(log{1-[1-pflG Z 7 Vit (L =pB) TG 21 (1,15 + 2,1 = p B),

7,m,t=0

compf#1le

E{log[1-(1-p)G(X:&]} == > i v L =p)T(7) 2B (1, 1557 +2:1 - p).
7,m,t=0
1 .
Aqui, j* = j+r+t+ 1 Ly =I(u) = /0 log {g[Q(u; )} v du, g[Q(u; €)] €

a fun¢do densidade aplicada a quantilica e pﬁq ¢ a funcdo hipergeométrica regularizada que é
dada por ,Fy(ay, ..., ap: by, ... by 2) = pFy(a;b; 2)/[0(by) ... T(b,)]. Assim, segue a partir da
equagdo (5.21)

B{-loglf(0)} = —log [ =22 ]+ 3y 5.2

7,m,t=0
x{Lins = (s= 1) (1= pB) TG 2FA (117 + 21— p )
(5= D= PTG R +21-p)
Outra medida de entropia popular € a entropia de Rényi dada por

1iclog {/Oofc(l’)dl’

A integral pode ser expressa como
9] ¢ proo c rares c(s=1)
flyde =1 Ga—F=—1 e
o0 oo {1—=[1—p(1-B)]G(z:6)}
expandindo os bindmios e modificando a varidvel

Tn(e) = - ! ~log { {(1_%} Z - ”} (5.24)

4,7=0

Jr(c) =

,c>0,c# 1. (5.23)

em que @, ; = w; () = (=1)" [L—p (1=B)[ (1—p) ("°GH) (O V) e di; = Jij(c,u) =
! 1 —wu; &) vt du. Para o modelo MONBW com parametros a > 0 e b > 0, obtém-
09 p

1 spB |7 (e 1)
JTr(c) = 1108 { [m} ) gy i Ti’j”“} ’

1,5,k=0

S€

emque T} = Tijn(c,a,b) = (=1)"T(1+7) (i+j+1)"" (parab+ak+(a—1)(c—1) >
—Der=lak+ (a—1)(c—1)]/b. As equagdes (5.22) e (5.24) sdo os principais resultados

desta secao.
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5.8 Estatisticas de ordem

Estatisticas de ordem aparecem em diversas dreas da estatistica tedrica e pratica. A funcgdo
densidade f;.,(z) da i-ésima estatistica de ordem X;.,,, parai = 1, ..., n, de varidveis aleatdrias

1id., Xq,..., X, com qualquer distribuicio MONB, € simplesmente dada por

o) = e o (7))

Percontini, Cordeiro e Bourguignon (2013) demonstram que

[e.9] n—i

f%n - Z Z My k5 7‘+k+]+z( ) (525)

r,k=0 7=0

e (‘1)j i(r+ 1) Wek Viriotp (1 n—1
rikig (r+k+j—+1) ; i)

Substituindo A, 4;+i(z) pela densidade da MO-exponencializada com pardmetro r + k +

em que

J + i e expandindo os bindmios, a densidade da ¢-ésima estatistica de ordem da distribuicao
MONB reduz-se a

fimlx Z Z Zwrk]ztl hosirjyini (7€), (5.26)

rk,t=0 j=0 [=0

em que

w"'?k)jii’t?l -

(D)*'p(A=p)fr+hk+j+i) (r+k+j+itt _—
(r+k+j+i+l) t kg

ho(z, &) é apdf de Y, ~ Exp-G(«; €).

O m-ésimo momento da estatistica de ordem X;.,, pode ser expresso como

oo mn—i t
Xin) = Z ZZ Wr ke gt T (T K, J, 1, 1), (5.27)

r,k,t=0 7=0 [=0

em que 7, (1, k, j,1,0) = (r+k+j+i+1) fol Qc(u; &)™ ur T+t gy podem ser computados
numericamente.
A mgf de X;.,, podem ser obtidas de (5.26) como

t) = Z i Z Wrk il Prikgil(t:€), (5.28)

r,k,v=0 j=0 [=0

em que prp;ii(t€) = (F+k+j+i+10) [ expltQolu;&)] w1 gy podem ser
computadas numericamente. As quantidades F(X]") e M;.,(t) para a distribuicio MONBE
com pardmetro A\ > 0 (para t < A\~!) seguem das equagdes (5.27) e (5.28) como

E(X)=ml\" Z ZZ Wrk,j,tl __'_11:::1 <T+k2—j+i)

rk,t,v=0 7=0 [=0
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n—1i v

Z SN wrkgea Br+k+j+i+1,1- M),

r.k,u=0 7=0 [=0
respectivamente. Algumas propriedades matematicas das estatisticas de ordem da MONB in-
cluindo momentos, momentos fatoriais e inversos, mgf, desvios médios e curvas de Bonferroni
e de Lorenz podem ser derivadas da equacdo (5.26) pelas conhecidas propriedades da distribui-

cdo Exp-G.
5.9 Estimacao

Adota-se 0 método de méxima verossimilhanga para estimar os parametros do modelo. O lo-

garitmo da fungdo de verossimilhanga, ¢(€), de uma amostra xy, . .., x, of X com pdf (5.4) é
dado por
(6) = n [log(s) +log(p) +log(B) — log{[(1 — 5)~* — 1]}] (5.29)
+ Zlog [g(z:; &) Zlog {1-G(z; €)1 —p(1 - pB)]}
i=1

+ (5= 1) Y log[1 - (1 p)Clas )],

em que £ é um vetor p X 1 de parAmetros desconhecidos da distribuicdo base G(z; &).
A expressdo (5.29) pode ser maximizada diretamente usando o software R (pacote bbmle)
ou pela resolug@o das equacdes nao-lineares de verossimilhanca obtidas pela diferenciacdao de

(5.29). Os componentes do vetor escore U (8) sdo dados por

Us(0) = n{%—l—ll(igT] Zlog{l— (z:;€)[1 —p(1 = B)]}

o (1-5)G(x:;€)
p —1- Gz )l —p(1-p)]

B (B—1)[(1—=p)—1]
& p@(:ci;ﬁ)
e el p (1)
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P g(z;;€) — 1- G(z; ©)[1 —p(1 = 5]

~ (1-p)0G(2::€)/0¢
_ (s—1>; 1—(1—p)Grs€)

para j = 1,...,p. Para estimacdo intervalar e testes de hipéteses sobre os parametros do

Ue () = ZM_(SH)ZH—p(l—B)}aG(xi;g)/agj

modelo, a matriz de informac@o observada é requerida. Os (p + 3) X (p + 3) elementos da
matriz de informagio observada sdo dados no Apéndice APENDICE D. -

Sob certas condi¢des que sdo satisfeitas para os parametros no interior do espago paramé-
trico, mas ndo sobre a fronteira, a distribuicdo normal multivariada N,3(0, J (5)_1) em que
J (5) ¢ a matriz de informacdo observada avaliada em 5, pode ser usada para construir interva-
los de confianga aproximados para os parametros individuais. Para comparar essa distribui¢ao
com alguns modelos especiais, podem-se utilizar os trés bem-conhecidos testes: estatistica da
razao de verossimilhanca (LR), estatistica de Wald e escore de Rao. Para testar modelos encai-
xados, estas estatisticas convergem para uma distribuicdo qui-quadrado com nimero de graus
de liberdade igual a diferenga entre o nimero de parametros desconhecidos dos dois modelos

testados.
5.10 Aplicacao

Apresenta-se, a seguir, a analise de um conjunto de dados reais com fins ilustrativos. Estes dados
de resisténcia sdo originalmente descritos por Gupta € Kundu (2010). Os dados representam a
medida de resisténcia em GPa para fibras simples de carbono. Os dados sdo: 1,901; 2,132;
2,203; 2,228; 2,257; 2,350; 2,361; 2,396; 2,397; 2,445; 2,454; 2,474; 2,518; 2,522; 2,525;
2,532; 2,575; 2,614; 2,616; 2,618; 2,624; 2,659; 2,675; 2,738; 2,740; 2,856; 2,917; 2,928;
2,937; 2,937; 2,977; 2,996; 3,030; 3,125; 3,139; 3,145; 3,220; 3,223; 3,235; 3,243; 3,264;
3,272; 3,294; 3,332; 3,346; 3,377; 3,408; 3,435; 3,493; 3,501; 3,537; 3,554; 3,562; 3,628;
3,852; 3;871; 3,886; 3,971; 4,024; 4,027; 4,225; 4,395; 5,020. Na Tabela 5.1 € apresentado
um resumo descritivo desses dados. Tém-se, possivelmente, dados provenientes de distribui¢dao

leptocurtica e com assimetria positiva.

Tabela 5.1 — Estatisticas descritivas

Média Mediana Desvio padrdo. Varidncia Assimetria Curtose Min  Midx
3,059 2,996 0,621 0, 386 0,648 0,412 1,901 5,020

Foram ajustadas as distribuicdes MONBGa, MONBFr, MONBLL, MONBW, McDonald
Weibull (McW) e beta Burr XII (BBXII) a esses dados. A distribuicio McW (CORDEIRO;
HASHIMOTO; ORTEGA, 2014) tem pdf (para z > 0)

cYNT _on Cara—t e Pl
f(x;aab7ca/\77):B(a—/C’b)e OO 1 — e ] {1—[1_8 O] } 7
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e a distribuicio BBXII (PARANAIBA et al., 2013) tem pdf (para = > 0)

cka! k)@
f(z;a,b, 8k, c) = B [t (:E/S)C]ikbil {1 —[1+ (z/s)]] } )

Na Tabela 5.2 sdo apresentadas as estimativas de mdxima verossimilhanca (MLESs) e os cor-
respondentes erros padrao estimados (SEs), os valores das estatisticas critério de informacao de
Akaike (AIC) (AKAIKE, 1974), critério de informacao de Akaike corrigido (CAIC) (BOZDO-
GAN, 1987) e critério bayesiano de Schwarz’s (BIC) (SCHWARZ, 1978) para os dados atuais.
Os trés critérios de informagdo indicam uma possivel classificacdo para os modelos. O me-
nor valor desses critérios sdo para a distribuicio MONBFr que pode ser escolhida como mais

adequada nesse caso.

Tabela 5.2 — MLE:s, correspondentes SEs (dados entre parénteses) e as estatisticas AIC, BIC e
CAIC para as resisténcias medidas em GPA

Distribui¢ao s P B a b AIC CAIC BIC

MONBGa 12,3033 0,4627 0,0001 26,3423 0,1263 123,0602  124,1128  133,7758
0,1761) (4,0827) (1,3355) (4,5385) (0,0276)

MONBFr 19,4494 21,9129 0,5387 3,9315 2,9039 121,9879  123,0405  132,7035
(16,1003)  (28,2683)  (0,4824) (2,2013)  (0,9094)

MONBLL 7,8028 4,8313 0,0003 2,4950 8,6457 125,6897  126,7423  136,4054
(0,0350)  (110,6903)  (0,3259)  (6,6226)  (0,8903)

MONBW 3,9801 0,0282 0,0128 0,2163 8,3418 125,0002  126,0529  135,7159
(0,0039) (0,0633) 0,6311)  (0,0324)  (1,0050)

Distribuigao a b c A ¥ AIC CAIC BIC

McW 76,1084 1,6927 0,2581 1,2688 1,0471 122,6394  123,6920  133,3550
(0,0687) (3,4804) (0,0253)  (0,2945)  (0,6390)

Distribui¢ao a b s k c AIC CAIC BIC

BBXII 27,5702 16,3410 1,5690 0,6566 1,9694 122,6825  123,7351  133,3982

(77,2675) (6,7441) (2,4389)  (1,3294)  (2,8207)

Além disso, sdo calculadas as estatisticas de qualidade de ajuste de Cramér-von Mises (W*)
e de Anderson-Darling (A*) com a finalidade de verificar qual modelo se ajusta melhor a esses
dados. As estatisticas W* e A* sdo bem descritas por Chen e Balakrishnan (1995). Quanto
menor os valores destas estatisticas, melhor o ajuste aos dados. Os valores das estatisticas W*
e A* para os cinco modelos ajustados sdo dados na Tabela 5.3. Com base nestes valores, o
modelo MONBFr ajusta-se aos dados melhor do que os outros quatro modelos e, entdo, pode

ser escolhido como o melhor modelo.

Tabela 5.3 — Estatisticas de qualidade de ajuste para os modelos ajustados

Modelo W+ p-value A*
MONBGa 0,0615 0,3616 0,3408 0,4961
MONBFr 0,0476 0,5465 0,2672 0,6873
MONBLL 0,0889 0,1590 0,5018 0,2066
MONBW  0,0768 0,2280 0,4512 0,2742
McW 0,0616 0,3609 0,3281 0,5176
BBXII 0,0613 0,3634 0,3287 0,5167
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Estes modelos sdo ndo-encaixados e portanto podem ser testados utilizando a estatistica LR
para modelos ndo-encaixados (CAMERON; TRIVEDI, 1998, Secdo 5.7.2). Os resultados sdao
apresentados na Tabela 5.4. Neste caso, para os dados de resisténcia medida em GPa, rejeita-se

a hipétese nula para os quatro testes LR em favor da MONBFr.

Tabela 5.4 — Testes LR

Modelos Estatistica T, g yn  p-valor
MONBFr vs MONBGa 25,0240 <0,0001
MONBFr vs MONBLL 15,3649 <0,0001
MONBFr vs MONBW 16,1274 <0,0001
MONBFr vs McW 24,2394 <0,0001
MONBFr vs BBXII 0,8203 0,2060

O histograma dos dados e o gréifico das funcdes densidades ajustadas, MONBFr, McW e
BBXII, sao apresentados na Figura 5.6. Com base na figura e nos testes, conclui-se que o

modelo MONBFr ajusta-se melhor a esses dados.
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Figura 5.6 — Histograma e gréfico dos quantis para os modelos ajustados com base nas distri-
bui¢des MONBFr, McW e BBXII aos dados de resisténcia
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5.11 Consideracoes finais

Pela primeira vez, propde-se a familia de distribui¢des Marshall-Olkin negativa binomial
(MONB). A familia MONB estende vérias distribuicdes conhecidas, tais como as distribui¢des
normal, Weibull, gama, log-logistica e Gumbel. Na verdade, para cada distribui¢do G, pode-
se definir a correspondente distribuicilo MONB-G usando uma equagdo simples. Demonstra-
se que algumas propriedades matemadticas da distribuicilo MONB-G podem ser prontamente
obtidas a partir das distribui¢cdes G-exponenciadas. As expressdes explicitas para os momentos
ordindrios, funcdo geradora, entropias de Rényi e Shannon e estatisticas de ordem sao derivadas
para qualquer distribuicio MONB-G. Discutem-se estimac¢ao por mdxima verossimilhanca e
inferéncia sobre os pardmetros do modelo. Um exemplo com dados reais ilustra a importancia

e potencialidade da nova familia.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

6.1 Conclusao

Neste trabalho, fez-se um tratamento matematico para duas novas distribuicdes, a McDonald
Gumbel e a gama Burr XII, e para uma nova classe geradora de distribui¢des continuas, a
Marshall-Olkin binomial negativa. Entre as propriedades apresentadas, podem-se destacar, a
fun¢do densidade de probabilidade, a funcao distribui¢do acumulada, a funcdo densidade das
estatisticas de ordem, a funcao geradora de momentos, os desvios médios, a entropia e as curvas
de Bonferroni e Lorenz. O processo de estimacao para os parametros dos novos modelos foi o
método de méxima verossimilhanga e obteve-se a matriz de informagao observada.
Consideraram-se, também, alguns testes tuteis para comparar modelos, tais como o teste da
razdo de verossimilhancga e as estatisticas de Cramér-von Mises e de Anderson-Darling. Aplica-
coes com dados reais foram realizadas para mostrar que as novas distribuicdes podem ser usadas
mais efetivamente para proporcionar um melhor ajuste do que outros modelos conhecidos na

literatura.

6.2 Pesquisas futuras

Dando continuidade a essas pesquisas, pretende-se apresentar modelos de regressdo para as no-
vas distribuicdes e para a nova familia, bem como introduzir anélise de diagndstico (influéncia

local e residuos) para os novos modelos de regressao.
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APENDICE A - Matriz de informacéo observada da distribuicio McGu

Os elementos da matriz de informagdo observada J(0) para os pardmetros (a, b, c, i1, o) da

distribuicdo McGu envolve as seguintes quantidades: v'(-) é a derivada da fun¢do digama,

—Cuj

zi=(x; —p)/o,u;=e“et; =e . Os elementos de J (@) sdo:

Joa =0V (a +b) — Y (a)], Jap = n'(a +b), Joe = —CZ Ui,
i=1

C

& - -
Jop= ==Y i ==Y s, Jw=nll (@t b) = WD),
i=1 =1

o= ——
o “

Jca - - — Z’i ui - Z [ (1 o t,L)Q Y

N oac — e(b—1) = (wit; [(1 = z)(1 —t;) + ¢z uy

n 2 & ac
oo = ;_;;Zi‘i‘;;[%(?_zi)ui]
c(b—l)zn:{ziuiti[(Z—zi)(l—ti)—i-cziui]}

0'2 (1 —tz)Q

=1
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APENDICE B - Integral

Tem-se o seguinte resultado que vale para m e k inteiros positivos, 1 > —1 e p > 0 (PRUDNI-
KOV; BRYCHKOV; MARICHEY, 1992, pag. 21)

I(pmv) = / exp(—pa) o (1 + 2% ) da
0

kv mit s
= (m—1) X

(2m) 2 I (=v)prtt

Gk,k’-i-m m_m A<m7 _:u)a A<k7 v+ 1)
k+m,k pm A(l{?, 0) )

o))

em que A(k,a) = %, % ... =tk ¢ 3 fungio Meijer G definida na Segdo 4.3.
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APENDICE C - Matriz de informaciio observada da distribuicio GBXII

Os elementos da matriz de informagdo observada .J(0) para os pardmetros (a, s, k, ¢) da GBXII

Sao

2
Gg’g <log[ui] 01(’)1a ) —2Q(a,log[u;]) Gg:g <10g[ui]
Jaa(0) = —ny(a) — Z —

ieC Q (a,log[u,])”

1,1,1
0,0,0,a

o 3,0 ) % a
(ui — 1) Gys <10g[“1] —l,a—1,2a~1 )

ieC u? Q (a, log[ui])?

)

a,a
—l,a—1,2a—1

Jun(0) = =, Jac(0) =3 | — 2 :
k(6) A ) ; [Uz log(ui)} +i€C u? Q (a,loglu;])?
_re  c(k+1) ¢+ u; (a— 1 (uj — 1) [e(u; — 1) — (ui + ¢) log(u;)]
Jss(0) = 52 + 52 ot { 12 :| { u? log(ui)Q }
_ ¢ (Uz — 1) log(u Z)a
52 = 4Q(a,log[u;])?

x{e(ui — 1) [Q(a, log[ug])u; (a —1 — 2 log[ui] + ui (¢ + 1) log[ui]) + log(ui)"]},

Jue) = YUl

w
i€eF v

Jee(0) = r_ (K ‘;‘ 1) Z { (u; — 1)[u; + ¢ log(u; — 1)] }

S u2

ieC g
(a—1) (u; — 1)[cv; — log[ug](u; + ¢ log[u; — 1])]
Nrd { u? log(u;)? }

ieC

(u; — 1) log(u;)*~2
+; u} @ (a log[uz])
x{cv; log(u;)® + w; log(u;)[u; — c(u; — 2) log(u; — 1)] — c(a — 1)v; Q (a,log[u;])},
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ra (%
Jik(0) = T Jie(0) = —

)

w
ieF "

B _Z —1‘3110g[uz] —2

= uf Q (a,loglu;))
x {u; Q (a,loglu;]) [u; log(u;) + (u; —

1)*(a =1 =2 log[ui])] + (ui — 1) log[ua]"},

em que u; = 1+ (2;/s)%, v; = (w/5)" log[(zi/s)°],
Qa,z) = [t te

na Secdo 4.3.

Y(s) = d log I'(s)/ds é a fungdo digama,

* dt é a fungdo gama incompleta e G, (+|-) é a fungdo Meijer G definida
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APENDICE D - Matriz de informacéo observada da familia MONB-G

Os elementos da matriz de informagdo observada J(0) para os pardmetros (s, p, 3, €) da distri-
buicdo MONB-G siao

_y Glasg N~ (1-p)Csg)
Jsp ; 1 - (1 —P)E(Ii;f) ; 1 —@(Ii;f) [1 —P(l - ﬁ)]’

(1B fsled -8 -1 ¢ pTias: &)
Jon = { L= A)1-p)y 1P }

+

n

T, = Z (L) 96 €)/08 5~ [L-p( = 9] 06(x:8)/05,

= 1-(1-p)Gs&) = 1-Gaz&l-p(1l-p)

n (1-B3)0G(x:;€)/0¢
Jpg; = (s+1 G i
o = (DY [p(1— B) Gl €) + Gl €))

o n 0G(x;€)/0¢;
(s—=1) ) p+(1—p)G(z:;6)’

i=1

_ onslsH )@= -1 . P’ G(x;; )
K () sy * H);{1—5(a:i;£)[1—p(1—ﬁ)]}2’

i pOG(z;;€)/0&;
—~ {p(1 - B)C(z€) + G(z;6)}

Jﬁ&j = _<S+1)
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" g €) 0 gl €)/0€ — [0 g(x:;€) /0 &)
Jee, = ;g( £)0g( E)é(xig)Q[ 9(x:;€)/9¢]

_ (:_ 0 i (1-p) {0 -p) = [pC@; &) + G &] }

=1



	capa_Edleide.pdf
	TeseArtigo.pdf



