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RESUMO
Modelos de transicao para dados binarios

Dados binarios ou dicotomicos sao comuns em muitas areas das ciéncias, nas
quais, muitas vezes, ha interesse em registrar a ocorréncia, ou nao, de um evento particular.
Por outro lado, quando cada unidade amostral é avaliada em mais de uma ocasiao no tempo,

tem-se dados longitudinais ou medidas repetidas no tempo. E comum também, nesses estu-
dos, se ter uma ou mais variaveis explicativas associadas as variaveis respostas. As variaveis
explicativas podem ser dependentes ou independentes do tempo. Na literatura, ha técnicas
disponiveis para a modelagem e analise desses dados, sendo os modelos disponiveis extensoes
dos modelos lineares generalizados. O enfoque do presente trabalho é dado aos modelos
lineares generalizados de transicao para a andlise de dados longitudinais envolvendo uma
resposta do tipo binaria. Esses modelos sao baseados em processos estocasticos e o interesse
estd em modelar as probabilidades de mudangas ou transi¢oes de categorias de respostas
dos individuos no tempo. A suposicao mais utilizada nesses processos é a da propriedade
markoviana, a qual condiciona a resposta numa dada ocasiao ao estado na ocasiao anterior.
Assim, sao revistos os fundamentos para se especificar tais modelos, distinguindo-se os
casos estacionario e nao-estacionario. O método da méaxima verossimilhanca ¢é utilizado
para o ajuste dos modelos e estimacao das probabilidades. Adicionalmente, apresentam-se
testes assintOticos para comparar tratamentos, baseados na razao de chances e na diferenca
das probabilidades de transicao. Outra questao explorada é a combinacao do modelo
de efeitos aleatorios com a do modelo de transicao. Os métodos sao ilustrados com um
exemplo da area da saude. Para esses dados, o processo é considerado estacionario de
ordem dois e o teste proposto sinaliza diferenca estatisticamente significativa a favor do
tratamento ativo. Apesar de ser uma abordagem inicial dessa metodologia, verifica-se, que os
modelos de transi¢ao tém notavel aplicabilidade e sao fontes para estudos e pesquisas futuras.

Palavras-chave: Dados longitudinais; Modelo linear generalizado; Processos estocasticos;
Probabilidades de transicao; Maxima verossimilhanca



ABSTRACT
Transition models for binary data

Binary or dichotomous data are quite common in many fields of Sciences in
which there is an interest in registering the occurrence of a particular event. On the other
hand, when each sampled unit is evaluated in more than one occasion, we have longitudinal
data or repeated measures over time. It is also common, in longitudinal studies, to have
explanatory variables associated to response measures, which can be time dependent or inde-
pendent. In the literature, there are many approaches to modeling and evaluating these data,
where the models are extensions of generalized linear models. This work focus on generalized
linear transition models suitable for analyzing longitudinal data with binary response. Such
models are based on stochastic processes and we aim to model the probabilities of change
or transitions of individual response categories in time. The most used assumption in these
processes is the Markov property, in which the response in one occasion depends on the
immediately preceding response. Thus we review the fundamentals to specify these models,
showing the differences between stationary and non-stationary processes. The maximum
likelihood approach is used in order to fit the models and estimate the probabilities.
Furthermore, we show asymptotic tests to compare treatments based on odds ratio and on
the differences of transition probabilities. We also present a combination of random-effects
model with transition model. The methods are illustrated with health data. For these data,
the process is stationary of order two and the suggested test points to a significant statistical
difference in favor of the active treatment. This work is an initial approach to transition
models, which have high applicability and are great sources for further studies and researches.

Keywords: Longitudinal data; Generalized linear model; Stochastic processes; Transi-
tion probabilities; Maximum likelihood
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1 INTRODUCAO

De um modo geral, o termo medidas repetidas é comumente empregado para
designar um estudo, observacional ou experimental, em que cada unidade amostral é avaliada
em mais de uma ocasidao (tempo, distancia, dosagem, etc). Quando a ocasido utilizada é o
tempo, diz-se também estudo longitudinal. Ainda, os termos medidas repetidas no tempo ou
estudo longitudinal sao designacgoes estatisticas muito associada as areas da biologia, saude
e agronomia, embora estudos com essa caracteristica, sejam realizados e aplicados a outras
areas do conhecimento. Assim, na literatura, nao é raro, encontrar o termo “dados de painel”,
para esses estudos nas dreas economicas e sociologicas, como também, “dados em fila” na
area das ciéncias politicas. Ha ainda alguns autores que preferem o uso do termo “corte
transversal dos dados”.

Embora sob diferentes designacoes, essas variacoes de termo de um assunto
comum, nas diferentes areas, em sintese, referem-se a uma pesquisa, em que sao tomadas
observagoes repetidas, em geral numa escala ordenada de tempo, de uma varidavel resposta e
um conjunto de varidveis explicativas (covariaveis) para cada uma das unidades amostrais ou
experimentais. A variavel resposta assim como as explicativas podem ter natureza qualitativa
ou quantitativa e os métodos de andlise sao comuns a todas as areas. Na verdade, o que
determina os métodos para a analise de dados longitudinais é o tipo de resposta avaliada e as
questoes de interesse do pesquisador. De acordo com Andrade e Singer (1986), Noleto (1991)

e Diggle et al. (2002), entre os objetivos bésicos de um estudo longitudinal, podem-se citar:

1. Comparar o efeito de tratamentos ou grupos quanto ao padrao de variacao da dis-
tribuicao das respostas ao longo das ocasioes, isto é, verificar se ha interacao entre

tratamento (ou grupo) e o fator ocasiao (tempo);

2. Comparar os diferentes tratamentos, fatores ou grupos quanto as distribuicoes médias

de resposta, isto é, verificar se ha efeito de tratamento (fator ou grupo);

3. Verificar se ha efeito do fator ocasido (tempo) comparando as diferentes ocasides em

relacao as distribuicoes médias de resposta;

4. Descrever a distribuicao das mudangas de respostas no tempo (transi¢oes), bem como
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avaliar os efeitos ou fatores envolvidos nessas mudangas.

Os estudos longitudinais, por sua vez, contrastam e diferem dos estudos de-
nominados séries temporais e dos estudos transversais. Nas séries temporais, somente uma
unidade amostral é avaliada, varias vezes, numa escala de tempo. Por outro lado, no estudo
transversal, cada um dos elementos amostrais é avaliado em uma tnica ocasiao. Como no
estudo longitudinal, cada unidade pode fornecer varias observacoes, isso proporciona algumas
vantagens em relacao aos demais planejamentos. Sob este aspecto, Andrade e Singer (1986)
destacam que um estudo longitudinal proporciona condigoes adequadas para um controle
de fatores secundarios que podem influenciar a variavel resposta, permitem incorporar in-
formagoes sobre a variacao individual na andlise, além de produzir estimadores mais efi-
cientes para os parametros associados a estas medidas de variabilidade. Adicionalmente,
Zeger e Liang (1992) complementam, enfatizando o maior poder e a robustez para sele¢ao de
modelos, condi¢oes para o controle da heterogeneidade presente entre os elementos, analises
que sao insensiveis a omissao de variaveis explicativas que nao mudam com o tempo, bem
como, vantagens teodricas em termos de dimensionamento amostral.

Quanto a estrutura, os dados longitudinais podem ser classificados como regu-
lares em relacao ao tempo, quando os intervalos entre duas medidas consecutivas quaisquer
forem constantes; também sao chamados de balanceados em relacao ao tempo, se todas as
observacoes das unidades amostrais sao feitas nas mesmas ocasioes. A estrutura também é
dita completa quando nao ha perda de observacoes.

As técnicas classicas de anélise de dados longitudinais, em geral, sao destinadas
a classe dos planejamentos completos e balanceados em relagao ao tempo. Também, ha
uma abordagem amplamente difundida para os casos em que a variavel resposta é continua,
mais especificamente, quando tem distribuicao normal. Nesse contexto, a metodologia da
analise esta alicercada nos modelos lineares classicos pois além da normalidade, estabelece-
se uma relagao funcional linear entre a parte aleatéria do modelo (varidvel resposta) e a
parte sistematica, que engloba as variaveis explicativas. Porém, as pressuposicoes desses
modelos devem atender a uma estrutura para a matriz de variancias e covariancias, para a
qual se espera que medidas repetidas de modo sistematico, tenham uma correlagao nao nula

e heterocedasticidade das variancias nas diversas ocasides. Assim, a escolha da estrutura
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da matriz de variancias e covariancias que melhor representa os dados é importante para as

inferéncias acerca dos efeitos que se deseja avaliar.

Entretanto, nem sempre, a varidvel resposta é continua ou tem distribuigao
normal, por ser oriunda de um processo de contagem, dando origem a dados de contagem,
por exemplo. Demétrio (2002) salienta, ainda, que a estrutura aditiva entre o componente
sistematico e o componente aleatorio de um modelo nem sempre é satisfeita, assim como nao
hé razoes para se restringir a funcao identidade entre o componente aleatério e o sistematico,
nem a condicao de normalidade e a suposi¢ao de homogeneidade de variancias.

Nesses casos, uma metodologia adequada de andlise pode ser implementada
através dos modelos lineares generalizados (MLGs). Propostos originariamente por Nelder e
Wedderburn (1972), os MLGs sao uma extensao dos modelos lineares cldssicos e permitiram
a unificacao de uma série de técnicas de modelagem estatistica. Os autores mostraram que
independentemente de a variavel resposta ser discreta ou continua, na maioria das areas de
conhecimento, é possivel descrever o comportamento dessa variavel em fungao de um conjunto
de variaveis explicativas, como um modelo de regressao.

Certamente, na ética da andlise para dados longitudinais, merecem destaque,
o trabalho de Wedderburn (1974), que apresenta a teoria de quase-verossimilhanga como
uma extensao dos MLGs, e os trabalhos de Zeger e Liang (1986) e Liang e Zeger (1986)
que propdem as equagoes de estimacao generalizadas (EEG) que possibilitaram a analise de
dados correlacionados, inclusive com distribuicao diferente da normal.

O enfoque do presente trabalho é dado aos modelos de transicao para a analise
de dados longitudinais envolvendo uma tnica resposta do tipo binaria. Dados binarios ou
dicotomicos sao comuns em muitas areas das ciéncias, nas quais, muitas vezes, ha interesse
em registrar a ocorréncia, ou nao, de um evento particular (sucesso ou fracasso). Mesmo
quando a resposta nao é originariamente do tipo binaria, muitas vezes, faz-se um agrupamento
de categorias dicotomizando as respostas. Em geral, nessas situacoes, deseja-se modelar a
probabilidade do sucesso como fungao das variaveis explicativas envolvidas. A regressao
logistica tem sido utilizada para tal proposito, devido as suas facilidades para interpretagao
das estimativas dos parametros e da razao de chances. Apesar de sua popularidade entre os

usuarios de Estatistica, muitas técnicas padroes em diagnésticos de ajuste de modelos bem
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como analise de residuos nao se aplicam para os casos em que a resposta é do tipo binaria.

Além desse problema, em estudos longitudinais com resposta dessa natureza,
existe uma dicotomia conceitual e metodolégica para a andlise desses dados. Noleto (1991)
observa que a escolha do modelo a ser utilizado depende basicamente dos objetivos desejados
por ocasiao do planejamento da pesquisa. Nesse contexto, distinguem-se dois tipos de mode-
los: marginais e de transigdo. Assim, os modelos marginais dao conta dos objetivos (1), (2) e
(3), mas nao sao aptos para modelar as mudangas ou transi¢oes entre os tempos de observagao,
isto é, nao permitem avaliar o comportamento das mudancas de respostas em cada ocasiao.
Portanto, para atender ao objetivo (4) deve-se optar por um modelo de transigao. Em par-
ticular, para dados bindrios, os modelos marginais caracterizam a probabilidade marginal do
sucesso em cada ocasiao, enquanto que os modelos de transi¢ao caracterizam as probabilida-
des condicionais do sucesso, dada a historia da unidade amostral ou experimental. Devido a
isso, os modelos de transicao sao também baseados em processos estocasticos, uma vez que
o interesse ¢ estimar as probabilidades de transicao, isto €, as probabilidades de passar de
uma categoria para a outra em ocasioes sucessivas. Na otica dos processos estocasticos, o
termo transicao estd relacionado ao tempo, isto €, o que ocorre de uma ocasiao para a outra.
Portanto, uma transicao nao implica necessariamente que a categoria de resposta numa dada
ocasiao seja distinta da categoria na ocasiao anterior.

Ha& varios tipos de processos estocasticos que podem ser considerados em um
modelo de transicao, mas, em geral, a propriedade markoviana ¢é a suposicao estocastica mais
freqiientemente adotada. Nesse sentido, a teoria que estd por tras de um modelo de transigao
nao é tao simples pois a inferéncia referente a tais modelos implica em trabalhar simultanea-
mente com métodos dos MLGs e com técnicas de processos estocésticos. Por exemplo, para
ajustar modelos de transicao pode-se usar o método da méaxima verossimilhanca, através de
algum processo iterativo como o método escore de Fisher e, como nos modelos marginais,
testes do tipo Wald podem ser utilizados para testar hipoteses convenientes. Porém, como se
estd diante de um processo estocastico, algumas suposicoes tém que ser verificadas, como a
suposicao de Markov, a qual condiciona a probabilidade de estar numa dada categoria num
tempo especifico ao resultado no tempo imediatamente anterior e a condicao de estaciona-

riedade. Esse fato é de importancia para dados categorizados e, em particular para dados
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binarios, em que se tem interesse em obter as matrizes de probabilidades de transicao, que

para o caso de nao rejeicao da hipétese de estacionariedade sao consideradas estocastica-
mente iguais, e, portanto, o modelo de transicao pode ser sintetizado por uma tnica matriz
de probabilidades.

De certa forma, seja o processo estacionario ou nao, uma questao de interesse
pratico relevante é poder comparar os diferentes tratamentos envolvidos a partir das matrizes
de probabilidades de transicao. Uma outra suposicao que pode ser explorada é a de que ha
heterogeneidade entre os individuos, devido a fatores nao controlaveis, de tal forma que para
se estimar a matriz de probabilidades de transicao, deva-se incluir efeitos aleatérios conve-
nientes. Esses problemas, em geral, aparecem como lacunas na literatura desses modelos,
justificando estudos nessa drea.

Nesse contexto, este trabalho tem como objetivo basico desenvolver, implemen-
tar e aplicar modelos de transicao para analise de dados longitudinais com variavel resposta

binaria. Como decorréncia, constituem-se em objetivos especificos:

i. Estudar os modelos existentes;

ii. Aplicar as técnicas convencionais de anélise de residuos e diagnésticos dos MLGs para

esses modelos;

iii. Definir hipéteses apropriadas para comparacao de tratamentos e desenvolver testes mais

apropriados para esses casos;

iv. Considerar no modelo de transi¢ao a inclusao de efeitos aleatérios.
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2 DESENVOLVIMENTO

2.1 Revisao de Literatura

O desenvolvimento e a aplicacao de técnicas para a analise de dados longi-
tudinais tém um longo histérico. Entre os trabalhos classicos da década de 50 estao os
de Box (1950), Geisser e Greenhouse (1958), Rao (1959). Na década de 60, Potthoff e
Roy (1964), Rao (1965) e Grizzle e Allen (1969) discutem as curvas de crescimento ou mo-
delos polinomiais, acrescentando a anélise de dados longitudinais a possibilidade de previsao
de efeitos de tratamentos numa dada ocasiao de tempo. Nos anos 70, destaque para o tra-
balho de Fearn (1975) que apresenta uma técnica de modelagem de curva de crescimento a
luz da teoria Bayesiana e de Harville (1977) que desenvolve um modelo de efeitos aleatérios,
no qual supoe que as observagoes repetidas tém um componente aleatério comum. Ja nos
anos 80, Laird e Ware (1982) apresentam uma visao mais geral sobre dados longitudinais,
trabalhando com curvas de crescimento e com modelos de efeitos aleatdrios. Azzalini (1984)
apresenta uma estrutura de modelo com erro auto-regressivo, em que as correlacoes entre
duas observagoes seguidas decrescem como uma func¢ao geométrica do tempo. Ware (1985)
também apresenta uma visao geral de modelos lineares para dados longitudinais.

Esses trabalhos, em sua maioria, discutem e abordam métodos para os casos
em que a variavel resposta é normal. Essa tendéncia histoérica, de acordo com Singer e
Andrade (2000), é explicada pelo bom comportamento da distribuigdo normal multivariada.
Como conseqiiéncia, isso justifica o fato de que hoje, tem-se uma rica classe de modelos e
procedimentos de andlise para dados longitudinais “normais”, inclusive, implementado em
muitos softwares .

A partir de meados da década de 70, entretanto, comecam a aparecer na lite-
ratura outros trabalhos sobretudo quando a variavel resposta nao tem distribuicao normal
(COX, 1970; KOCH et al., 1977; KORN; WHITTEMORE, 1979; STIRATELLI; LAIRD;
WARE, 1984; OCHI; PRENTICE, 1984; ANDERSON; AITKIN, 1985; ZEGER; LIANG,;
SELF 1985; LIANG; ZEGER, 1986; ZEGER; LIANG, 1986; BRESLOW; CLAYTON, 1993;
McGILCHRIST, 1994; LEE; NELDER, 1996; DIGGLE et al., 2002; MOLENBERGHS;
VERBEKE, 2005; entre outros). Tal fato, certamente, é impulsionado, em parte, pela ne-
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cessidade em se atenderem as mais variadas areas de conhecimento, nas quais, muitas vezes,

as variaveis respostas observadas repetidamente no tempo sao oriundas de processos de con-
tagem, ou sao dicotomicas, ou estao em uma escala ordinal. Por exemplo, na area agronémica,
de satde e biologia é comum o registro da ocorréncia, ou nao, de um evento particular ao
longo do tempo. Assim, pode-se, em mais de uma ocasiao, verificar se o individuo (uma
planta, um animal ou uma pessoa), responde, ou nao, a determinados tratamentos. Somado
as necessidades de pesquisas e estudos, ha de se considerar que estes avangos metodolégicos
foram possiveis gracas a teoria dos modelos lineares generalizados e ao notavel avanco com-

putacional.

2.1.1 Modelos lineares generalizados

Nesse contexto, a fim de construir modelos para dados longitudinais nao
normais, faz-se necessaria uma breve revisao da teoria dos modelos lineares gene-
ralizados, da quase-verossimilhanca e extensoes.  Algumas referéncias sao Nelder e
Wedderburn (1972), Wedderburn (1974), Cordeiro (1986), McCullag e Nelder (1989),
Collett (1991), Dobson (2001), Demétrio, (2002), Paula (2004).

De acordo com Nelder e Wedderburn (1972), os MLGs podem ser usados
quando se tem uma tnica variavel resposta Y associada a um conjunto de variaveis explicati-
vas 21, T2, ..., %,. Para uma amostra de n observagoes (y;, x;), em que &; = (14, T2, - - - , Tpi)’

¢ o vetor coluna de variaveis explicativas, o modelo linear generalizado tem trés componentes:

i. Componente Aleatorio - constituido de um conjunto de varidveis respostas, isto
é, variaveis aleatorias independentes, Yi,Ys,...,Y,, provenientes de uma mesma

distribuicao pertencente a familia exponencial na forma canonica, com médias

K1y 2y« -5 s isto €,

ai(¢)

em que b(.) e ¢(.) sdo fungdes conhecidas e 0; é o parametro canonico. Em geral,

f(yi; 0:, 0) = exp {L[yiei — b(0:)] + c(yi, ¢)}» (1)

a; () = g , sendo w; pesos a priori e ¢ > 0, um parametro de escala conhecido. Além
K3

disso, demonstra-se que:
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O o . .
sendo V(u;) = a—’gz a funcao de variancia, uma func¢do que depende unicamente da
7

média. A fungao de varidncia desempenha papel fundamental nos MLGs, pois carac-

teriza a distribuicao.

ii. Componente sistematico - constituido por um conjunto de p variaveis explicativas, isto
é, x; = (15, Toiy ..., Tpy;), para i = 1,2,...,n, que entram no modelo na forma de uma
soma linear de seus efeitos, constituindo o vetor dos preditores lineares, 1, de dimensao

n X 1, ou seja, com elementos:

_ NP
U ijl 535,
ou sob a forma matricial,

n = Xg,

em que X é a matriz do modelo de dimensoes n x p e 3, o vetor de p parametros

desconhecidos.

iii. Funcao de Ligagao - uma funcao que faz a ligagao entre os componentes aleatério e

sistematico do modelo, relacionando a média ao preditor linear, isto é,

ni = g(i),
sendo ¢(.) uma fungdo mondtona e derivavel.

Demétrio (2002) salienta que uma decisao importante na escolha de um modelo
linear generalizado é a escolha do trindmio - distribuicao da variavel resposta, matriz do
modelo e funcao de ligacao. As funcgoes de ligacao podem ser obtidas diretamente da forma
da distribuicao de probabilidade ou de algum modelo relacionado a ;. Quando a funcao de
ligacao é escolhida tal que g(u;) = 6;, ela é denominada canénica.

Como exemplo particular, considere um estudo no qual a varidavel resposta é
dicotéomica (sucesso ou fracasso) e associada a essa varidvel dependente tém-se p varidveis

explicativas. Para uma amostra aleatéria de n individuos, a varidvel aleatoria Y; denota a
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ocorréncia do sucesso (1) ou fracasso (0). Admita que Y; ~ Bernoulli(r;), entao a variavel

resposta tem distribui¢do pertencente a familia exponencial em forma canonica (1):

f(yl-;m):exp{yiln( o )—l—ln(l—m)},

1— 5
obtendo-se:
i 0;
0; =In (1 i Wi) (parametro canénico) = ;= S_Zp—)%,
sendo,
ai(¢) = 1, b(0;) = —In(1 — m;) = In(1 + exp(0;)) e c(yi, ¢) = 0.
Demonstra-se, ainda, que a média e a variancia de Y; sao obtidas por:
E(K) = b/(91> = Ty,
e

Var(Y;) = a;(9)b"(0;) = mi(1 — m;),
e como u; = m;, segue que a funcao de variancia que caracteriza o modelo é:
V(i) = pi(1 — ps).

O objetivo geral nesse tipo de estudo é modelar a probabilidade do sucesso 7;,
como funcao das variaveis explicativas incluidas no modelo. Nessas condi¢oes, admitindo-se
ligacao canonica (logistica), um modelo linear generalizado usual é o modelo de regressao

logistica:

Ur
Th‘:hl( )Zﬂo+ﬁ1$1+529€2+---+5p$p~

1-— 5
Portanto, nesse exemplo, tem-se um modelo baseado na familia exponencial
com um parametro desconhecido, cujas médias sao nao lineares, num conjunto de parametros
lineares, ou seja:

__exp(m)
1+ exp(n;)

7
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Apesar de ser mais usual a ligacdo logito, hé outras funcoes que podem fazer

este papel, como a funcao probito e a complemento log-log, isto é:

n=¢ ' (m)

n; = In[— In(1 — m;)].

H4, ainda, a familia de fungoes de ligacao proposta por Aranda-Ordaz (1981)
dada por:

m:m[(1_wi—u1]7

sendo A uma constante conhecida e que tem como casos particulares a fungao logito, quando

A =1 e a funcao complemento log-log quando A\ — 0.

2.1.1.1 Estimacgao dos parametros do MLG

O método proposto por Nelder e Wedderburn (1972) para a estimagao do vetor
de parametros 3 foi o da maxima verossimilhanca. Considerando uma amostra aleatoéria
de n observagoes de uma distribuigdo pertencente a familia exponencial (1), a fungdo de

verossimilhanca é dada por:

L=L(0;,¢,y:) = Hf(yz, 0i,¢) = exp { Z [a (1¢> [yib;i — b(6:)] + c(ys, ¢)] },

i=1 i=1

cujo logaritmo é:

0= U0;,¢,y:) = In L(0;, ¢, y:) = Z {@[%9@' —b(0:)] + c(ys, ¢)} (2)

Derivando-se a funcao (2) em relacao a (3;, usando-se a regra da cadeia, obtém-

se a fungao escore:

o 86 . ({M 8& aﬁ‘i 3771- o " 1 - aez )
Uj = 0B, ~00; Op; On; 00, N Z a;(®) (yi — i) (am> Tij (3)

sendo que,

oni Ou; On; V() .
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As equagdes (3) s@o nao lineares e, em geral, ndo possuem solugoes exatas.

Solugoes aproximadas podem ser encontradas por processo iterativo, por exemplo do tipo

Newton-Raphson ou método escore de Fisher. Pelo método escore de Fisher, tem-se:
IB(m+1) — (X/W(m)X)ilX/W(m)Z(m), (4)

em que X é a matriz de especificacao do modelo; W é a matriz diagonal dos pesos, com

W O ) ?
elementos w} = ezm = X 8™ A (y — u)(m) = AM (y — y,)(m)
V(i) (87%

: . . On;
é o vetor da variavel dependente ajustada no passo m, com A = dlag( T >
M
O método usual para iniciar o algoritmo ¢é especificar uma estimativa inicial

BY e usando (4), iterd-la sucessivamente até obter convergéncia. Para efeito de passo inicial,

pode-se especificar o vetor B(O) = (X’X)~'X'R, sendo que 7; = g(ji;) = g(y;).

2.1.1.2 Funcao desvio, estatistica generalizada de Pearson e selecao de modelos

O ajuste de um modelo a um conjunto de dados pode ser considerado como uma
maneira de se substituir o vetor de dados observados y por um conjunto de valores estimados
[t para um modelo com nimero relativamente pequeno de parametros. A n observacoes de
uma variavel aleatoria Y, pode-se ajustar do modelo mais simples, com um tnico parametro
i (modelo nulo) até o modelo mais complexo possivel com n parametros (modelo saturado).
Esses dois extremos podem nao ser informativos. O modelo nulo porque resume demais e o
saturado porque atribui toda a variabilidade dos dados ao componente sistematico. A idéia
central, entao, é propor um modelo intermediario que seja razoavel para explicar bem os
dados (parcimonioso).

Uma medida de discrepancia para avaliar o ajuste de um modelo aos dados,
comparativamente ao modelo saturado, proposta por Nelder e Wedderburn (1972) é a fungao

desvio (deviance), definida a partir de:
Sp =2l — ),

em que @(n) e f(p) denotam os maximos do logaritmo da funcao de verossimilhanca para os

modelos saturado e corrente, respectivamente. Sendo § = 0(j1) e § = 0(y) as estimativas do
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parametro canonico para os dois modelos, entao:

n
S, = Z2wi{yi[9~i — 0] —b() + b(én} ~1p,
. o
em que S5, ¢ denominada scaled deviance e D, é a funcao desvio.

A func@o desvio pode ser interpretada como uma medida de distancia dos
valores ajustados em relacao aos valores observados e seu valor é sempre maior do que ou
igual a zero. Assim quando se trabalha com modelos encaixados seu valor decresce, a medida
que se incorporam variaveis no modelo. Quanto melhor for o ajuste do modelo, menor
devera ser o valor do desvio, e empiricamente, ele pode dar um indicativo da qualidade do
ajuste. Para dados bindrios, conforme Demétrio (2002), a fungao desvio é apenas uma fungao
dos dados e, portanto, nao é informativa a respeito do ajuste do modelo. De acordo com
McCullagh e Nelder (1989) para testar o ajuste de um modelo linear generalizado, sem muito
rigor, no caso das distribui¢coes binomial e Poisson, pode-se usar o percentil da distribuigao
qui-quadrado, com n—p graus de liberdade, pois sob determinadas condicoes de regularidade,

S, possui distribui¢ao assintoética Xi_p- Portanto, se:

2
SP < Xn—p, a%?

admite-se que ha evidéncias, ao nivel de significancia 100a%, de que o modelo proposto
(corrente) estd bem ajustado aos dados.
Outra medida de discrepancia é a estatistica X? generalizada de Pearson,

definida por:

Y2 iwi (yi —Aﬂz‘)z
=1 V(i)
que tem distribuicao exata de y? para o caso normal e assintética para os demais casos.

Os métodos de selecao de modelos lineares generalizados baseiam-se em um
método que pode ser visto como uma generalizacao da andlise da variancia. Dada uma
seqiiencia de modelos encaixados, isto ¢, se M, e M, sao dois modelos encaixados com p e ¢
parametros (p < q) , a estatistica D, — D, com (¢ —p) graus de liberdade é interpretada como
uma medida de variacao dos dados, explicada pelos termos que estao em M, e nao estao em
M, , incluidos os efeitos dos termos de M, e ignorando quaisquer outros efeitos dos termos

que nao estejam em M.
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Para ¢ conhecido, o teste para selecao do modelo é dado por:

1
Sp — 5S¢ = g(Dp — Dy) ~ Xg_p,

que coincide com o teste da razao de verossimilhancas. Para as distribuicoes binomial e
Poisson, tem-se que ¢ = 1. Para as distribui¢oes em que ¢ é desconhecido, Jorgensen (1987)

mostra que:

7 (Dp—=Dy)/(a—p)

Qg ~ F q—p, n—m»
em que ¢ é estimado, preferencialmente a partir do modelo maximal (com m parametros),
isto é:
~ D,, - X2
¢ = ou O = :
n—m n—m

Testes do tipo escore e Wald também podem ser usados para se testar um
subconjunto de parametros. Em particular, se se deseja testar o vetor de parametros de

dimensao p, isto é, Hy : B = B, versus H, : B # By, o teste de Wald é dado por:

W = (8- 8,)[Var(B)] (8 — By),

com W ~ x2, sob Hy quando n — oco.
O critério da informacao de Akaike (AIC) também pode ser usado e sua ex-

pressao, segundo Paula (2004), como fungao do desvio é dada por:
AIC = D, + 2p,

em que p € o numero de parametros.

2.1.1.3 Quase-verossimilhanca

Para a utilizacao do método de maxima verossimilhanca é preciso especi-
ficar a distribuicao da variavel resposta, que é determinante para a construcao da fungao
de verossimilhanca. Alternativamente, o método de quase-verossimilhanca, proposto por
Wedderburn (1974), requer apenas especificagdo de uma fungao de variancia para a varidvel

resposta e a relagao funcional entre a resposta média e os parametros 3. Nesse contexto,
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sejam n observagoes para a variavel aleatéria Y;, tal que E(Y;) = p; e Var(Y;) = o2V (), em

que V(u;) é a fungao de variancia e 6% o parametro de dispersao. Suponha também que p; é
uma fungao do conjunto de parametros de interesse 3y, 32, ..., 3,. O logaritmo da funcao de
quase-verosimilhanca para Y; é definido por:

1 i yl—t
i) = — dt,
Qlui, i) = — /y 0

e, portanto,

3@(/%%) _ Yi — Wi
O o2V (i)

O logaritmo da funcao de verossimilhanca aparece como um caso particular
do logaritmo da funcao de quase-verossimilhanca. Tal como nos MLGs, o interesse central
nos modelos de quase-verossimilhanca estd nos parametros 3, o2 é tratado, portanto, como
parametro de perturbacao. O logaritmo da funcao de distribui¢ao conjunta, para a totalidade

das observagoes é dado por:

N Q) = Ly [t
Q) =32 Quu) = 353 [ Tan

A estimativa do vetor de parametros é obtida maximizando-se a funcao de

quase-verossimilhanca total em relacao aos parametros 3, via processo iterativo de minimos
quadrados ponderados. McCullagh e Nelder (1983) mostram que a funcdo escore para 3 é

expressa por:
1 _
U(B) = D'V ' (y — p),

2
em que V' = diag[V' ()], D = g—g =WPVIEX, W = diag(w}), w; = V?:) (‘3’:) ,

Y=Y yn) € = (1, fhas -5 i)

Assim, a solucao ,6' sai da resolugao do sistema U(B) = 0. Usando o método

escore de Fisher, tem-se:
B(mﬂ) _ B(m) + [D(m)V—l(m)D(m)]—lD/(m)V—l(m) [y _ M(m)L

o qual independe do parametro de dispersao.
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McCullagh e Nelder (1983) definem, por analogia aos MLGs, uma medida de

discrepancia, chamada de funcao quase-desvio:

D) = 204QU) ~ Q) =23 [ B

Dessa forma, se D(y, i(9) e D(y, ;")) sdo as funcdes de quase-desvio de dois

modelos encaixados com p e ¢ parametros (p < ¢), para amostras grandes, tem-se:

1 . .
[D(y, i) = D(y, i™)] ~ X3,

o2

para o2 fixo que pode ser estimado como nos MLGs.

2.1.1.4 Analise de residuos e diagnoésticos

As técnicas usadas nos MLGs para andlise de residuos e diagndsticos sao
andlogas as dos modelos lineares classicos, com resposta normal, tanto para as técnicas for-
mais (baseadas em testes de hipdteses) como nas informais, baseadas em recursos graficos.
Pregibon (1981) foi um dos precursores na adaptagao dessas técnicas para os MLGs.
Williams (1984, 1987) e McCullagh (1987) também apresentam contribuigoes para a definigao
de um residuo com melhores propriedades.

Sem perda de generalidade, os vetores y e i dos modelos classicos sao, alter-
nativamente, substituidos nos MLGs pela variavel dependente ajustada z e pelo preditor
linear 7). A variancia residual, dada pelo quadrado médio do residuo nos modelos classicos é

substituida por uma estimativa consistente para ¢. A matriz de projecao H, é dada por:
H=W"X(XWX)'X'W/2
Os residuos mais usuais para analise e diagnosticos dos MLGs sao:

i. Residuos de Pearson generalizados

Yi — M
P = T —— (5)
3
w;

ﬁ
Il

V(i)

em que ¢ é uma estimativa consistente para o parametro de dispersao ¢ e w; sao os

pesos a priori.
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ii. Residuos de Pearson generalizados padronizados internamente

i Yi — [
7 (6)

Y

— V(1) (1 = hy)

Wy
em que h; denota o i-ésimo elemento da diagonal da matriz de projecao H.
Williams (1984) mostrou através de estudos de simulagao de Monte Carlo, que a dis-
tribuigao dos residuos dada por (6) nao tem distribuigdo normal, mesmo para grandes

amostras.

iii. Componentes do desvio

ri = +(y; — ﬂi)\/%[yi(éi — 0;) — b(0;) + b(6;)]. (7)

iv. Componentes do desvio padronizados internamente

, D
pi T

T —1_—}%7
que é a versao padronizada do residuo (7), segundo McCullagh (1987), que usa as
aproximagoes propostas por Cox e Snell (1968). E o mais utilizado, tendo em vista
que, dentre todos, a distribuicao de r” "éa que mais se aproxima da normal, conforme

estudos de simulagao realizados por Williams (1984).

Entre as principais técnicas exploratorias para diagnosticos dos MLGs,

destacam-se:

1) Gréafico semi-normal de probabilidades

Uma alternativa para se verificar se um modelo esta bem ajustado aos dados é uti-
lizar a técnica exploratoria do grafico semi-normal de probabilidades. Esse grafico é
obtido plotando-se os valores absolutos ordenados de algum tipo de residuo contra as
estatisticas de ordem esperadas. Um modelo adequado apresenta um padrao, em que
os pontos se distribuem em torno de uma reta. A fim de estabelecer um padrao de
comparagao, Atkinson (1985) propos a adigao ao grafico de um envelope simulado, a
partir de amostras simuladas através do modelo proposto e dos valores estimados para

os parametros. Sob o modelo correto, os valores observados caem dentro do envelope.
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Verificagao de pontos discrepantes e/ou influentes
Na analise de diagnésticos é importante a identificagao de pontos influentes, que sao
observagoes, cuja omissao do conjunto de dados, resulta em mudancas significativas no
ajuste do modelo. Uma observacao influente pode ser, ou nao, um dado discrepante. O
estudo da diagonal principal da matriz de projecao H esté relacionado com o conceito
de ponto de alavanca e avalia a influéncia de y; sobre seu proéprio valor ajustado y;,

9y

expressa por B que coincide no caso do modelo linear classico com o i-ésimo elemento
i

da diagonal principal da matriz de prejecao H, h;. Paula (2004) sugere examinar

os pontos para os quais h; > %p, que sao conhecidos como pontos de alavanca. A
matriz H para os MLGs depende das variaveis explanatorias, da funcao de ligagao e
da funcao de variancia, o que certamente dificulta a interpretacao dos elementos h;; e,
por isso, em geral, a técnica de delecao de pontos é usada para avaliar o impacto de
uma observagao nas estimativas do modelo. Alguns indices, como a distancia de Cook
(COOK; WEISBERG, 1982), foram adaptados para os MLGs e medem a alteragao

provocada no valor ajustado pela retirada da i-ésima observacao. A distancia de Cook,

B\ o
Dz‘ _ uA TiD 2’
(1 - hzz)( )

sendo suficiente para chamar a atencao sobre pontos discrepantes e influentes.

¢ dada por:

Verificacao da funcao de ligagao

Informalmente, a verificacao da funcao de ligacao pode ser feita através de dispositivos
graficos. Dois graficos podem ser usados e o mais simples consiste no diagrama de dis-
persao da varidvel dependente ajustada z contra o preditor linear, 9. O padrao nulo,
que é uma reta, indica que a funcao de ligacao esta adequada. Outro é o gréfico da
variavel adicionada, u = 1) ® 7). Para obteé-lo, inicialmente ajusta-se o modelo linear

generalizado, com preditor n = X 3 e, a seguir, obtém-se os residuos de Pearson genera-
Yi — i O

ai(@)V (fi:) On;

A seguir, ajusta-se a regressao ponderada pela matriz W de w contra as variaveis ex-

lizados, o qual segundo Wang (1985) é dado por W —'/2s, em que s; =

plicativas X e, obtém-se também seus residuos de Pearson, que podem ser dados por

(I — HYW'?u. O diagrama de dispersao desses dois residuos, com padrao nulo (reta),
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indica adequacao da funcao de ligagao. Formalmente, pode-se usar o teste da razao de

verossimilhanga, que consiste em adicionar u como uma covariavel extra no modelo e
verificar se ocorre mudanga significativa no desvio. Se isso ocorrer, a funcao de ligagao

¢ inadequada.

Verificagao da fungao de variancia

A funcao de variancia é definida pela distribuicao da variavel resposta, mas é afetada
pela escolha errada da funcao de ligagao, pela presenca de pontos discrepantes e escala
incorreta de variaveis explicativas. Uma forma exploratoria de se diagnosticar a ade-
quagao da fungao de variancia é usar o gréafico dos residuos absolutos do modelo contra
alguma funcao dos valores ajustados, transformados de tal forma a ter variancia cons-
tante, de acordo com a distribuicao. O padrao nulo para esse grafico é uma distribuicao
aleatéria dos residuos com média zero e amplitude constante, indicando adequacao da
funcao de variancia. Formalmente, pode-se usar o teste da razao de verossimilhanga ou
o teste escore. Nesse caso, é necessario indexar a funcao de variancia por um parametro

A\, V(i) = p?, e fazer o teste para Hy: A = ).

Verificacao de escala de covariavel

Para inspecionar se a escala de uma dada covaridvel estd correta, pode-se usar o
grafico dos residuos parciais. Inicialmente, ajusta-se o modelo com preditor linear

/25, Constroem-se, entdo,

n = XB + ~vx, obtendo-se a estimativa 4 e os residuos W~
os residuos parciais (ou residuos mais componentes), W25 4+ A, que sdo plotados
contra @, e sinaliza se a escala de x é adequada. Formalmente, para o teste da escala de
uma covariavel, deve-se colocar x em uma familia de fungoes indexada por A, calcular
a funcao desvio para um conjunto de valores de A e estimar A como o valor que leva ao

menor desvio. Esse método equivale ao teste do perfil de verossimilhanca, pois o ajuste

para A é comparado com o valor inicial 1.

Adaptagoes para os modelos de quase-verossimilhanca

O nao conhecimento da verdadeira funcao de verossimilhanca de 3 dificulta algumas

técnicas de diagnostico, segundo Paula (2004). Em geral, tanto o estudo dos residuos
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como a andlise das medidas de influéncia dependem do conhecimento de L(83). O

que tem sido feito para os modelos de quase-verossimilhanca é o grafico dos residuos
generalizados de Pearson (5) contra alguma funcao dos valores ajustados, isto é, g(f),
sendo sem sentido para dados bindrios. Um padrao aleatério com média zero desse

grafico, indica adequacidade da funcao de variancia. Os valores dados por

+d;
P = (8)

S VA
em que d; é a raiz quadrada do componente de quase-desvio e h;; é 0 i-ésimo elemento
da diagonal da matriz de projecio H = VY2D(D'V'D)"'D'V~Y2 podem ser
usados como residuos. O grafico dos residuos, especialmente os obtidos por (8), contra a
ordem das observagoes pode mostrar a existéncia de pontos influentes. Adicionalmente,
graficos dos residuos parciais, da varidavel adicionada e semi-normal de probabilidades

com envelopes simulados podem ser adaptados para auxiliar nas técnicas de diagndstico.

2.1.2 Tépicos de processos estocasticos

A teoria dos processos estocasticos tem aplicacao em diversos ramos da ciéncia.
Em particular, em problemas relacionados a séries temporais e medidas repetidas no tempo,
essa teoria pode ser empregada para estabelecer um modelo que possibilita a predi¢cao bem
como para descrever a dependéncia serial das observacoes. Modelos auto-regressivos e mo-
delos de transicao sao exemplos de aplicacoes. Como essa teoria ¢ ampla, sao apresentadas
aqui, apenas algumas nogoes de fundamentos para compreensao do desenvolvimento deste tra-
balho. Uma descri¢ao mais completa da teoria dos processos estocasticos é dada em Karlin e
Taylor (1975), Kovacs (1996), Ross (1996), Bhat e Miller (2002), Basu (2003), Lindsey (2004),

entre outros.

2.1.2.1 Definicao de processo estocastico

Seja 7 um conjunto arbitrario. Um processo estocastico é uma colegao de
varidveis aleatérias {X(t),¢ € 7} definidas num mesmo espago de probabilidades (2, A, P).
O conjunto 7 é um subconjunto nao vazio dos reais, 7 C R, e refere-se ao tempo ou ao espaco

em que o processo ocorre. Quando 7 assume um nimero finito ou enumeravel de valores, isto
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é, {to,t1,ta,...} diz-se que o processo é de parametro discreto, caso contrario, diz-se que o

processo é de parametro continuo. Por outro lado, o valor assumido pela variavel aleatoria
X(t), é denominado estado do processo em ¢. O conjunto de todos os possiveis valores dessas
varidveis aleatérias { X (t),t € 7}, denotado por S, é chamado espaco de estados do processo,
que também pode ser discreto ou continuo.

No contexto dos objetivos desse trabalho, 7 refere-se ao tempo e .S é um espaco
discreto de estados, de tal forma que os processos considerados descrevem a evolugao de

algum fenomeno ou experimento no tempo.

2.1.2.2 Cadeia de Markov

Seja {X(t),t € 7} um processo estocdstico, de tempo e espaco de estados
discretos, isto é, S = {1,2,...,k} e 7 = {0,1,...,T}, satisfazendo a seguinte propriedade

referente a probabilidade condicional:

PX(t+1)=b|X(0) =20, X(1) =21,...,. X(t - 1) =241, X(t) = a] =

= PIX(t+1)=b| X(t) =adl, 9)

paratodot € Tea, b€ S. A propriedade (9) é chamada de propriedade markoviana de ordem
1 e, nesse caso, o processo estocastico ¢ denominado cadeia de Markov. Portanto, em uma
cadeia de Markov, tem-se que a probabilidade de ocorréncia de um evento futuro X (¢t + 1)
condicionada ao passado (histérico) e ao presente do processo, é independente dos estados
passados e depende somente do estado presente do processo, X (t). Deve ser observado, que
se o conhecimento do estado presente do processo é impreciso, entao a probabilidade de um
acontecimento futuro pode ser alterada pela informacao adicional sobre o comportamento
passado do processo.

As probabilidades condicionais, definidas pela propriedade de Markov (9), séo
também conhecidas como probabilidades de transicao, pois na verdade, descrevem as mu-
dancas ou transigoes dos estados do processo no tempo. Cumpre destacar que o termo
transicao esta relacionado com o tempo, isto é, o que ocorre de uma ocasiao para a outra,
nao implica necessariamente em mudanca de estado. Nesse sentido, um individuo, avaliado

no estado a na ocasiao t, pode ter probabilidade nao nula de permancer nesse estado na
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ocasiao (t 4+ 1) e, mesmo assim, considera-se que ha transi¢ao, o que nao hd, é mudanga de

estado.
Essas probabilidades de transi¢ao, denotadas por P[X(t+1) =0 | X(t) = a] =

Tan(t, t + 1) satisfazem:
1. Wab(t,t -+ 1) Z 0
iSO w4+ 1) =1,

para todo t € T e a, b € S. As probabilidades de transicio podem ser representadas

matricialmente:
ma(t,t+1) ma(t,t+1) ... mu(t,t+1)
mor(t,t+ 1) moo(t,t+1) ... mop(t,t+1
Plegan) - | TETED M) )
Wkl(t,t—i‘l) Wkg(t,t—i‘l) Wkk(t,t—i‘l)

Quando as probabilidades de transi¢ao definidas pela matriz P(¢,t + 1) s@o
independentes do tempo, diz-se que a cadeia de Markov tem probabilidades de transigao
estacionarias, ou ainda, que o processo é homogéneo em relacao ao tempo. Nesse caso, a
matriz de probabilidades de transicao pode ser denotada por P, com elementos 7, para
todo a, b € S.

Com relagao aos estados de uma cadeia de Markov, eles podem ser classificados
em absorventes, recorrentes ou transitérios. Quando para um estado a do processo, se verifica
Tap(t,1+1) =0V a # be m(t,t+1) = 1, entdo o estado a é denominado absorvente. Agora,
considere py;, como a probabilidade de que uma cadeia iniciando no estado a, visite o estado
b em algum instante positivo de tempo, um estado a é denominado recorrente se p,, = 1 e,
transitorio se p,, < 1. Os estados absorventes sao necessariamente recorrentes, a reciproca
nem sempre é verdadeira. Um estado recorrente também pode ser classificado em positivo
ou nulo. Um estado a é recorrente positivo, quando comecando em a, espera-se que o tempo
de retorno ao estado a seja finito. Se, porém, esse tempo de retorno for infinito o estado
recorrente a é classificado como nulo. Nas cadeias finitas os estados recorrentes sao positivos.
Por outro lado, um estado a ¢é dito aperiédico se seu periodo for igual a 1. Quando todos os

estados de uma cadeia sao recorrentes positivos aperiddicos, a cadeia ¢é dita ergodica.
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Adicionalmente, registra-se que, a caracterizacao estocéastica completa de uma
cadeia de Markov ocorre quando se conhece a distribuicao inicial da cadeia e as probabilidades

de transicao. Desse modo, as probabilidades marginais num instante s sao dadas por:

PIX(s)] =1
7l = P[X(S)] R 7o P(0,s) = 7, ﬁP(t —1,1), (10)
PIX(s)] =k

em que 7w, = P[X(0) = al, ¢ s é 0 vetor de probabilidades iniciais e 7w/, = P[X(s) = aa e s
¢ a distribuicdo de X(s). Se o processo é estaciondrio, entdo a equacdo (10) reduz-se a
7l = wyP°, em que P = P(t — 1,t) para t > 1.

Represente, agora, P(s,t) a matriz de probabilidades de transi¢ao do tempo s
para o tempo t, com t > s. Como decorréncia da propriedade de Markov, essas probabilidades
também satisfazem a equacao de Chapman-Kolmogorov:

Tap(S, u) E Tak(s — ) (L, w),
kesS

para qualquer s <t <wea,be.S. Em termos matriciais, tem-se:
P(s,u) = P(s,t)P(t,u).
Para um processo com probabilidades de transicao estacionarias, a equacao de
Chapman-Kolmogorov permite expressar uma fungao de transigdo em (m + n) etapas:

(m+n Z Tok ka (11)

keS
A equagao (11) tem a seguinte interpretacao: F((IZ%LTL) é a probabilidade de que
uma cadeia que estd inicialmente no estado a visite o estado b apés (m + n) etapas. Para
isso, é necessario que a partir do estado a essa cadeia visite um estado k apds m etapas e a
partir deste estado k, visite o estado b apds n etapas adicionais. Essas probabilidades 7 7bn+n)

podem ser obtidas por meio de produto de matrizes, ou seja, pmn) — pm) p),

2.1.2.3 Distribuicao estacionaria ou de equilibrio

Uma caracteristica desejavel em um processo estocastico ¢ a de que ele admita

uma distribuicao estaciondria, ou seja, de que ele se desenvolva no tempo em equilibrio.
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Intuitivamente, um processo é estacionario quando a escolha de uma origem dos tempos nao

¢ importante, isto é, as caracteristicas de X (¢ + A) s@o as mesmas de X (t) para todo A € 7.
Uma definigao mais formal é dada a seguir.
Seja {X(t),t € 7} uma cadeia de Markov com espago de estados S e matriz de

transicao P. Se para cada a € S, com 7, > 0 e 25:1 m, =1 e se:

k
T = Zﬂ'aﬂ'ab Vbes, (12)

a=1
entdo ™ = (m)p ¢ s € denominada distribuigao estacionaria da cadeia de Markov. Sob a forma
matricial, tem-se TP = 7.

Admita que 7 é a distribuicao estacionaria de uma cadeia de Markov e,
suponha que tli_r}noo Tap(t) =mp, ¥b € S. Se my é a distribui¢ao inicial da cadeia, entao
th_r)nooP(X (t)=b)=m Vb € S. Isso significa que independente da distribuigao inicial, a
cadeia de Markov {X(t),t € 7} tem distribui¢ao 7, quando ¢ — oco. Desse modo, quando
um sistema tem essa caracteristica significa que ele tem comportamento estatisticamente

estavel.

2.1.2.4 Inferéncias relacionadas a cadeia de Markov

Em muitas aplicacoes, sobretudo quando se pretende especificar um modelo
matematico para o processo em estudo, questoes relativas a estimacao dos parametros, a
condicao de estacionariedade da cadeia e outras hipdteses envolvendo as probabilidades de
transicao sao de importancia singular. Ha vérios trabalhos que tratam de problemas de
inferéncia relacionados a uma cadeia de Markov. Dentre eles, Bartlett (1951), Good (1955) e
Anderson e Goodman (1957) sao referéncias classicas que concentram resultados de estimagao
e alguns testes de hipdteses necessarios na pratica. Registra-se que esses resultados sao
encontrados também em textos mais atuais, como em Crowder e Hand (1990), no trabalho
de Noleto (1991) aplicado ao estudo das transi¢oes com dados categorizados ordinais, em
Bhat e Miller (2002), Lindsey (2004), entre outros. Apresentam-se a seguir, os principais

resultados desses trabalhos.
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2.1.2.4.1 Estimacao das probabilidades
Considere uma cadeia de Markov com espago de estados, S = {1,2,...,k} e
sejam t = 0,1,...,T os tempos de observagdo do processo. Assume-se que existam n,(0)
unidades no estado a em ¢ = 0, com probabilidades de ocorréncia 7,, para todo a € S. Dada
uma amostra aleatéria, N = S°_ 1,(0), pode-se pensar no vetor n(0) = (n1(0), ..., nx(0)),
como um conjunto de varidveis aleatérias, n,(0), com distribuicio multinomial, ou seja,

n(0) ~ M(N,ny,...,7), que tem funcao de probabilidade dada por:

k

oM @
o= o L

Seja, agora ng(t) o nimero de unidades no estado a em (t—1) e em b no tempo

t, pode-se observar que:

k k
ny(t) = Z Nap(t) e ne. () = Znab(t) =n,(t—1).
a=1 b=1

Novamente, fixado um estado a, pode-se mostrar que o vetor de varidveis

aleatorias, m,(t) = (nq(t),...,nq(t)), com probabilidades m,(t — 1,t), tem distribuicao
multinomial com parametros n, (t) e mo1(t — 1,t), ..., max(t — 1,1), ou seja:
na(t —1)! i

f(na (1))

_ nap(t)
= e [ manlt — 1,1y,
[Ty 72as(t)! 61:[1

Dessa forma, se todas as transicoes sao independentes, entao a funcao de ve-

rossimilhanga de 7, e my(t) pode ser expressa por:

a qual leva as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros:

. 14(0) . Nap(t)
Mg = —— e Tt — 1,t) = ————.
“T N ol ) na(t —1)
Quando o processo é estacionario, tem-se que o conjunto formado pelos ele-
mentos ng, = Zthl na(t) sdo estatisticas suficientes para as probabilidades de transigao e,

nesse caso, sao estimadas por:

~ . Nab o Zle nab(t)

ab — —

o Yy na(t —1)
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2.1.2.4.2 Teoria assintética

Anderson e Goodman (1957) apresentam alguns resultados sobre a distribuigao
assintotica do estimador de maxima verossimilhanca 7,,. Esses resultados sao importantes
para a construcao de testes de interesse relacionados aos modelos de Markov.

Apresenta-se, a principio, algumas consideracoes sobre as variaveis que descre-
vem as freqiiéncias de transigoes, ng(t). Para cada estado no tempo ¢ = 0, a(0), o con-
junto n40)a(1),...a(r) ¢ constituido de varidveis multinomiais com tamanho amostral 74()(0)
e parametros m,0)a(1), Ta(1)a(2)s - - - » Ta(T—1)a(T)- Assim, quando o tamanho da amostra au-
menta, essas varidveis tendem a uma distribuigdo normal. Como n4(t) sdo combinagoes
lineares dessas varidveis, assintoticamente também tém distribuicao normal. Seja agora, ng
os elementos da matriz de transicdo P, isto ¢, a probabilidade do estado b no tempo ¢ dado

o estado a no tempo 0. Seja também, n; 44y 0 nimero de seqiiéncias incluindo o estado j no

tempo 0, a no tempo (¢t — 1) e b no tempo ¢. Entdo, deseja-se obter os momentos de:

Nap(t) = Z 1 ap(1)-

A probabilidade associada a n;q(t) é WJ[Z_I]WG(, com tamanho amostral n;(0).

Portanto, se n; 4 (t) tem distribui¢cdo multinomial, tem-se:

Elnja(t)] = n;(0)m, e,

Var[n; .(t)] = nj(O)WJ[-ta_”Wab(l — W][-Z_Hﬂab),

Cov[ng (1), nygn(t)] = —n;(0)mhe Iramlt Vrgn, (a,b) # (g, h).

Por outro lado, a distribuicao condicional de ny q(t) dado n;,(t — 1), em que
njo(t —1) = >, = n;e(t) também é multinomial com probabilidades 4. Assim, podem-
se especificar o primeiro e segundo momentos de n;(t) — n;q.(t — 1)7mep, haja vista que

En;aw(t) | nja(t —1)] = manjq(t — 1). Decorre:

E[n;a(t) — nja(t — 1)7Ta] = EE{[nja6(t) — nj.a(t — 1)7as) | nja(t —1)} =0 (13)
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Var[nja(t) — njo(t — Dmw] = Elnjaw(t) —njo(t — 1))
= BE{[njm(t) = nja(t — D7a)* | nja(t — 1)}
= Enj.(t — Dmap(l — map)]

= 1y (0) (1 — 7). (14)

Em sintese, as varidveis aleatorias n; o, (t) —n;q.(t—1)me parab = 1,2, ... k tém

média 0 e variancia e covariancia de variaveis multinomiais com probabilidades 7., e tamanho
. t—1 . . ..

amostral igual a nj(O)ﬁLb J. Com essas consideracoes preliminares, quando n — oo, pode-se

mostrar que:

ﬂ(ﬁab - 7rab) = \/ﬁ - Zt:l nab(t) ) - 7rab:|

(ST na(t—1

[ Zalna(t) — mana(t — 1)

- \/_ 23:1 ng(t —1) ]

_E§=1 > 1 0.0 () = Tapna(t — 1)]}
- E?:l na(t —1) 7

tem uma distribuigao normal como limite. Como n; q(t) é uma variavel aleatéria multinomial,

sabe-se que:

njab(t) = [1n.a(t) /n;(0)];

converge em probabilidade para seu valor esperado quando n;(0)/n — ;. Desse modo:
| 1 T k T
lim LS 0t — 1) = lim —E{Zna(t - 14 =3 YAl
nee Az e L3 j=1  t=1
Portanto, v/n(fa — ma) tem a distribuigao limite como:
T
>im1[nap(t) — Tana(t — 1)]/v/n
k T t—1 :
Zj:l P 7Tj7T¢[zb ]

Usando os resultados das consideragoes iniciais dadas em (13) e (14), decorre

(15)

que o numerador da expressao (15) tem média 0 e variancia dada por:

kT

E[Z Nap(t) — Tapna (t — 1)} /n = Z Z nj(O)W][t_uﬂab(l — Tap) /M0 (16)

=1 t=1
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Considerando S 7 mrli = ¢, entdo a varidncia limite do numerador
j=122t=1TjTap ~ = Sa

de (15) é ¢,map(1l — ma). Ademais, como essa expressdo é combinagdo linear de varidveis

aleatérias multinomias padronizadas com probabilidades fixas ela tem como limite uma dis-

tribuigao normal. Portanto, para n — 00, v/n(7a — 7)) tem distribuigdo normal, com média

0 e variancia ma,(1 — 7)) /Sa, OU ainda:
V nga(ﬁ-ab - ﬂab) - N(O, 7Tab(1 - ﬂ-ab))' (17)

2.1.2.4.3 Teste para a hipotese de homogeneidade

A hipétese de que as m matrizes de transicao sao iguais pode ser verificada
através de um teste de homogeneidade. A idéia que esta por tras desse teste é analoga
aquela que se tem acerca das distribuicoes de freqiiéncias em tabelas de contingéncia. Nesse

contexto, considere m amostras de uma cadeia de Markov, com freqiiéncias de transicoes

ab(? :
na(f) e, probabilidades de transicao dadas por ma(¢) = n bég))’ ¢=1,2,...,m. A hipétese
na.
de interesse pode ser formulada por:
Hy:mp(1) = mp(2) = .. .tp(m) = 7,  Va,beS.

Sob Hy, o estimador de maxima verossimilhanca para as probabilidades de

transicao comum a todas as amostras ¢ dado por:

2 =1 Mab(0)

Tab =

2= Ma ()

As seguintes estatisticas podem ser usadas para se testar Hy:

m k k ~ 12
f _ Z Z Z [nab(gzll:(gt;ifﬁrab] (18)

_ _ “ i na.(g)ﬁ_ab
A==23"3" (0 log ) (19)

sendo, que sob Hy, sdo equivalentes e apresentam distribuigao x?, com (m — 1)k(k — 1) graus

de liberdade.
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2.1.2.4.4 Teste para a hipotese de estacionariedade

A condicao de estacionariedade é um dos aspectos desejados em um processo
pois, na pratica, implica em simplicacao em termos de descricao das probabilidades de
transicao e, conseqientemente do numero de parametros a serem estimados. Por exem-
plo, suponha uma cadeia de Markov, com ¢ transi¢oes (do tempo 1 para o tempo 2, do tempo
2 para o 3 e, assim, sucessivamente até a t-ésima transigdo). Se o processo é estaciondrio,
a probabilidade de um individuo passar do estado a para o estado b é 7y, independente da
transicao de tempo. No entanto, essa condicao nem sempre é satisfeita, resultando na de-
pendéncia das probabilidades de transi¢cao em rela¢ao ao tempo, 74 (t). Sendo assim, em um
processo estocastico é de interesse testar se hd, ou nao, estacionariedade. A hipdtese principal
é, Hy : map(t) = 7ap, para todo t € 7. Esse teste, para um estado fixo a é equivalente ao teste
de homogeneidade para uma tabela de contingéncia T x k. De fato, fixado a, as estimativas

) = o)

ﬂ, parab=1,2,..., ket =1,2,...,T podem ser representadas pela Tabela
ng(t —
1.

Tabela 1 - Tabela de contingéncia T' X k para a apresentacao das probabilidades de transigao,

para um estado fixo a

b
t 1 2 ... k
1 Fa(1)  Fa2(1) ... Fa(1)
2 7a(2) Ta2(2) ... Fak(2)
T 7a(T) #a(T) ... Fau(T)

Desse modo, sob Hj, as variaveis aleatérias representadas pelas T' linhas da
Tabela 1 tém a mesma distribuicao, isto é, a probabilidade de transicao para cada uma das

k categorias é igual em todas as linhas. A hipdtese pode ser testada através da estatistica:

k - A 12
ga _ Z Z na(t - 1)[7fab(t) - 7T-ab] ’ (20>

sendo que &, tem assintoticamente distribuicao X%k:fl)(Tfl)'
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Note que para o processo ser estacionério, o teste descrito pela equacao (20)

deve ser nao significativo para todo a = 1,2, ..., k. Como para dois estados distintos de a, as
variaveis aleatorias mq,(t) e 7, s@o assintoticamente independentes, decorre que a estatistica

para a hipétese global, Hy : ma(t) = map, YVa,b € S et € T é dada por:

fzzfazzzzna(t—l)[z;(ﬂ — Tab] ’ 1)

que tem assintoticamente distribuicao Xz(k—l)(T—l)'

Pode-se, ainda, usar o teste da razao de verossimilhancas. As funcgoes de ve-

rossimilhanca maximizadas, sob as hipdteses nula e alterantiva, sao:

H H ~ Mg (t)

t=1 a,b

respectivamente. Portanto:
T N (t)
L ; b
IR, [ il } |
L(P(t 7Tab

Ademais, sob Hy verdadeira, como extensao do teorema de Neyman-Pearson,

a estatistica —2log A tem a seguinte distribuicao:
T k ok
) 3) 9D SUMCITH ) R )
b

t=1 a=1 b=1

sendo o teste (22) equivalente ao teste dado por (21).

2.1.2.4.5 Teste para a hipotese de uma matriz de transicao especifica

Seja {X(t),t € 7} uma cadeia de Markov de probabilidades de transigao esta-
ciondrias (processo homogéneo no tempo) e considere a hipétese de que as probabilidades de

transi¢ao assumem valores especificos, ou seja, Hy : 7 = 7%, a,b € S. Na notagao matricial:

Hy: P = P° (23)
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Sob essa hipdtese, a estatistica (n,)/2(#4 — 72,) tem uma distribui¢do normal
assintética com média 0 e variancia 7, (1 — mgp,). Com base nessa informagao, para um estado

prévio fixo a, a estatistica de ajuste:

k ~
_ Na(Tap — 7T2b)2
L=

b=1 Tab

tem distribuicao y? com k — 1 graus de liberdade. Conseqiientemente, a estatistica:

i i Ng 7T-ab_ﬂ- )2
§= ZZ—bNXk(k 1)

a=1 b=1 a
corresponde a uma soma de k estatisticas qui-quadrado independentes e pode ser usada
para testar a hipotese dada em (23). Outro teste assintético equivalente é o da razao de
verossimilhancgas baseado no teorema de Neyman-Pearson:

L(P°)
L)

Y

em que L(P) é o valor da funcao de verossimilhanca maximizada obtida a partir da substi-
tuicao pelas estimativas 7,;,. Como se sabe, quando Hy é verdadeira, —2log A tem distribuicao

x? com k(k — 1) graus de liberdade. Aplicando esse critério:

ko k
A = —2log A = 2log[L(P) — L(P°)] —QZZnablog< Hab )

a=1 b=1

2.1.2.4.6 Cadeias de Markov de alcance maior do que 1

H4 situacoes em que a ordem da cadeia pode ser maior do que 1, de tal forma
que a probabilidade do estado do processo no tempo t depende dos g tempos anteriores e
nao somente de (¢ — 1). Nesses casos, o nimero de estados prévios necessarios (¢q) para se
estimarem as probabilidades de transi¢cao é referido como a ordem ou alcance da cadeia de

Markov. A propriedade markoviana, para uma cadeia de ordem ¢ é definida pela expressao:
PX(t)=ag | X(t—-1)=aq...,.X{t—¢q) =a,...,X(1) =21, X(0) =20] =
=PX(t)=ag1 | X(t—-1)=aqa,,....,X(t—q) =al]. (24)

Por exemplo, uma cadeia de Markov de ordem 2, com S = {0, 1}, a propriedade

de Markov estabelece que a caracterizacao completa do estado do sistema num dado tempo
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t necessita da informacao dos estados do sistema nos dois tempos precedentes, assim:

Wabc(t) = P(Xt =c | X(tfl) = b, X(t,Q) = a) (a, b,C € S)

Logo, o processo é caracterizado por matrizes de probabilidades de transigao

de dimensoes 4 x 2:

parat=2,3,4,...,T.

Uma generalizacao para o caso de k categorias de resposta também é possivel.
Registra-se que a andlise de cadeias de Markov de alcance superior a um é mais complexa,
sobretudo com k categorias de resposta. Sendo assim, é importante verificar formalmente o
alcance de uma cadeia. Pode-se usar o teste de qui-quadrado ou da razao de verossimilhancas,
sendo assintoticamente equivalentes.

Nesse contexto, considere uma cadeia de Markov de segunda ordem, em que

S ={1,2,...,k} com probabilidades de transicao:
7"'abc(t) = P(Xt =cC ’ X(tfl) = b? X(t72) = a)7

com a,b,c € S, et =2.3,...,T. Represente n,.(t) o nimero de individuos no estado ¢ na
ocasido t, com estados prévios b em t —1 e a em t — 2 e seja também 14, (t — 1) = > ngpe(t).
Para o caso estaciondrio, Anderson e Goodman (1957) mostram que ng . = 23:2 Nabe(t)
formam um conjunto de estatisticas suficientes para as probabilidades de transicao, cujo
estimador de maxima verossimilhanca ¢ expresso por:

Nabe Z?:Q Nape(t)
Zlgzl Nabe N ZtT:Q Nap(t — 1)‘

Entao, quando a cadeia é estaciondria, m.p.(t) = Tape, uma cadeia de primeira

Tabe =

ordem é um caso especial de uma cadeia de segunda ordem, em que as probabilidades de

transicao mup.(t) independem do estado a. A hipdtese nula de interesse, nesse caso, é:

Ho : Tape = Tpe (a,b,¢ €5), (26)
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contra a alternativa de que a cadeia é de ordem 2.

Para um estado fixo b, é possivel construir uma tabela de contingéncia k x k,

que pode ser usada para representar as estimativas oy, a,c € S. Assim, um teste x? de

homogeneidade para map. = T, a = 1,2,..., k é apropriado. A estatistica do teste é:
* (4 ~ )2
£ a,c nab(ﬂ—abc o ﬂ_bC) X2
hp = — ~ E—1)25
e (k=1)
25:1 Nabe

T . , .
em que 1ty = Y. Nape = o Nap(t — 1) € Tpe = Logo, a estatistica para a

k k .
a=120=1Nabe

hipétese global (26) pode ser obtida por meio da soma:

Za c TLZ (ﬁ-abc - 7%bc)2
=) g==22 : : (27)
b

7?‘-bc
que tem distribuicao x? com k(k — 1)? graus de liberdade.

Alternativamente, usando o critério da razao de verossimilhancas, tem-se:

A H <j%bc )nabc’

T
ab.c abc

ou, ainda:

A= —2logA =2 Z Nabe|10g Tape — 10g Tpe]- (28)

abc

Esse procedimento pode ser estendido para testar a ordem ¢ de uma cadeia.
Nesse caso, a hipdtese nula é de que a cadeia de Markov é de (¢ — 1)-ésima ordem contra a
alternativa de que a cadeia de Markov é de g-ésima ordem. Particularmente, quando g = 1,
testam-se as hipdteses de que as observagoes sao independentes contra a alternativa de que
o processo ¢ uma cadeia de Markov de primeira ordem. Para o caso mais geral, ¢ > 2, as
expressoes (27) e (28) podem ser generalizadas como se segue:

~

> aitn Wb, o Fab o — T 0.m)

7?‘-b,...,f,m
e
A= —2 IOgA =2 § nab,...,ﬂ,m[log Tab,....om — IOg 7Tb,.,.,f,m]v
ab,....Lm
T—1
. * ~ Nap,....t.m
respectivamente, em que ng , = g Nab,....0m = E nab,__,7g(t), Tab,..fbym = —— ——— ©
m t=q—1 nab,“.,f
> Nab.t
A —1 Mab,...4;m ;o _ .
Ty om = akl— A correspondente estatistica x? tem k97!(k — 1) graus de liber-

Za:l n:b,...,f
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2.1.3 Modelos para andlise de dados longitudinais com resposta diferente da

normal

O modelo logistico para dados binarios, observados ao longo do tempo, foi um
dos primeiros modelos propostos para andlise de dados longitudinais com resposta diferente
da normal (COX, 1970; STIRATELLI; LAIRD; WARE, 1984; ANDERSON; AITKIN, 1985;
LIANG; ZEGER; SELF, 1985, outros). Nesta se¢ao sao apresentados alguns procedimentos
para o ajuste desses modelos. Embora seja dada uma énfase para o caso binario, sempre que

possivel os resultados sao estendidos aos demais tipos de variaveis respostas.

2.1.3.1 Modelos lineares generalizados marginais para dados binarios

Independentemente do tipo de varidvel resposta, modelos marginais podem

ser ajustados, considerando uma amostra aleatéria em cada uma das ocasioes. Assim, se
— !/ ~

Y, = (Y1, Y21, - - -, Yne)' representa uma amostra de N observagdes no tempo t em que a cada
observagao estd associado o vetor de varidveis explicativas @; = (1, T2, ..., Tip)', €m que
1 =1,2,..., N, um MLG pode ser ajustado para cada ocasiao, seguindo os procedimentos
usuais como descrito na segao (2.1.1). Para o caso de varidveis respostas bindrias, pode-se
usar a regressao logistica multipla:

In { (@)

— | = T x x
l—wt(m)] Bot + Brexir + Bosor + ...+ BprZps,

para avaliar a influéncia do efeito das variaveis explicativas nas probabilidades do sucesso em
cada ocasiao, ().

Esse processo pode ser visto como um caso particular da proposta de Stram,
Wei e Ware (1988) para modelos marginais com respostas ordinais, que por sua vez, é uma
adaptacao da técnica descrita em McCullagh (1980), com a utilizagdo do modelo de chances
proporcionais (“proportional odds”). Esses modelos sao baseados em probabilidades acumu-
ladas e sao extensoes multivariadas dos MLGs.

Assim, considere uma amostra aleatéria de N individuos, para os quais a
variavel resposta observada nas ocasides (t = 0,1,...,7) é do tipo ordinal, isto é, pode
assumir valores no conjunto S = {1,2,...,k}, tais que, 1 < 2 < ... < k. A resposta para

0 i-ésimo individuo na t-ésima ocasiao é denotada pelo vetor y,;, = (L, Liot, - - -, Ligt)', em
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que I;;; representam varidveis indicadoras para as categorias de resposta, isto é I;;; = 1 se

o individuo estd na j-ésima categoria no tempo ¢ e I;j;; = 0, caso contrario. Seja também
- , e .. . e .
it = (T1it, Toit, - .., Tpie) O vetor das p varidveis explicativas associadas ao individuo i no

tempo ¢, m(x), j =1,2,...,k, a probabilidade marginal de ocorréncia de I;;; e, represente:

yt(x) = mie(x), vor () = 7o () + M4 (), - . ,’Yk—l,t(m) =m(z) +... + Wk—l,t(x)ﬁkt(m) =1,

as probabilidades acumuladas.

A proposta dos autores é ajustar um modelo para cada ocasiao, de tal forma a
obter Bt = (Blt, BQt, cee Bpt), o vetor de estimativas do vetor 3, de parametros desconhecidos
referentes aos efeitos das varidveis explicativas nas estimativas das probabilidades 7;.(x).
Isso é possivel maximizando a funcao de verossimilhanca para cada ocasiao em separado,
utilizando o modelo de chances proporcionais:

In [W] = Njt — (Buewis + Parxor + ... + Bprxpt) = Njt — By, (29)
— ()

em que Aj; ¢ um parametro de perturbacao do modelo, denominado intercepto e & representa

o vetor de valores das variaveis explicativas, o qual também pode variar no tempo. Quando a

resposta é bindria, o modelo (29) reduz-se ao modelo de regressao logistica para a probabili-

dade da primeira resposta. Assim, para uma amostra aleatoria de N elementos, o logaritmo

da fungao de verossimilhanca no tempo ¢, pode ser expresso por:

N k
by Gy L m[d(Nje — @0,8,) — d(Nj-10 — 2iB)]}, (30)
i=1  j=1
em que ¢(.) = 156'%) e 0y, € uma variavel indicadora incluida no modelo para o caso de

observagoes omissas, isto é, d;; = 1 se y,, e x;; sao observados e 0 em caso contrario.

Como é classico nos MLGs o maximo global de (30) somente é possivel ser
obtido via processo iterativo. O método de Newton-Raphson pode ser implementado para
obtengao das estimativas Bt e S\jt. Uma vez obtidas as estimativas dos parametros do modelo

(29), podem-se estimar as probabilidades acumuladas por meio de:

~ ~
Nis —
Yir(x) = Py — fi) i=1,2,... k-1,

~ ~/
1+ exp(Ajr — B,x)
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e, para se calcularem as probabilidades pontuais para cada um dos tempos de observacao,

basta trabalhar com a funcao de distribuicao acumulada. Por exemplo, a probabilidade

marginal de um individuo estar na categoria 3, no tempo ¢ é calculada por:

T3:(2) = J3¢(T) — Yot ().

Vale ressaltar que os modelos marginais ajustados em separado conduzem a
estimativas de parametros que sao especificos para cada ocasiao. Somente a dependéncia
de Y sobre x é especificada, como num estudo transversal. Uma das criticas a esse tipo de
abordagem esta no fato, de que, em geral, o estudo longitudinal caracteriza-se pela presenca
de correlagao entre as observagoes repetidas e essa correlacao deve ser levada em conta no
processo de ajuste. Diggle et al. (2002) apontam trés conseqiiuéncias ao se ignorar a correlagao

quando ela existe em dados longitudinais:

1. inferéncias incorretas sobre os coeficientes de regressao, (3, pois, em geral, os erros-

padrao sao os mais afetados;
2. estimativas de 3 que sao ineficientes, isto é, menos precisas,
3. protecao sub-6tima contra vicios causados por dados perdidos.

Para contornar essas limitagoes, Liang e Zeger (1986) e Zeger e Liang (1986)
propoem as equagoes de estimagao generalizadas (EEG), necessitando apenas da especificagao
do primeiro e do segundo momentos da fun¢ao de densidade marginal. A metodologia pode
ser vista como uma extensao da teoria da quase-verossimilhanca e permite a analise de dados

longitudinais sejam eles discretos ou continuos.

2.1.3.2 Equacgoes de estimagao generalizadas e modelos marginais

A fim de estabelecer a notacao a ser usada nesta secao, considere y;, o vetor

de variaveis respostas, de dimensoes n; x 1, isto é, y; = (yi1, Yi2,- -, Yin;)’, € & matriz de
variaveis explicativas X; = (21, T2, ..., Tin,)’, de dimensdes n; X p, cujas linhas sdo os
vetores ®;; = (Ti,...,Tap)’, para a i-ésima unidade experimental (i = 1,2,...,N), nos

t-ésimos instantes de observagao (tempo), t = 1,2,...,n;. Assume-se, a principio, que a
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distribuicao marginal da variavel aleatoria Yj; é conhecida e pertence a familia definida em

(1), ou seja:

J Wit; O, @) = exp {ﬁ[%teit — b(0i)] + c(yir, ¢)}, (31)

na qual a inclusao do indice t é para considerar as observacoes repetidas. Assume-se também
que E(Yi) = pi = V' (0i), Var(Yi) = a;i(¢)b"(0i) = ai(¢)V(1it), em que V(p;r) é a fungao
de variancia. Também, em grande parte dos casos, a;(¢) = ¢. Pode-se, entdo, definir um
modelo linear generalizado para cada instante de tempo t, acrescentando uma funcao que faz

a ligagao entre a parte aleatéria (31) e a parte sistematica:

Nt = Q(Mz‘t)7

em que n;, = x;,3 é o preditor linear, 8 = (1, 2, ...,3,)" é o vetor de parametros desco-
nhecidos e de interesse e g(.) é a funcdo de ligacao.

Uma primeira alternativa para modelagem e estimacao dos parametros 3, seria
ignorar a estrutura de correlacao intra-unidade experimental, isto é, supor que as observagoes
de um mesmo individuo sao independentes. Sob esta suposicao, a funcao escore é expressa

por:
| N

U:B) = g_b ZDQV;l(yi — 1), (32)
i=1

em que D; = Wil/ QVZV 2XZ», X, é a matriz de varidveis explicativas; W, = diaglw;] é a

O 2 )
87]':> [V (pi); Vi = diaglV ()] e p; = (fi1, fizy - - - fhin;)' . Em

caso de fungao de ligagao canonica, a fungao escore se reduz a U(3) = é SV Xy — )

matriz dos pesos, w; = (

A estimativa B; é obtida da solugao do sistema de equagoes escore, isto é,

U;(B) = Z D;V'L‘_l(yi —p;) =0. (33)

Independente do conhecimento da distribuicao marginal de Yj; é possivel es-
pecificar apenas a funcao de variancia dos dados, o que caracteriza o modelo de quase-
verossimilhanga, e a fungao escore sera igual a apresentada na equagao (32).

Liang e Zeger (1986) mostram que B, ¢ um estimador consistente para 3 e,

VN (B ; — B) tem assintoticamente distribuigdo normal multivariada. A desvantagem desse
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estimador é que ele pode nao ter eficiéncia nos casos em que existe uma correlagao grande

entre as observagoes repetidas. Para solucionar esse problema, eles propoem as EEG, que
levam em conta a correlagao de tal forma a melhorar a eficiéncia dos estimadores, sem perder
a consisténcia dos mesmos.

A idéia é introduzir uma matriz R(a), simétrica e de dimensao n;, que satisfaga
as condicoes de uma matriz de correlacao e, em que, a denota um vetor de dimensoes sx 1, que
caracteriza completamente a matriz R(a), chamada de “matriz de correla¢ao de trabalho”.

Assim, define-se:
Q; = Var(y;) = ¢V*R(a) V2, (34)

como a matriz de variancias e covariancias de Y; se a verdadeira correlacao entre as ob-
servagoes repetidas for dada por R(a). Note que, sob a suposigao de independéncia entre as

observagoes, a matriz dada em (34) reduz-se a:
Q; = Var(V;) = ¢V, pois R(a) = I,,,.

Admitindo-se uma outra estrutura para £2;, para estimar 3 deve-se resolver o

sistema:

ou seja,
N
> DOy, — ) =0, (35)
i=1

cujas equagoes sao denominadas por Liang e Zeger (1986) de equagoes de estimagao generali-
zadas. Em particular, sob suposigao de independéncia a equagao (35) reduz-se a (33), e para
cada unidade amostral 7, é similar a funcao escore do modelo de quase-verossimilhanca.

No entanto, as equagoes de estimacao, dependem também dos parametros ¢
e a, que devem ser estimados separadamente. Para implementar o processo iterativo, é
preciso, portanto, dar estimativas iniciais para ¢ e «, que sao atualizadas separadamente
a cada passo. O processo iterativo consiste em substituir a em (35) por &, quando 3 e ¢

sao conhecidos. A seguir, troca-se ¢, por g%, quando B3 é conhecido. Portanto, as EEG (35)
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podem ter a forma:

ZUPa(éwﬂza

cuja solucao BG, obtida a partir do método escore de Fisher modificado, é dada por:

N

1) _ gl {Z(D;)(m)<gi—l)(m)(Di)(m)}_1{i(D')(m(Ql )(m>(yl-—u»§m))}-

i=1 =1
Sob condicdes moderadas de regularidade, isto é, se & é um estimador N'/2
consistente para a, quando 3 e ¢ sao conhecidos; se gg é um estimador N2 consistente para
¢, quando B ¢é conhecido, segundo Liang e Zeger (1986), v N (BG — ) tem assintoticamente
distribuicao normal multivariada, com vetor de médias igual a zero e matriz de variancias e

covariancias, V ¢, dada por:

VGzZ&LIréON[éD;Q ] {ZD’ Q 'Var(y; HZD’ }1.

Quando a matriz de correlagao de trabalho é definida corretamente, um esti-

mador consistente para V4 é expresso por:
N ! 1
H, =) DX, D, (36)

com D, avaliada em B, e Q; avaliada em (¢, &, 3;). No entanto, se a matriz R(«) for
especificada incorretamente, o estimador dado em (36) pode ser inconsistente e os autores
sugerem a utilizacao de um estimador robusto, que serd sempre consistente mesmo que a

matriz de correlacao de trabalho seja mal especificada, dado por:
N a1 a1 ~ 1
Ve=H, H, H, (37>

em que Hy = {Zfil D (y; — ) (y; — 1) D; }
Por outro lado, o estimador dado por (37), para um nimero pequeno de
unidades experimentais (N < 30), produz viés e, neste caso, Paik (1988) recomenda o uso do

estimador de variancia jackknife:

N A~ A~
E:Bo— B — B,
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em que p ¢ o numero de parametros e B, sao as estimativas de 8 omitindo-se o i-ésimo
cluster (individuo, unidade amostral).
As estimativas para os parametros de correlagdo a e de escala ¢ podem ser

obtidas a partir do residuo corrente de Pearson, cuja definicao é :

em que 6; depende do valor corrente para (3. Assim, tem-se que a estimativa do parametro

de dispersao:

em que M = > n;. A estimativa de o, por sua vez, depende da escolha da matriz R(a).
Uma forma de se especificar «, é a partir de uma funcao simples dos residuos, como por
exemplo:
N . 4
Zizl TitTi
(M —p)

As estruturas mais comuns para a matriz de correlacao de trabalho apresenta-

Rtt’ -

das pelos autores sao:

i. Independéncia

Nesse caso, assume-se como matriz de correlacao a matriz identidade, R(a) = I,,,, o

que leva as equagdes de estimagao definida em (33).

ii. M-dependente

Essa estrutura de correlacao é usada, quando se assume que as observacoes repetidas

seguem processo estacionario de dependéncia m, isto é:

/ .
Rla) = 0 se |[t; —t] >my;
4
alti=tl se |t; — )| < m.
, . L. . .
em que, ¢; e t;, denotam os j-ésimos e k-ésimos tempos de observacao para a unidade

amostral 7. Nota-se, neste caso, que a correlacao depende da distancia entre as medidas

repetidas, podendo tender a zero, para espagamentos maiores do que m. Como um
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caso particular, assumindo, p(yi, Yi+1)) = ¢, tem-se um modelo de dependéncia um.

Neste caso, hd o = (a1, g, ..., vy, 1)’ parametros a serem estimados, para os tempos
t=1,2,...,n;,— 1, e

1 set=t;

Rla)=14 «a; se|t—t|=1;

0 se|t—t]>1.
com «y; podendo ser estimado pela expressao:

N ..

Qy = ng —r;‘\?ri’tﬂ .

i=1 —b

Simétrica ou Permutavel

Nessa estrutura, assume-se uma matriz de correlagao do tipo:

1 set=t
R(a) =
a set#£t.
Deve ser usada quando se assume um modelo de efeitos aleatérios com intercepto

aleatério para cada individuo, como exemplificado em Laird e Ware (1982). A esti-

mativa para « é dada por:

N A A
G=03 3
_ —
=1 Z

v Qi1 gni(ni—1) —p
Auto-Regressiva (AR-1)

Nesse caso, assume-se uma estrutura de correlacao auto-regressiva, sendo que as ob-

servagoes mais proximas tendem a ser mais correlacionadas, ou seja:

R 1 se t=1";
(o) = lt—t/| /
o se t #t.

que, em particular, para n; = 3, pode ser expressa por:
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v. Nao-estruturada

A matriz nao estruturada pode ser definida pela seguinte expressao:

Ra) 1 set=t;
o) =
oy se t £t

e terd n;(n; — 1)/2 parametros. Em particular, para n; = 3, tem-se:

1 o ags
R(a) = a1 s

oz o3 1

havendo, portanto, 3 parametros a serem estimados. Essa estrutura é interessante
) )
quando nao hd muitos instantes de observagao. Ademais, neste caso, R(a) pode ser

estimada por:

O procedimento béasico para se ajustarem modelos para respostas correla-
cionadas, através das EEG, atualmente, encontra-se implementado em varios softwares, como
no procedimento genmod do SAS, no pacote oswald do S-PLUS (SMITH, 1998), nos pa-
cotes gee e geepack do R e no software STATA. Em todos esses softwares ha opgoes para
se definir uma estrutura de correla¢do (decorre dai o nome correlagdo de “trabalho”). H&
de se ressaltar, que ao se adotar esse procedimento metodoldgico, o foco do pesquisador
estd na distribuicao marginal, isto é, a resposta média populacional é modelada como uma
funcao das varidaveis explicativas, sem levar em conta a heterogeneidade entre os individuos.
Os coeficientes da regressao tém interpretacao para a populagao, isto é, servem para des-
crever uma mudanca na resposta média populacional para uma mudancga na covariavel x.
Desse modo, esses modelos sdo exemplos especificos da classe population-averaged (ZEGER;
LIANG; ALBERT, 1988).

Com dados binérios, os modelos marginais tém importancia singular em estudos
epidemioloégicos, em que se deseja diferenciar grupos populacionais com diferentes fatores de

risco. Suponha, a titulo de ilustracao, um estudo longitudinal, no qual o estado de satide dos
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individuos é qualificado pelo sintoma de alguma doenga (1) ou auséncia desse sintoma (0).

Entre as variaveis explicativas, estd um fator de risco, como por exemplo, ser, ou nao ser,
fumante para o caso de avaliar doenca respiratéria. Adotando-se o modelo:
P(Y; =

logito (pz) = In (L) I B )

1 p
1— ui T:O) = Bo + w1 + ; O kit

em que xy; representa a variavel bindria para o fator de risco (1 presenca e 0 auséncia). Uma
vez ajustado o modelo, sabe-se que exp(ﬁk) tem interpretagao em termos de razao de chances.
Nesse caso, o coeficiente exp(ﬁg) é a razao de freqiiéncias de individuos doentes e nao doentes
entre aqueles que nao apresentam o fator de risco. J4 o termo exp(Bl) é a razao de chances
de doenca entre os que apresentam e nao apresentam o fator de risco. Quando a prevaléncia
da resposta é baixa, essa razao de chances pode ser interpretada aproximadamente como a
razao de prevaléncias da doenca entre duas populagoes de individuos com e sem o fator de

risco, numa dada visita (ZEGER; LTIANG, 1992).

2.1.3.3 Modelos de transicao de Markov

Os modelos marginais, apesar de permitirem incorporar uma estrutura de cor-
relagao para os dados através da matriz R(a), ainda nao sao suficientes para descrever toda
a informacao relacionada a um estudo longitudinal. Assim, quando a questao da dependéncia
do tempo é o objeto central, ou seja, se se deseja descrever uma relagao de dependéncia da
distribuicao condicional da resposta corrente no tempo t, isto é, y;;, sob as respostas anteri-
ores (Yi1, Yiz, - - - ,yiy(t_l)) e as variaveis explicativas x;, os modelos de transicao sao os mais
apropriados. De fato, uma das grandes virtudes do modelo de transicao ¢ modelar as mu-
dangas individuais (transigdes) no tempo e, avaliar, como essas mudangas sao influenciadas
pelas variaveis explicativas consideradas no estudo.

O estudo dos modelos de transicao estd também alicercado na teoria dos pro-
cessos estocasticos e, freqiientemente a propriedade markoviana é a mais usada. Neste tra-
balho, o enfoque é direcionado para a cadeia de Markov, uma vez que a variavel resposta
tem espaco discreto de estados, S = {0,1}, e, o tempo, também é considerado discreto
7={0,1,2,...,T}. A respeito do tempo, cabe considerar que o que determina o fato de ele

ser discreto é a forma como a resposta é obtida, através de ocasioes especificadas. Por exem-
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plo, uma pesquisa de opiniao feita quinzenalmente, um diagndstico realizado em pacientes

mensalmente, etc. Em grande parte dos processos, a rigor, o tempo é continuo, caracteri-
zando um processo de saltos (se o espago de estados é discreto) ou processo de difusao (se o
espago de estados é continuo). Em um processo de saltos, por exemplo, a modelagem proba-
bilistica dos intervalos de tempo em que o estado de processo se encontra é importante para
obtencao dos parametros infinitesimais, que juntamente com as probabilidades de transigao,
caracterizam o processo. Maiores detalhes sobre processos em tempo continuo, podem ser
encontrados nos trabalhos de Singer e Spilerman (1976), Tuma, Hannan e Groeneveld (1979),
Kalbfleisch e Lawless (1985), Ware, Lipsitz e Speizer (1988), Noleto (1991), Lindsey (2004),
entre outros.

Assim, direcionando as cadeias de Markov para o caso de dados bindrios, a
descricao das mudancas ou transicoes das observagoes entre uma ocasiao e outra é caracteri-
zada estocasticamente por matrizes de probabilidades de transicao, de dimensoes 2 X 2, pois
a priori, assume-se que a propriedade markoviana é satisfeita. Para estabelecer a notacao,

considere:
i) Matriz de probabilidades de transigao - processo nao estacionério

P(t) = moo(t)  mou(t) |

7T10(t) 7T11(t>
em que o subescrito (¢) denota a dependéncia em relagdo ao tempo, havendo nesse caso, T

matrizes de transicao.
ii) Matriz de probabilidades de transi¢ao - processo estacionario

Too 701
P=

T 711
No tocante a estimagao, ha na literatura, varios métodos disponiveis para se
estimarem essas probabilidades condicionais e caracterizarem essas matrizes. No contexto
deste estudo, faz-se uma distingao entre dois procedimentos bdsicos. O primeiro procedi-
mento, baseado na andlise de tabelas de contingéncia, é aplicado aos casos em que a amostra

¢ homogénea. Entretanto, considerando a presenca de variaveis explicativas, apresenta-se
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um segundo procedimento, obtido a partir da definicao de MLGs, incorporando a estrutura

estocastica de uma cadeia de Markov.

2.1.3.4 Tabelas de contingéncia e matrizes de probabilidades de transicao

Para esse procedimento de estimacao das probabilidades condicionais,
considera-se que a amostra aleatéria de individuos, avaliada em diversas ocasides pré-
determinadas, é homogénea. Alguns trabalhos como os de Anderson e Goodman (1957),
Goodman (1962), Bishop, Fienberg e Holland (1975), Agresti (1990), Fitzmaurice e
Laird (1993), Lindsey (1995, 2004) descrevem que as mudangas ou transigbes de catego-
rias de resposta no tempo, nesse caso, podem ser estudadas através de técnicas aplicadas a
tabelas de contingéncia, com as hipdteses de interesse sendo testadas por meio de modelos
log-lineares. Uma situacao hipotética é apresentada na Tabela 2, considerando respostas
bindrias. Em cada um dos tempos, apenas a resposta da unidade amostral (individuo) é

considerada.

Tabela 2 - Estudo longitudinal com resposta binaria supondo amostra homogénea

Tempo
Unidade amostral 0 1 T
1 0 1 1
2 11 0
3 0 0 0
4 1 0 1
N 0 0 1

Assim, para a situacao em que as probabilidades de transicao nao sao esta-
ciondrias, as transi¢oes observadas sao representadas por um conjunto de estatisticas sufi-
cientes, ng(t),V a,b € S = {0,1} e, podem ser vistas como freqiiéncias observadas em T
tabelas de contingéncia 2 x 2, como mostra a Tabela 3.

As estimativas pontuais das probabilidades de transicao para as 1" matrizes de
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Tabela 3 - Tabela de contingéncia 2 x 2, na t-ésima transicao, de um estudo longitudinal com

resposta binaria e amostra homogénea

Y,
Y-y 0 1 Total marginal (f — 1)
0 noo(t)  ne1(t) no.(t — 1)
1 nio(t) nai(t) ny(t—1)
Total marginal (t) ng(t) n(t) N

transicoes sao dadas pelas freqiiéncias relativas dessas tabelas, fixando-se os totais marginais

Nap(t
(t—1), coincidindo com as estimativas por maxima verossimilhanga 7y, (t) = LU, apre-

na(t — 1)
sentadas na se¢ao (2.1.2.4.1). Caso o teste para estacionariedade, baseado na estatistica de
qui-quadrado ou na razao de verossimilhangas, nao seja significativo, é possivel reduzir as

, ceaA . T N Nap
T tabelas a uma s6, com freqiiéncias dadas por ng = Y.,_; ne(t). Decorre que g = —,

a
freqiiéncias relativas condicionais observadas, constituem-se em estimativas de probabilidades
para a matriz de transicao estacionaria.

Para ilustrar as idéias descritas, considere os dados referentes as observagoes
sobre precipitacao pluviométrica didria (em mm), em Piracicaba-SP, no més de novembro,
durante o periodo de 1997 a 2006. Os dados sao do Departamento de Fisica e Meteorologia da
ESALQ-USP, obtidos por instrumento automético. Nesse exemplo, pode-se tomar o ano como
unidade amostral e os dias como as ocasioes de tempo em que sao feitas as mensuragoes. A
variavel precipitacao é categorizada, em ocorréncia de chuva (1) ou nao (0), conforme mostra
a Tabela 4. Nesse periodo, hd 159 dias sem chuva e 141 com incidéncia de precipitagao.

Para cada ano ha 29 transicoes, cujas freqiiéncias sao obtidas por meio de
tabelas de contingéncia 2 x 2. Assumindo um processo estocdstico estaciondrio, as 290
transicoes do periodo sao sintetizadas na Tabela 5, que permite estimar as probabilidades de
transicao dada a condigao no dia anterior, através de suas freqiiéncias relativas. Observa-se
que hd uma certa dependéncia em relacao ao estado no dia anterior. A probabilidade de
chuva, no més de novembro, dado que nao chove no dia anterior é estimada em 0, 3494, ao

passo que se chove no dia anterior, essa probabilidade passa a ser 0, 5162.
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Tabela 4 - Dias do més de novembro com precipitacao (1) ou ausénica (0) em Piracicaba-SP

Anos Dias

1997 100 001 100 001 111 111 101
1998 000 001 010 110 100 000 000
1999 000 010 011 101 000 000 010
2000 001 001 o000 111 111 011 O11
2001 000 100 000 011 111 110 100
2002 000 110 00O 111 111 011 100
2003 110 010 110 000 100 111 000
2004 000 111 000 011 001 111 100
2005 000 100 100 000 011 111 110
2006 110 001 001 100 111 O11 110

111
000
111
101
110
001
011
000
100
000

111
011
010
110
000
111
011
000
100
110

100
000
000
011
111
111
101
110
001
110

Fonte: Estacdo meteoroldgica automatica, ESALQ-USP

Tabela b - Total de freqiiéncias de transicoes de primeira ordem observadas nos dados sobre

precipitacao, em Piracicaba-SP, para os dias do més de novembro no periodo de

1997 a 2006

Dias(t)

Dias—1) 0 1 Total

0 108 o8 166

(0,6506)  (0,3494)

1 60 64 124

(0,4838) (0,5162)

Para caracterizar completamente o processo, as probabilidades iniciais da

cadeia sao estimadas marginalmente por @, = (0,7:0,3), referindo-se & ocorréncia (0.3
0 y Ly Y ) ) )

ou nao, de chuva (0,7) para o primeiro dia do més. Assim, o modelo estocéstico prediz uma

probabilidade marginal de chuva para um dado dia do més de novembro em 0,4194.
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(6)
15(6) 0,6506 0,3494 0,5806 0,4194

0,4838 0,5162 0,5806 0,4194

Essa probabilidade é obtida multiplicando-se o vetor de probabilidades iniciais
pela matriz de transicao sucessivamente. Verifica-se que a matriz de transicao se estabiliza

no passo 6. A Figura 1 ilustra esse processo.
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Dias

Figura 1 - Probabilidades marginais de chuva observadas para cada dia do més de novembro,
em Piracicaba-SP, no periodo de 1997 a 2006 e as correspondentes probabilidades

estimadas pela cadeia de Markov

Na pratica, porém, conforme destaca Noleto (1991), dificilmente a amostra é
considerada homogénea. E fato também, que em estudos longitudinais, além do fator tempo,
um dos objetivos é justamente avaliar a influéncia das varidveis explicativas na variavel
resposta. Se ha um fator apenas, como por exemplo num estudo epidemiolégico, fator
tratamento qualificado em ativo e placebo, pode-se estratificar a amostra em duas, de tal
forma a obter dentro de cada grupo (suposto homogéneo), as probabilidades de transicao e
através de testes apropriados, tirar as conclusoes desejadas. No entanto, quando o niimero
de variaveis explicativas envolvidas na andlise aumenta, a estratificagao sucessiva pode levar

a uma diminuicao nas freqiiéncias de caselas em cada um dos grupos, e, conseqiientemente,
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o tamanho insuficiente da amostra inviabiliza a obtencao de estimativas consistentes para as

probabilidades de transicao, além de comprometer as estatisticas para os testes de interesse.

2.1.3.5 Modelos lineares generalizados de transigcao

A alternativa mais apropriada, quando o interesse é estudar o efeito das
variaveis explicativas sob as probabilidades da matriz de transicao, ¢ através da especificagao
de modelos para descrever a relagao funcional de dependéncia dessa probabilidade em relagao
ao conjunto de varidaveis explicativas, consideradas no estudo. Nessa Otica, ao invés de se es-
timarem todas as probabilidades de transicao em separado, como no procedimento anterior,
busca-se modelar essas probabilidades de tal forma que as estimativas dos parametros obtidas
podem ser interpretadas como os pesos que cada uma das variaveis explicativas exercem na
estimacao da probabilidade de transicao.

Nesse sentido, Cox (1970) sugere o uso da regressao logistica para modelar a
esperanca condicional de dados binarios, em que as probabilidades de transicao dependem
das variaveis explicativas, correspondendo a uma cadeia de Markov. Esse método é apli-
cado no estudo do efeito da poluigdo do ar sobre a satide (ataque de asma), por Korn e
Whittemore (1979), que consideram o estado de satide do individuo no tempo imediatamente
anterior como covariavel.

Nesses dois trabalhos, os dados sao obtidos como séries temporais e assume-se
que as respostas binarias para o i-ésimo individuo, dado um conjunto de variaveis explicativas,
formam um processo estocéastico de tempo discreto, isto é,t = 1,2,...,n;, com Y;; assumindo
valores no espago de estados S = {0, 1}. Seja m; a probabilidade de um evento numa ocasiao
t, dadas as variaveis explicativas e a histéria do processo de Yj; do inicio do estudo até a

ocasiao (t — 1), assumindo o modelo de regressao logistica, m; é especificada por:

_expla+ f'x)
m(t) = 1+ expla+ B'z)’ (38)

em que x é um vetor de variaveis explicativas associadas a ocasiao t, 8 o vetor de parametros
desconhecidos e o uma funcao de parametros desconhecidos definida por o = ag + y;—1)1.

A funcao de verossimilhanca para os dados 1, Yo, . - ., Yin de um individuo é:

n

[Tty = (o). (39)

t=1
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A fim de maximizar (39), os autores consideram duas situagoes. A situagao

mais simples ocorre quando a = constante, tal que o estado do processo numa dada ocasiao
¢ independente do estado processo em outra ocasiao. Nesse caso, a fim de se obterem as
estimativas dos parametros, Cox(1970) sugere maximizar a fungao de verossimilhanca usual,
ou seja, procedimento de estimacao de parametros quando se assume uma regressao logistica
para dados independentes. Como as respostas sao independentes, ocasioes com observagoes
omissas podem ser simplesmente retiradas do estudo, assim, n em (39) representa o nimero
de ocasices sem dados perdidos. Korn e Whittemore (1979) mostram que o parametro o
pode ser eliminado da estimagao de 3, maximizando a func¢ao de verossimilhanca condicional
ao numero total de eventos. A funcao de verossimilhanga é expressa, entao como:

exp(B' Y yux)
d>oaexp(B Y )

sendo a soma no denominador sob todos os conjuntos A de ocasioes no periodo.

L(B,y) o (40)

Num segundo caso, assume-se que as respostas estao correlacionadas serial-
mente. Assim, o pode assumir dois valores, ay ou ag + oy, dependendo de y;;—1) = 0 ou
Yi—1) = 1. A funcao de verrossimilhanca (39) pode ser escrita como:

exp(aoy + a1 Y. YuYi—1) + B Y ya)
[Tr (1 + exp(ao + aqyi—1) + B'x)]

L(ﬂ7a07alay) (8 (41)

resultando nas estimativas de méxima verossimilhanga, apresentadas por Cox (1970). Nesse
segundo caso, se a resposta na ocasiao (¢t — 1) é perdida, entao a resposta na ocasiao t deve
ser omitida, a fim de que 7(t) possa ser calculada.

Cabe ressaltar que, diferentemente do caso normal, modelos para esperanca
condicional, como os de Cox (1970), de uma varidvel bindria ndo implicam igualmente em
expressoes simples para as esperancas marginais. Assim, de forma diferente, Zeger, Liang
e Self (1985) consideram dois modelos de trabalho, nos quais as probabilidades marginais
ao invés das condicionais sao expressas como funcoes logisticas das varidaveis explicativas,
a fim de aproximar a verdadeira fungao de verossimilhanca por fungao de verossimilhanca
de trabalho que levam a estimativas consistentes de 3 sob suposicoes moderadas sobre a
dependéncia do tempo. Como nas propostas anteriores, os autores usam séries temporais ao

invés de modelos de medidas repetidas para explicar essa dependéncia.
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No primeiro modelo, o estimador, BO, ¢ obtido, supondo-se que observacoes
repetidas para um individuo sao independentes entre si. Esse estimador é consistente dado
qualquer conjunto de processos estacionarios bindrios tais que logito(m;) = @}3. No segundo
modelo proposto, o estimador, Bl, ¢é obtido a partir do modelo de trabalho no qual cada
série é uma cadeia estacionaria de Markov de ordem um. Ele é consistente quando a série
satisfaz a suposicao de funcao de ligagao logistica e tem uma autocorrelacao comum de lag
1, ou seja p = cor(Yy, Y; (t-1)). Sob o modelo estacionario de primeira ordem, o logaritmo da

funcao de verossimilhancga é:

N ng
((Bp) x Y {yﬂmgﬂ —In(1 + exp(a}B)) + > {yielnmy + (1 — y) In(1 — m) } |,

i=1 t=2
em que my = E(Yy | Yig—1), i) = m + p(Yi—1) — ™).

Os autores apresentam também as equagoes escore bem como as condigoes de
consisténcia e normalidade assintotica associadas aos estimadores propostos. Cabe ressaltar
que a proposta de Zeger, Liang e Self (1985) pode ser entendida como um caso particular
do trabalho de Azzalini (1983), que apresenta questoes sobre a estimag¢ao por maxima ve-
rossimilhanca de processos estocasticos de séries estacionarias de ordem ¢. De acordo com
a proposta de Azzalini (1983), hé situacoes em modelos de processos estocdsticos em que a
maximizacao da funcao de verossimilhanca exata nao é viavel, restando como alternativa,
uma aproximacao para essa funcao. Assim, se Yj; representa um processo estocastico esta-
cionario indexado por um vetor de parametros 3, a fungao de verossimilhanca de g-ésima

ordem para i-ésimo individuo é aproximada pela expressao:

gz(n) (,8) 0.8 Z In f(yzt | yi(t—l): S ’yi(t—q); /6)7 <42)
t=1

em que f(Yit | Yie—1)s - - - Yig—q)) € & funcao de densidade ou distribuicdo de probabilidade de
Y dado (Yig—1ys - - - Yie—q))- Se ¢ = 0, entdo nao existe condicional e f é simplesmente uma
funcdo marginal. Azzalini (1983) mostra também que sob condigbes de estacionariedade e
ergocidade do processo, B, o estimador de méxima verossimilhanga de (42), tende ao valor
verdadeiro quando n; — oo. O autor também apresenta exemplos de eficiéncia assintética
desse estimador para os casos de um processo de Markov normal e para uma cadeia de Markov

de segunda ordem de uma série binaria.
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Esses trabalhos sao exemplos pioneiros daqueles que sao tratados na literatura,

como modelos baseados na cadeia de Markov, sendo que a dimensao das respostas anteriores,
define a ordem dessa cadeia. A desvantagem das estruturas propostas tanto por Cox (1970),
Korn e Whittemore (1979), Zeger, Liang e Self (1985) estd no fato de que os modelos limitam-
se a variaveis binarias e dados perdidos ou uma especificacao incorreta da cadeia de Markov,
podem gerar estimativas inconsistentes. Além disso, o trabalho de Zeger, Liang e Self (1985)
sO permite variaveis explicativas independentes do tempo e a metodologia proposta é aplicavel
somente quando o processo é estaciondrio.

Uma proposta alternativa, que permite trabalhar com duas ou mais categorias
de resposta, variaveis explicativas dependentes do tempo e com inclusao de variavel indicadora
para possibilidade de observagoes omissas, é o trabalho de Ware, Lipsitz e Speizer (1988). Na
verdade, essa proposta é uma adaptagao do modelo marginal de Stram, Wei e Ware (1988),
em que a cadeia de Markov é caracterizada no modelo pela inclusao da categoria de resposta
no tempo anterior como uma covariavel independente em um modelo de regressao. Assim,
seguindo os procedimentos e a notagao definidos para o modelo de Stram, Wei e Ware (1988),

as probabilidades de transicao sao dadas por:
Wab(t — 1,t) = P([z'bt ’ Iia(t—1)7 wit), a, b= 1, 2, ey k’, t= O7 1, e ,T,

em que Ty = (T1it, Tait, - - - Tpit, L(p+1),it) € 0 vetor das (p+1) varidveis explicativas associadas
ao individuo i na ¢-ésima transicao. Aqui, z; representa o valor assumido por j,;—1). Essas
probabilidades de transicao podem ser estimadas como nos modelos marginais, ou seja, a
partir do modelo de chances proporcionais. O logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca desse

modelo, no tempo t é:

N k
y o< Z Ot Z Iijt{ln[ﬁb()‘fmt - w;tﬁt) — 0(Nem—1.t — wétﬂt)]}? (43)
i=1  j=1

em que J;; € a variavel indicadora para observagoes omissas, ou seja, o, = 1, se I;; e x;; sao
observadas, e assume 0 em caso contrario. As probabilidades de transicao acumuladas sao
especificadas por:

e — Bia)
T+ expOhar — Bj2)

() b=1,2,.. k-1, (44)
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em que Ay ¢ um parametro de perturbacao do modelo, denominado intercepto e o vetor x
representa o conjunto de valores das variaveis explicativas, o qual também pode variar no
tempo e By = (But, Bt - - -, Bp+1),4) € 0 vetor de parametros desconhecidos que representam
0S pesos que as variaveis explicativas exercem nas probabilidades de transicao.

Para dados binérios, o modelo de chances proporcionais (44) reduz-se ao modelo
de regressao logistica para modelar as probabilidades condicionais. E importante notar que
nesse método, modelam-se as 71" transi¢oes possiveis, que permitem estimar e estudar no
decorrer das transigoes as matrizes de probabilidades condicionais. Constitui-se, portanto,
em uma técnica apropriada aos processos nao estacionarios.

H&4 outras extensoes de modelos lineares generalizados para modelos de
transicdo. Um exemplo é o trabalho proposto por Zeger e Qaqish (1988), em que a teo-
ria da quase-verossimilhanca é usada para definir o modelo de Markov. Posteriormente,
Zeger e Liang (1992) e, mais recentemente, Diggle et al. (2002) discutem condi¢oes mais
gerais para definir um modelo de transicao de Markov. De acordo com esses autores, um
modelo de transicao de Markov especifica um modelo linear generalizado para a distribuigao
condicional de Y;; dadas as respostas passadas. Assim, seja by = (i1, Yio, - - - yi,(t_l)) o vetor

de dimensao ¢ das respostas prévias, entao a distribuigao condicional de Y;; é dada por:

f(i | hit) = exp {% [yitez't - b(@it)} + (Y, fb)}, (45)
em que
pi = EYi [ hie) = V(0:) e v = Var(Yi | hir) = b"(02)9,
denotam a média e variancia condicionais a hy.

Considera-se, ainda, que a média e a variancia condicional satisfazem as

equacoes:
Cy __ o - . c _ c
9(1i) = Mt = T3 + Z fr(hi ) e vy = v(py)o, (46)
r=1

em que g(u5) e v(us;) denotam a fungao de ligacao e a fungao de variancia, respectivamente.
Nota-se pela expressao (46), que a média condicional depende tanto das varidveis explicativas
como das respostas nos instantes anteriores. As respostas prévias ou funcgoes delas mesmas

sao tratadas como variaveis explicativas adicionais.
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2.1.3.6 Estimacao por maxima verossimilhanga para processos estacionarios
Um processo para se ajustarem modelos de transicao de Markov é apresen-
tado por Diggle et al. (2002). Esse procedimento difere da proposta de Ware, Lipsitz e
Speizer (1988), pois ajusta-se um tnico modelo, a partir de uma soma de contribuigées indi-
viduais (perfis de respostas) para a funcao de verossimilhanga. Nesse contexto, em analogia,
as estimativas obtidas a partir das tabelas de contingéncia, pode-se pensar como um proce-
dimento para modelos estocasticos estacionarios.
Assumindo um modelo de transicao de Markov de ordem ¢, a distribuicao

condicional de Y;; é expressa por:

f(yit | hit) = f(yit | Yit—1), Yi@¢—2), - - - ;yi(tfq))a

tal que a contribuigao na funcao de verossimilhanca do i-ésimo individuo é dada por:

f(yih Yizy - - 7yiq) H f(yit | Yit—1), Yi(t—2)5 - - - 7yi(t—q))'
t=q+1

Na prética, o modelo linear generalizado (45) define apenas a distribui¢ao condi-
cional, portanto, a fun¢ao de verossimilhanca das ¢ primeiras observagoes f(yi1, Yiz; - - -, Yiq)
nao € especificada diretamente, exceto para o caso normal, em que sob determinadas su-
posicoes ¢ possivel especificar a distribuicao marginal de Yj,... Y}, e, conseqiientemente
maximizar a funcao de verossimilhanca para o ajuste do modelo auto-regressivo normal. Por

exemplo, se para dados continuos, assume-se que:

Yi=xf+en e Yy=x,0+aYu1)+eu,

e, €1 ~ N(0,0%) e g4 ~ N(0,0%(1 — a?)), decorre imediatamente que Var(Y;) = o2 e

Cov(YyYi) = al’~tlg2. Essas suposicoes levam a um modelo marginal normal multivariado
com matriz de variancias e covariancias AR(1).

Para os demais casos, a fungao f(vi1,¥i2,-.-, Vi) ndo é determinada e, por
conseguinte, a funcao de verossimilhanca total nao pode ser especificada. Uma alternativa, é

estimar 3 e a maximizando a funcao de verossimilhanca condicional:

Yiy - - - ayiq) = H H Wi | hat). (47)

i=1 t=q+1

N
H FWitg+1)s - - -+ Yims
=1
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H& duas possibilidades distintas para se maximizar a fungao (47). Numa

primeira situacio, se f, (hi; &, B) = v f,(ht) , tal que g(4S) = &8+ S°_, fo(hiy) 6 uma
funcao linear de ambos os parametros a e 3, entao é possivel proceder a estimacao dos
parametros como se fosse um MLG para dados independentes, isto é, fazendo a regressao de
Y, contra (p + s) variaveis explicativas (@, fi(hit), - -, fs(hit)). Desse modo, usando a su-
posigao estabelecida em (45), segue que o logaritmo da fungao de verossimilhanga condicional
(47) é

N n;

Z [yztezt b(eit)l + c(Yits ). (48)
i—1 t—q

Para obter a funcao escore, tem-se que obter as derivadas em relacao ao con-

junto de parametros, aqui denotado por § = (3, a). Mas, observa-se em (48) que:

q
C=f01);  Oi=qpl); BG=g"(M) e Ny=2LWB+ Y Oty

r=1

Portanto, usando a regra da cadeia obtém-se a funcao escore:

Z Z aezt a/%t 8%
(v = b ops Ony 98

11tq+1

e, igualando a zero, obtém-se:

n,

C al aﬂz‘ct cy\-1(,, c
U"(0) = E — = 4
( ) 85 (Uz't ) (ylt Mzt) 0. ( 9)
i=1 t

:q+1

A equagao de estimagao (49) para esse caso pode ser vista como uma analogia

condicional da equacao escore definida para os MLGs. A derivada ——, faz o papel da matriz

X, mas ela depende tanto de a como de 3. 85

Adicionalmente, pode-se pensar nesse procedimento de estimagao como um
processo iterativo de minimos quadrados ponderados. Para tanto, considere Y ; um vetor de
respostas, com dimensao (n;—q), parat = (g+1),...,n; e u{ seu valor esperado condicionado
a h;. Seja, também, X uma matriz, com dimensoes (n; — q) X (p + $), cuja k-ésima linha
é % e W, = dlag(l/v (ki) ); com k = (1,...,(n; — q)), a matriz de ponderacao, de
dimensdes (n; —q) X (n; —q). Por fim, seja Z; = X5+ (Y, — ). Entéo, o valor atualizado

) pode ser obtido iterativamente pela regressao de Z contra X ™ usando a matriz de pesos
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W, isto é:

5D <ZX m)X) (ZX m)Z<m>> (50)

Nessas condicoes, quando o modelo assumido para a média e a variancia condi-
cionais é correto, a solucao 6 de (50), assintoticamente, tem distribuigdo normal com média
igual ao valor esperado, 9, e matriz de variancias e covariancias, de dimensao (p + s) dada
por

N -1
V= (ZXjW,-Xj) .

=1

Entretanto, para os casos em que nao se garante que o modelo esteja correta-

mente especificado, pode ser usado um estimador robusto:

N -1 N N -1
Vs = (ZX;?WiX;f) (Zx;fwiviwix;) (ng‘wix:) . (51)
f i=1 i=1 i=1

Uma estimativa consistente para V' 5 pode ser obtida, substituindo-se na
equacao (51), V; = Var(Y, | hg), por sua estimativa dada por (Y; — ) (Y, — af).
Um segundo caso para a estimacao dos parametros de um modelo de transi¢ao pode ocor-
rer quando as fungoes das respostas prévias, f,, incluem ambos os parametros a e 8. Um
exemplo dessa situagao é dado em Zeger e Qaqish (1988). Os autores trabalham com dados
de contagem e assumem um modelo de transicao de Markov estacionario de primeira ordem,
em que f = aflog(yi—1) — zcg(t_l) 3], caracterizando, portanto, um preditor nao linear. Nesse
caso, pode ser necessario usar métodos para modelos nao lineares. Situacoes como essa, nao
sao consideradas neste trabalho.

Para exemplificar as matrizes envolvidas no algoritmo de estimagao, considere
uma situacao com duas variaveis explicativas e quatro tempos de observacao. Admita pro-
cesso estacionario de dependéncia 1. Seja, a principio, y;, o vetor de varidveis respostas, de
dimensodes 4 x 1, isto é, y;, = (Vi1, Yi2, Vi3, Yia)', € seja X; = (1, z;1, 242) a matriz de varidveis
explicativas, de dimensoes 4 x 3, cujas linhas sao os vetores x;; = (1,1, i) . Represente,
Y;; a presenga ou auséncia de uma determinada doenca, enquanto que X;;; denota a presenca
ou auséncia de um determinado fator, para a i-ésima unidade experimental (i = 1,2,..., N),

na ocasiao t. Assumindo funcao de ligagao canodnica, tem-se:

i = logito P(Yy; = 1| Yiu—1) = a) = Bo + Si1it + oot + ayie—1y, a € {0, 1}, (52)
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sendo Var(Yy | Yig—1)) = 1 (1 = ).

Dado que a contribuicao individual para a funcao de verossimilhanca é expressa
por:

4

FWits vz - yia) = Flya) [ e | i),

t=2
e, a dificuldade estd em determinar a distribuigdo marginal de f(y;1), uma alternativa é
trabalhar somente com a distribuicao condicional. Assim, para maximizar a funcao de ve-
rossimilhanca condicional de Y;s, Yi3, Y4 dado Y;; deve-se omitir f(y;1) dessa equagao. Ope-
racionalmente, isso equivale a excluir as observagoes das varidveis resposta e explicativas
associadas a primeira ocasiao e, incorporar uma “nova” covariavel, a resposta prévia. Para

o exemplo em questao, as matrizes Y;, X; e W, sdo, respectivamente, expressas por:

1
, 1 , . S S 0 0
Yi2 Ti2z1  Tizz  Yi1 N G

Y, = Yi3 vX;‘k: I iz ®is2 Wi | W, = 0 —1 0

i3 (1=pgs)
Yia I min Tz Uiz 0 0 m

e o vetor de parametros por 8’ = (0o, 1, 02, «)’. Assim, por minimos quadrados ponderados
iterativamente (50), é possivel obter a solugao & = [Bo, B1, B, al'.

Quando se trabalha com dados bindrios em modelos de transicao, Zeger e
Liang (1992) explicam que as estimativas dadas em §, assim como nos modelos marginais,
também tém interpretagoes em termos de razao de chances, através de exp(d). Em particular,
para a situagao dada em (52), ap6s o ajuste do modelo, exp(&) pode ser interpretada como
a estimativa da razao de chances de doenca entre os individuos que tinham e nao tinham a

doenga na ocasiao anterior. Por outro lado, exp(;) é aproximadamente a razao de incidéncia

da doenca entre dois grupos: com e sem a presenca do fator z;.

2.1.3.7 Modelos com efeitos aleatorios

Num modelo de efeitos aleatérios assume-se que a resposta ¢ uma fungao de uma
ou mais variaveis explicativas com coeficientes de regressao que variam de um individuo para
o outro. Essa variabilidade entre os coeficientes de regressao surge de uma heterogeneidade

natural entre os individuos devido a fatores nao mensuraveis. Esses modelos, segundo Zeger,
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Liang e Albert (1988), usam tanto a informacao contida na resposta média populacional como

uma suposicao acerca da heterogeneidade entre os individuos para estimar os coeficientes
especificos. Portanto, sdo modelos da classe subject-specific (modelos SS).

Na definicdo do modelo linear generalizado misto (MLGM), assume-se que a
correlacao entre as respostas para um individuo seja resultante de uma heterogeneidade
natural nos coeficientes de regressao entre os individuos e, a distribuicao condicional das
respostas dado um coeficiente individual, sao variaveis aleatorias condicionalmente indepen-
dentes, seguindo um modelo linear generalizado (DIGGLE et al., 2002; MOLENBERGHS;
VERBEKE, 2005). Assim, formalmente, tem-se:

Y;'t’dz’ ~ fyit|di<yit|di)a

Wi
o (ilds) = exp {E [ye - b(@-t)} T ey, ¢>>}, (53)
visto que g = b'(0;), decorre:
E(Yi|d;) = pi

é a média condicional da variavel aleatoria Yj;, que é funcionalmente ligada a parte sistematica

por uma funcao de ligacao:
9(E(Y|d:)) = g(pa) = 3,8 + 2 d;, (54)

em que x; € a i-ésima linha da matriz de delineamento associada aos efeitos fixos, 3 é o
vetor de parametros dos efeitos fixos, z;; € a i-ésima linha da matriz do modelo associada aos
efeitos aleatorios e d; é o vetor dos parametros dos efeitos aleatorios. A parte sistematica do

modelo (54) inclui tanto os efeitos fixos como os aleatérios. Assume-se que:

di ~ fd(d)7

sendo usual a escolha da distribuicao normal multivariada para esses efeitos aleatérios, ou
seja, d; ~ N,(0,G). O objetivo da andlise é estimar os coeficientes dos efeitos fixos, B, os

parametros de f; e, possivelmente o parametro de escala, ¢.
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2.1.3.8 Estimacao dos pardmetros de um modelo misto
A funcao de verossimilhanca para o vetor de parametros desconhecidos A, que

inclui ambos os elementos de B e G é:

1(8,0,9) = [T [ T1 e | e B.0)5(d G, )

que é a distribuicdo marginal de Y obtida integrando a distribui¢do conjunta (Y,d) em
relacao a d.

O problema para maximizar a funcao (55) é a presenca de N integrais sob os
efeitos aleatorios, d;. No caso do modelo linear misto, com funcao de ligagao identidade,
essas integrais podem ser resolvidas analiticamente. De fato, conforme Laird e Ware (1982),

sob um modelo linear misto:
fily: | A ¢) = /ﬁf(yit | di, B,9)f(di, G)d(d,;),
t=1
é a funcao de densidade de uma distribuicao normal multivariada, com parametros:
EY)=X,8 e Cov(Y;)=2ZGZ +3%,. (56)

Assim, de (56), nota-se que os efeitos aleatérios num modelo linear misto nao
alteram a esperanca marginal de Y, somente a matriz de covariancias. Conseqiientemente,
os parametros 3, tém interpretagoes tanto como modelos PA como SS (ZEGER; LIANG;
ALBERT, 1988). Para os casos em que a resposta nao tem distribuicdo normal, a litera-
tura apresenta varios procedimentos para se maximizar a funcao de verossimilhanca, com o
auxilio de métodos numéricos para solu¢ao aproximada das integrais dessa funcao (55). O
algoritmo EM ¢é também o processo iterativo mais usual para obtencao das estimativas dos
parametros do MLGM (STIRATELLI; LAIRD; WARE, 1984; BRESLOW; CLAYTON, 1993,
PINHEIRO; BATES, 2000, DIGGLE et al., 2002). Molenberhgs e Verbeke (2005) salientam
que, em geral, as aproximagoes numéricas exigidas podem ser divididas em trés grupos: a
aproximacao dos integrandos, a aproximacao dos dados e a aproximacao da integral. A seguir,

apresenta-se uma breve descricao desses métodos, de acordo com os referidos autores.
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i. Aproximacao dos integrandos

Essa técnica é aplicada para obter uma integral tratavel e de forma fechada,
quando os integrandos sao aproximados. Entre os métodos existentes, o mais usual é o
método baseado na aproximacao de Laplace da funcao a ser integrada. Esse método permite

aproximar integrais na forma:

I= / e g(d), (57)

quando Q(d) é uma fungao conhecida e unimodal de uma variavel g-dimensional, d. Considere
d o valor de d para o qual @ é maximizada. Fazendo a expansio de Taylor de segunda ordem,

obtém-se:

Q) = Q(d) + 5(d ~ dYQ"(d)(d - d), (5%)

em que Q"(d) é matriz hessiana de Q, avaliada em d. Assim, trocando Q(d) em (57) por

sua aproximagcao em (58), obtém-se:

I = (27T)q/2

Esse procedimento pode ser aplicado para permitir maximizar a funcao de
verossimilhan¢a do MLGM, pois cada integral na funcao (55) é proporcional a uma integral

A,

da forma (57) para funges Q(d) dadas por:
R 3 i 1 B
Q(d) =¢"" ;[yu(w;tﬂ +2,d)] - 5dGd.

as quais permitem a aplicacao do método de Laplace. Como a moda d de ) depende dos
parametros desconhecidos, 3, ¢ e G, a cada iteracdo da maximizacao numérica da funcgao
de verossimilhanga, d ¢ calculado condicionalmente aos valores correntes para estimar esses

parametros.
ii. Aproximagao dos dados

O procedimento da aproximagcao dos dados baseia-se na sua decomposi¢ao nos
termos média e erro, com uma expansao em série de Taylor da média, que é uma fungao nao

linear do preditor linear. Sem perda de generalidade, considere a decomposicao:

Yie = pig + € = g_l(m;tﬁ + 2z, d;) + €it, (59)
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em que g~ '(.) é a inversa da fungao de ligagao e o termo do erro tem distribuigao apro-

priada com variancia igual a Var(Yy | d;) = ¢V(ui). As técnicas conhecidas como quase-
verossimilhanca penalizada (QVP) e quase-verossimilhanga marginal (QVM) podem ser im-
plementadas para a aproximagao de p;; na expressao (59). No procedimento da QVP hé
uma expansao em série de Taylor de ¢~'(a},3 + z/,d) ao redor das estimativas correntes dos

efeitos fixos (B) e aleatérios (d;). Esse desenvolvimento leva a uma aproximacao dos dados

na forma:
Y=V, (Y- )+ XB+ Zid, ~ X3+ Zid; + €, (60)

em que e =V, lei, sendo V; a matriz diagonal com elementos [V ()] e X;, Z; matrizes
conhecidas do delineamento.

A aproximagao dos dados (60) permite um algoritmo para ajustar o MLGM.
A partir de valores iniciais para 3, ¢ e G na funcao de verossimilhanca marginal, estimativas
empiricas de Bayes sdo calculadas para d; e para os pseudo-dados Y:. Entdao o modelo
misto linear (60) é ajustado, levando a valores atualizados para 3, ¢ e G. O procedimento é
repetido até convergeéncia.

Alternativamente, no procedimento da QVM, a expansao em série de Taylor da
média em (59) é feita ao redor das estimativas de B para os efeitos fixos e ao redor de d; = 0
para os efeitos aleatérios, ou seja, usa-se a forma ¢g~'(x},3) ao invés de g~ (x,,B + z},d;).
Os pseudo-dados tém a forma Y =V, I(Yi — f1;) + X8 e satisfazem a aproximacio do

modelo linear misto:

assim, o ajuste do MLGM ¢é feito pela iteracao entre o calculo dos pseudo-dados e o ajuste
do modelo (61) para esses dados.

As estimativas dadas por QVP e QVM, podem ser obtidas otimizando a funcao
de quase-verossimilhanca, que envolve os momentos condicionais aos efeitos aleatorios de
primeira e segunda ordens. Para o ajuste do modelo linear misto aos pseudo-dados, pode-se
usar tanto a maxima verossimilhanca quanto a maxima verossimilhanga restrita. Maiores

detalhes sobre esses procedimentos podem ser encontrados em Breslow e Clayton (1993).
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Registra-se que esses procedimentos encontram-se implementados no software SAS, através

do procedimento GLIMMIX.
iii. Aproximagao da Integral

A aproximacao da integral, isto é, a aplicacdo de técnicas de integracao
numéricas, também pode ser utilizada, especialmente quando as técnicas anteriores falham.
No contexto do MLGM, Pinheiro e Bates (2000) destacam que as regras da quadratura gaus-
siana e quadratura gaussiana adaptativa sao as mais usuais. A idéia basica dessas técnicas é

aproximar uma integral da forma:

/ F(2)(2)dz, (62)

em que f(z) é uma funcdo conhecida e ¢(z) a fungao de densidade da distribui¢do normal
padrao, a partir da selecao de um conjunto de pontos e, sob eles, a construcao de uma soma

ponderada de funcoes, ou seja:

Q
JECECIEED STEN) (63)

sendo z, os pontos de quadratura, w, os pesos e () a ordem da aproximacao. Em geral, quanto
maior for (), melhor é a aproximacao. Basicamente, o método da quadratura gaussiana
adaptativa requer menos pontos que a quadratura gaussiana classica, porém demanda mais
tempo, pois requer o célculo de 2, a moda de In[f(2)p(2)].

De qualquer forma, essas duas técnicas quando aplicadas no ajuste do MLGM,
permitem uma aproximacao para a contribui¢ao individual na funcao de verossimilhanca.
Para isso, a principio padronizam-se os efeitos aleatérios a fim que de que tenham matriz de
covariancia identidade. Assim, se v, = G~ 'd;, entdo 7, tem distribui¢do normal com média
0 e covariancia I, e o preditor linear torna-se n;; = ;3 + 2 GY 2~,. A contribuigao para o

1-ésimo individuo é:
F:18.6.0) = [T]fulua| dupo)f(di| Gl
t=1

= /Hfzt(yzt | di, B, ¢)f(7:)dv. (64)
t=1
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Note que a integral dada em (64) tem forma andloga a (62) e, pode ser aproxi-

mada pela quadratura gaussiana adaptativa, como na expressao (63). Os métodos de apro-
ximacao da integral podem ser implementados no SAS, usando o procedimento NLMIXED
e no R, usando o pacote glmML.

A literatura freqlientemente apresenta os modelos marginais, de transicao e de
efeitos aleatorios como trés propostas independentes e de objetivos especificos. Embora a
interpretacao dos parametros e inferéncias decorrentes difiram de um modelo para outro, na
pratica, essa segmentacao estrutural dos trés modelos nao é tao restritiva quanto parece.
Conforme ja exposto na secao (2.1.3.5), o método de ajuste dos modelos de transigao é uma
extensao do processo dos modelos marginais, com uma sensivel mudanca no preditor linear.
Da mesma forma, as estruturas do MLGM e a do modelo de transicao podem ser combinadas,
num unico modelo. Apesar da idéia de modelos de transicao com efeitos aleatérios nao ser
usual (em geral sdo modelos de efeitos fixos), essa técnica é considerada nos trabalhos de
Korn e Whittemore (1979) e Stiratelli, Laird e Ware (1984).

No trabalho de Korn de Whittemore (1979), as observages para o i-ésimo
individuo provém de uma série temporal longa (observagoes didrias durante um periodo
de oito meses). Com isso, os autores propdoem uma andlise em duas etapas. Na etapa
1 é modelada a variabilidade intra-unidade experimental (02) e estimados os parametros

individuais (;), ajustando-se, para cada individuo, um modelo logistico de transigao:

p
Nie = Boi + Brili—1) + Z BT jtis

j=2
em que xj; representa a j-ésima covaridvel na t-ésima ocasiao para o i-ésimo individuo. Na
etapa 2, modela-se a variacao entre os individuos, isto é, entre os coeficientes das curvas
individuais, adotando-se a suposicao de que os f3; sao uma amostra de uma distribuigao
normal com média 3 e variancia 0. Os autores usam o método de maxima verossimilhanca
para obter as estimativas dos parametros e obtém a variancia assintotica de B , invertendo-se
a matriz da informagao observada de Fisher. Se se supoe que 3; = [ para todos os individuos,
entdo § = 3 w;f;, com pesos w; = (62 +02) [ (02 + 02)~ 17!, assumindo 62 = 0. Quando
essa suposicao nao é rejeitada, os autores consideram o modelo de efeitos fixos.

Stiratelli, Laird e Ware (1984) usam os mesmos dados mas propdoem uma anéalise
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unica, na qual assume-se que os coeficientes de regressao tém uma distribuicao normal mul-

tivariada na populacao e usam um método baseado no algoritmo EM para aproximar as
estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo logistico misto. A pro-
posta desses autores se aproxima da linha metodolégica usual dos MLGM, a menos pelo fato
de que os autores fazem uma aproximacao das equagoes escores de tal forma que as integrais
possam ser evitadas. Diggle et al. (2002) comentam que a idéia central dessa aproximagao é
usar modas condicionais ao invés de médias condicionais nas equagoes escores para 3, o que
equivale a aproximar a distribuigdo condicional de d; | y, por uma distribuigdo normal com a
mesma moda e curvatura. Usando moda no lugar da média, troca-se a integracao com uma
otimizacao que pode ser incorporada no passo M do algoritmo EM.

Esses dois trabalhos sao exemplos de como a estrutrura dos modelos de
transicao pode ser adaptada para considerar a inclusao de efeitos aleatérios. Apesar de
que, conforme salientam Ware, Lipsitz e Speizer (1988), os resultados dessas propostas po-
dem nao ter boa performance quando o niimero de observacoes é pequeno. O trabalho de
Korn e Whittemore (1979), por exemplo, é inviavel, pois, em geral, nao se dispoe de um
grande numero de observacoes por individuo de tal forma que se possa ajustar um modelo
para cada um.

Assim, as abordagens mais contemporaneas sobre o MLGM podem ser usadas
para permitir modelos de transi¢ao mistos, nao sendo tao restritivas quanto ao nimero de

observagoes e, também, levando-se em conta as facilidades dos recursos computacionais.

2.2 Metodologia
2.2.1 Material

Para ilustrar a aplicagao dos métodos descritos, usa-se um conjunto de dados
da drea epidemiolédgica. Os dados desse exemplo referem-se a um ensaio clinico, envolvendo
doenga respiratoria, extraido do trabalho de Koch et al. (1990). O estudo envolve 111 pa-
cientes com problemas respiratérios de dois centros médicos (56 do Centro 1 e 55 do Centro
2), nos quais os individuos sao aleatorizados para receber um tratamento ativo ou placebo.
O objetivo do estudo é avaliar o efeito da droga ativa sob a condigao respiratoria.

No trabalho original de Koch et al. (1990), o status respiratério de cada paciente
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é qualificado de acordo com um conjunto de cinco categorias ordinais, que expressam uma
classificagdo da resposta menos favoravel a mais favoravel (O=terrivel, 1=ruim, 2=razoével,
3=bom, 4=excelente). Essa escala é usada para avaliar a saide (respiragao) dos individuos no
inicio do estudo (baseline) e em mais quatro visitas igualmente espacadas, durante o periodo
no qual os tratamentos sao administrados. As demais varidveis explicativas, sexo e idade (em
anos) sao obtidas na ocasiao de entrada dos individuos no estudo.

A simplificagdo das classificagoes observadas para medidas dicotomicas sao 0
(terrivel ou ruim ou razoavel) e 1 (bom ou excelente). Com essa classificagao, esses dados
tem sido usados na literatura como exemplo para abordagem de modelos marginais por
meio das EEGs, seguindo a proposta de Liang e Zeger (1986). Portanto, para atender aos
objetivos deste trabalho, utiliza-se a classificacao dicotomica. Também, por simplicidade, faz-
se referéncia ao estado de satde (respiragao do paciente) como bom (1) ou ruim (0). Maiores
detalhes sobre esses dados e respectiva documentacao também encontram-se disponiveis nos

pacotes gee e geepack do software R.

2.2.2 Métodos

Para a situagao descrita, as respostas resultantes da condigao respiratéria nos
tempos de observacao sao variaveis binarias. Para caracterizar as transicoes nos tempos,
assume-se que Yy | hy, @; segue um modelo linear generalizado de transigdo, que permite
modelar as probabilidades condicionais do estado de satide do individuo, P[Yy = yi | b, i),
dada sua histéria (h;;) e os efeitos das varidveis explicativas (x;). A estimacdo dessas pro-
babilidades pode ser feita através de n; = g(uS;), sendo g(.) uma funcio adequada que faz
a ligagdo entre a parte aleatdéria e a parte sistemética (respostas prévias, efeitos de trata-
mentos e demais varidveis explicativas). Além disso, ha diversas formas de se especificar, 7;,
de tal forma a incorporar uma fungao das respostas prévias (ordem da cadeia), bem como
os efeitos das variaveis explicativas. Nesse contexto, adotam-se os seguintes procedimentos

metodoldgicos:

1. Ajustar modelos de transicao de Markov a partir da proposta de Ware, Lipsitz e

Speizer (1988), especificando as matrizes de probabilidades para cada transigao;

2. Verificar se o processo ¢é estacionario e em caso de nao rejeicao dessa hipdtese, ajustar
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o modelo de transigao estacionério pela proposta de Diggle et al. (2002);

3. Efetuar diagnosticos desses modelos e estudar formas adequadas para comparar trata-

mentos;
4. Estimar as probabilidades de transi¢cao considerando um modelo estocastico com inter-
cepto aleatério.
2.2.2.1 Matriz das probabilidades de transicao da cadeia de Markov para dados
binarios
A distribuicao condicional de Yj;, para t = 2,3,...,n; segue um modelo linear

generalizado de transicao, ou seja,

¢
f(yit|hit):exp{yitln( Hit >+1n(1—ug)}, (1=1,2,...,N)

1— pf
para o qual:
: 145
9(u5;) = logito(ug,) = In (ﬁ) e v(pg) = pg (1 — ug),
it
sao, respectivamente, as funcoes de ligacao e de variancia do modelo. Para o caso em que a

ordem da cadeia ¢é 1, tem-se como preditor linear:

ﬂab(t)
1 — 7Tab<t)

A caracterizacao das matrizes de probabilidades de transicao, 2 x 2, com ele-

nie = logito [P(Yye = b | Yig—1) = a)] = In < ) =z, 8 + ayip-1). (65)

mentos 7ap(t) = P(Yie = b | Yip—1) = a), em que a e b assumem valores em S = {0, 1}, pode
ser feita a partir da equagao definida em (65), por meio de:

exp(1it)
abn(t) = PN
mab (1) 1+ exp(ni)

avaliando-se 7;; primeiramente com relacao a Yj;—1) = 0 e, posteriormente a Yj,_1) = 1.

Logo:
. 1 o exp(x;,3)
moo(t) = 1 + exp(z},3) mou(t) = 1 + exp(x,8)
P(t)= )
7T10<t) 1 Wll(t) exp(mgt,ﬁ + O[)

1+ exp(x},0 + «) 1+ exp(x},0 + «)
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em que moo(t) =1 — me1(t) e mo(t) =1 — m1(2).

Note que para especificar a matriz de probabilidades de transi¢ao, avaliam-se
duas regressoes separadamente. Diggle et al. (2002) mostram que uma forma mais concisa é

dada por:

. Tap(T
nie = logito [—P(Yit | Yi(t—l))] =1In ( b( ) )) = w;tﬁ + yi(t_1)a32t04, (66>

1 — map(t
sendo a equagao (65) um caso particular da equagao (66), que inclui todas as interagoes
entre a resposta prévia e as varidveis explicativas, resultando em vantagens em termos de
inferéncia.

Os resultados apresentados partem da pressuposicao de que a funcao de ligagao
adequada é a logistica. Para os casos em que essa fun¢ao nao seja satisfatoria, pode-se optar
por outras fungoes de ligacao, como a probito e complemento log-log. Para a funcao probito,

tem-se:
it = probito(my(t)) = & (7w (t)) = =,,8 + Yi(—1) Ty,
com probabilidades de transicao especificadas por:
Tap(t) = (7,0 + yi(t—l)w;ta)a

em que P(.) representa a fungao de distribui¢do normal padrao. Assim, a matriz estocastica

pode ser representada por:
Too(t) = 1 — ®(x},8) To1(t) = ®(x},8)
mo(t) = 1 — ®(z3,B8 + yig-nzye)  m(t) = (2,8 + Yi—1) %)

E, para um modelo com fungao de ligacao complemento log-log, especifica-se:
it = In(—=In(1 — 7o (1)) = ;8 + Yi-1y @,

levando a:
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moo(t) = exp(— exp(x};3)) mo1(t) = 1 — exp(— exp(z},3))
mi0(t) = exp(—exp(zB + yig—nTy))  mi(t) = 1 — exp(—exp(x},B + yit—1)T}a))

Uma extensao para um modelo de ordem ¢ tem como preditor linear:
q
Nit = Q[P(Yz‘t =0b | hit)] = m;tﬁ + Z QG Yi(t—r) it
r=1

sendo a cadeia de ordem 1, isto é f,(hy, a) = Q- Yi(t—r)Ti¢ cOM s = ¢ = 1, um caso especifico.
Em particular, uma cadeia de Markov de alcance 2, com funcao de ligagao canonica tem

como preditor linear:
nie = logito [P(Yi = ¢ | Yj—2) = b, Yig—1) = a)]
= T8 + Yig—1) L0 + Yi—2)Tit Q2 + Yi(t—1)Yi(1—2) Tit O3, (67)

com a,b,c € S =1{0,1}. Assim, considerando o preditor linear (67) e todas as combinagoes

para hi = (Yit—2), Yi¢—1)), ¢ possivel especificar a seguinte matriz de transicao de segunda

ordem:
1 exp(a, )
T t)y= —— i t) = — it
00 = T @, B) 201 = T3 exp(a],0)
1 exp(x),B + x;ron
mo10(t) = ; - - mo11(t) = p( th/a it . )
+ exp(x],B + xip1) 1+ exp(x},8 + xitcu)
P(t) =
1 exp(x),B + x;r00
m100(t) = N - - m101(t) = p( zt? it . )
+ exp(x], B + xir2) 1+ exp(x}, 8 + Tt cx2)
1 / . ) )
m110(t) mi11(t) = P+ B + Bz + D)

T 1+ exp(x), B+ Tiror + Tiroes + Tiraes) T 1+ exp(x),B+ Titar + Tiro + Tiroes)

De modo andlogo pode-se proceder para outras funcoes de ligagao, inclusive
para cadeias de alcance maior do que 2. Deve ser observado que como a matriz de probabili-
dades de transicao depende das variaveis explicativas, P(t) pode variar entre os individuos e,
cadeias de alcance maior podem se tornar extremamente complexas, em virtude do nimero
de parametros envolvidos no processo de estimacao. Para o ajuste dos modelos usa-se o

método da maxima verossimilhancga, via processo iterativo, seguindo procedimentos usuais
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dos MLGs. O teste da razao de verossimilhancas é usado para verificar o alcance da cadeia.

A hipdtese nula de interesse é:
Hp: A cadeia é de (¢ — 1)-ésima ordem;

contra a alternativa de que a cadeia é de ¢-ésima ordem. Denotem E(B,d,y)(q_l) e
E(B,d,y)(q) os logaritmos das funcoes de verossimilhanca maximizadas sob as condigoes

de ordem (q — 1) e g, respectivamente. Tem-se, assintoticamente que:

A= 2“(8’ Q, y)(q) - K(B? a, y)(q—l)) ~ X%;

sendo necessario o mesmo numero de observacoes para os ajustes nos dois casos. Assim, para
o modelo de menor alcance, as ¢ primeiras observacoes devem ser omitidas.

Uma vez verificada a ordem da cadeia, estimam-se as probabilidades de
transicao a partir das estimativas dos parametros do modelo especificado. Quanto aos proce-
dimentos computacionais, softwares padroes podem ser utilizados para o ajuste desses mode-
los, como os procedimentos logistic e genmod do SAS ou os pacotes, glm, gee e geepack
do R. Para o caso estacionario, ha necessidade de organizar o conjunto de dados de tal forma
a incorporar as respostas prévias como covariaveis extras, ignorando as observagoes referentes
a ordem da cadeia. Para esses casos, usa-se a macro DROPOUT, proposta por Molenberghs
e Verbeke (2005), desenvolvida no programa SAS. Essa macro gera a partir do conjunto de
dados original, um arquivo novo de observagoes, com colunas adicionais para as respostas
prévias. As observacoes referentes a ordem da cadeia, nao sao lidas e sao consideradas como

dados perdidos.

2.2.2.2 Testes para comparacao de tratamentos

As estruturas da matriz de probabilidades de transicao descritas na secao ante-
rior, permitem descrever as mudancas ou transicoes dos individuos no tempo. Quando se tem
um experimento ou estudo envolvendo tratamentos é objetivo basico avaliar qual tratamento
é o mais eficiente do ponto vista pratico. As probabilidades de transicao podem ser usadas na
construcao de testes que auxiliem a tomada de decisao. Os testes propostos sao assintoticos

e, portanto, podem nao ser vélidos, para pequenas amostras.
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Considere a situagao do estudo epidemiolégico, em que os estratos placebo
e ativo sdo amostras independentes. Para um estado prévio a, com a € S = {0,1}, as

probabilidades de transicao podem ser descritas pela Tabela 6.

Tabela 6 - Distribuicao das probabilidades de transicao, considerando os grupos placebo e

ativo (tratamento), com estado prévio fixado Y,y = a, num modelo de Markov

Yi
Tratamentos 0 1
Placebo (P)  mu(P) ma1(P)
Ativo (A)  Te(A) Tar(A)

Para Y(;_1) = 0, as hipéteses de interesse podem ser formuladas em termos de
transigoes, considerando permanéncia no estado 0 (my) ou mudancas para o estado 1 (mgy).
Se “0” denota estado de saude ruim e “1” estado de saide bom, do ponto de vista pratico,

parece sensato formular as hipdteses:

Ho : 7T01<A) — 7T01(P) = O,
Ha : 7T01(A) - 7T01(P) > 0.

Hipéteses(l) : mudancas para o estado 1

No entanto, ha outras formulacoes possiveis e equivalentes. Tendo em vista

que mo; = 1 — mg, as hipdteses (V) sdo equivalentes a:

Hipéteses<2) : permanéncia no estado 0 Ho : moo(P) = moo(A) = 0y
H, : moo(P) — moo(A) > 0.

Do mesmo modo, podem-se formular hipéteses considerando Y(;_;y = 1. Por
outro lado, quando se trabalha com respostas binarias, um dos anseios do pesquisador é fazer
inferéncias com relacao a razao de chances, principalmente se o estudo é retrospectivo. Com

base na Tabela 6, a razao de chances associada a Y(;_1) = a ¢ dada por:

”  Ta0(P) X ma (A)
o= T 0 (A) X T (P)

sendo y,,_,,_, estimada pelo principio da invariancia dos estimadores de méxima verossi-
. - oo(P) X 71 (A)
milhanga, ou seja Yy, ,, , = = - :
’7T00(A) X 7T01(P)

Desse modo, para um estado fixo a, tem-se

que:
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i. ¢ = 1 indica que ha independéncia das probabilidades de transicao em relacao aos

tratamentos, ou seja, isso equivale a hipotese mu,(P) = map(A);

ii. ¥ > 1 indica que os individuos do grupo placebo estao mais propensos a transi¢ao para
o estado 0 do que os individuos do grupo ativo (m.,(P) > ma0(A)) ou equivalentemente
que os individuos do grupo ativo estao mais propensos a transi¢ao para o estado 1 do

que os individuos do grupo placebo (7,1 (A) > 7.1 (P));

iii. ¥ € (0,1) indica que os individuos do grupo placebo estdo menos propensos a transigao
para o estado 0 que os individuos do grupo ativo (mao(P) < ma0(A)) ou equivalentemente
que os individuos do grupo ativo estao menos propensos a transicao para o estado 1 do

que os individuos do grupo placebo (7,1(A) < w1 (P)).

Diante dessa explanacao, é razoavel também formular as seguintes hipoteses:

Hy: v =1,
H, v > 1.

Hipéteses™ : em termos de razao de chances

Como em uma cadeia de Markov ha de se considerar os estados prévios, uma
pratica inicial é verificar se ha homogeneidade da razao de chances em relagao as respostas
prévias, que definem a ordem da cadeia. Assim em uma cadeia de ordem 1, a hipétese de

homogeneidade é:

Hp : ,[7Z}Y(t71):0 = wY(tq):l‘ (68)

Essa hipotese pode ser verificada por meio do teste homogeneidade de razao de
chances. No entanto, uma forma mais operacional e elegante de se testar essa homogeneidade
é por meio da definicdo do modelo de transicao de Markov com ligacao candnica. Assim,

considerando o modelo estocastico:

n=In (1 Mab ) = [y + Bitratamento + ay—1y + ¥(Y—1)) * tratamento, (69)
— Tab

a razao de chances associada as respostas prévias pode ser obtida em termos dos coeficientes

desse modelo. De fato, para os estados Y(;_1) = 0 e Y;_;) = 1 tem-se respectivamente:

¢Y(t71):0 = eXp(ﬁl) € @Z)}/(tfl):l = exp(ﬁl + ’Y)a
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de modo que o teste da hipétese (68) equivale ao teste Hy : v = 0 pelo modelo definido em

(69). Esse teste pode ser feito pela razao de verossimilhancas ou pela diferenca de desvios,

considerando os modelos encaixados sem e com interagao:

M(1) : nay = Bo + Sitratamento + ayu_1)
Ho:v=04 M(2):ne = fo+ fitratamento + ay—1) + 7(ye—1)) * tratamento

Desvio (M(1)) — Desvio (M(2)) ~ x3,)-

Assim, a hipdtese de homogeneidade de razao de chances é equivalente a
hipotese de nao interacao entre tratamento e resposta prévia. Para um modelo de se-

gunda ordem, a hipétese de homogeneidade de razao de chances em relacao a historia,

he = (Y2, ye-1)) &

Ho ¢ht:(o,o) = wht:(o,n - ¢ht:(1,o) = 1/’ht:(1,1)7 (70)

sendo avaliada a partir do modelo de transigao:

n=In (%) = 0o+ b1z + a1y-1) + @2yp—2) + NY-1)T + V2Y-2)T + VY1) Y-2)T;
em que z é a covaridvel associada ao tratamento. Desse modo, a hipétese (70) é equivalente a
hipétese de que (v1,72,7v3)" = (0,0,0)". Uma extens@o para um modelo de Markov de alcance
q, teria como hipétese natural para a homogeneidade de razao de chances, Hy : v = 0, sendo
~ o vetor de parametros de todas as interagoes.

Portanto, a auséncia de interagao entre as respostas prévias e tratamento sig-
nifica que a associagdo entre a resposta no tempo t e o tipo de tratamento (covariavel) é
independente da histéria da cadeia. Contudo, sendo o modelo de transicao de Markov, deve
haver efeito de h; sob as probabilidades de transi¢ao. Logo, essas probabilidades podem estar
em patamares diferentes de acordo com o tratamento recebido e estado na ocasiao (¢ — 1) ou

em sua histéria, (h;), se a cadeia é de alcance maior do que 1. Faz-se necessério, entao, um

teste para comparar os tratamentos.

2.2.2.2.1 Teste da razao de chances

A proposta de comparar os tratamentos pela razao de chances pode ser vista

como uma extensdo natural da estatistica original de Mantel e Hanszel (1959), que avalia
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a nao existéncia de associagao entre as linhas (independentes) e as colunas em tabelas de

contingéncia 2 x 2, mantendo-se o efeito da estratificacao. A idéia basica do teste, que tem
como hipdtese principal Hy : 1) = 1, é a distribuicao normal assintética de uma distribuigao

condicional, que ¢ descrita a seguir.

Tabela 7 - Estrutura usual de uma tabela de contingéncia 2 x 2 para o teste de Mantel-Hanszel

Resposta
Estratos 1 2 Total marginal
A Yy M1 — W LGt
B Y2 N2 — Y2 U]
Total marginal m n—m n

Considere a Tabela 7, em que sao amostrados ny e ng individuos nos estratos
A e B, com y; e y, respostas favoraveis a primeira categoria, respectivamente. Sob essa
estrutura, a distribuigdo condicional (y; | m, ) produz um modelo pertencente a familia de

distribuicoes hipergeométricas nao centrais:

pn

2 ¥*

S m—s

em que s varia entre o maximo (0, m — ny) e o minimo (n;,m). Em particular, para ¢ = 1,

o modelo (71) reduz-se a distribuicao hipergeométrica central:

s N9
Y Y2
flyImyp=1) = , (72)
ny + No
m

com média e variancia dadas por:

mni

B(Y; [ m, ¢ =1) = e Var(Y; | m, = 1) = mremn=m)

n3
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Quando ny, ng, m e n — m sao suficientemente grandes, a distribuigao (72)

tende a distribui¢cao normal e conseqiientemente:

mny

Y1 —
7 = n ~ N(0,1), (73)

ningm(n —m)
n3

¢ uma estatistica apropriada para avaliar a hipdtese de que ) = 1.

No caso dos modelos de transicao, se ha homogeneidade da razao de chances
em relacao a histéria do processo, entao é possivel adaptar a estatistica do teste de Mantel-
Hanszel, para confrontar as hipéteses®® Hy : ¢ = 1 e H, : ¢ > 1. Para um processo
estacionario de primeira ordem é possivel descrever as freqiiéncias de transicoes através de
duas tabelas de contingéncia 2 X 2, uma para cada tipo de resposta prévia, que tem aspecto

similar a Tabela 7.

Tabela 8 - Tabela de contingéncia 2 x 2, considerando os estratos de tratamento e as

freqiiéncias de transi¢oes para os estados 0 e 1, dado Yj;_1) = a, a € {0,1}

Y,
Tratamento 0 1 Total marginal
Placebo a0, () ngy, (P) ) (P)
Ativo mio, (A) m (A) mi(A)
Total marginal nf“o(j> nﬁ(j) nr..

Assim, na Tabela 8, ”Zo(j)(-) e ”Zlm(-) denotam as freqiiéncias totais de
transigoes do estado a para os estados 0 e 1, respectivamente. O indice (j) é incluido para
diferenciar as freqiiéncias de transigoes em relagao a histéria da cadeia. Usando (73) do teste

de Mantel-Hanszel, tem-se assintoticamente (sob a hipdtese nula) a seguinte estatistica para

teste:
22:1 Mg, (P) — 22-:1 (E),
Zung = —2 @) 2 J 7 N(0,1), (74)
> (Var);
em que (E); = M e (Var), = nz'(a')(P)nz-m(A)nik%)(n*“(j) - ”fko(]-))

n*..(j) J (n*..(j))3
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Assim para H, : 1) > 1, o nivel descritivo do teste é dado por:
p* = P(Z > ZMH)7

constituindo-se num critério para discriminar entre os dois tratamentos. O teste se aplica
naturalmente para cadeias de alcance maior do que 1. Nesses casos, as caselas da Tabela 8
denotam as freqiiéncias de transi¢oes de h; para os estados S = {0,1}. Em caso de rejeigao
de Hy ha evidéncias estatisticas de que os individuos do grupo ativo estao mais propensos a

transicao para o estado 1 do que os individuos do grupo placebo.

2.2.2.2.2 Teste da diferenca das probabilidades de transicao

Uma outra forma de comparar dois tratamentos é a partir das probabilidades
de transicao. Conforme descrito na se¢ao anterior, ha varias formulacoes de hipdteses equi-
valentes. Sem perda de generalidade, considere as hipoteses que avaliam as mudancas do
estado 0 para o estado 1.

Hp : mo1(A) — w1 (P) = 0;
H, : m01(A) — me1(P) > 0.

Hipéteses(l) : mudancgas para o estado 1

Um teste pode ser especificado para avaliar essas hipdteses, num procedimento
fundamentado na teoria assintdotica com respeito a distribuicao dos estimadores das probabi-
lidades de transicao, de modo analogo a idéia que se tem na comparacao de duas proporgoes,
a menos pelo fato de que, no contexto dos modelos de transicao, as proporc¢oes representam
probabilidades de mudancas ou transi¢oes no tempo. Como essas probabilidades satisfazem a
equacao de Chapman-Kolmogorov, as hipdteses!) podem ser reescritas em termos de funcoes
de transi¢do em r = (s + v) passos. Essas funcoes parecem ser mais indicadas para avaliar o
que ocorre com o individuo, considerando o inicio do estudo, as transigoes e, seu estado ao fi-
nal do estudo. Ademais, para o caso em que as probabilidades de transicao sao estacionarias,
a funcao de transicao em r etapas, por Chapman-Kolmogorov é:

) = rid
keS

Logo, podem-se formular as hipéteses:
Hy : my (A) — my (P) =

Hipéteses™ : mudancas para o estado 1 em r passos ") )
Ho o moy’ (A) — gy (P) >
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Para estabelecer a estatistica do teste, parte-se do resultado sobre a distribuigao
amostral do estimador de maxima verossimilhanca das probabilidades de transicao, 7., des-
crito em Anderson e Goodman (1957) e apresentado na segao (2.1.2.4.2). Assim, quando

n — 00, tem-se:

V nga(ﬁ-ab - ﬂab) - N(O, Trab(1 - ﬂ-ab))y

i(0) _[t—1 . . .
em que ¢, = Zle Zthl nJT()ﬂj[ta ! Assim, para os grupos de tratamentos, tem-se assintoti-

camente que:

(r) (r)
0 4) o N (), Tor (DL = Ty’ (A)]
) ~ N (), = T A

(r) (r)
A+ ~ N |z™ oy (P)[L — gy (P)]
O(p) N{ ), = }

Como ha independéncia entre os tratamentos, a diferenca entre as estatisticas

#0(4) =2 (P), quando n(A) — oo e n(P) — oo, também tem como limite uma distribuicio
normal:

i (A) — 75 (P) ~ N(p, 02 75

Tor (A) — 7oy’ (P) ~ N(7p, o)), (75)

(r) (r) (r) (r)
em que 1 — 1A — 77 (P) e g2 — JoL (A)[1 = 7oy’ (A)] | mor (P)[1 — oy’ (P)]
que Tp or (4) or (P) e op n(A)ea(A) 2(P)ea(P)

Desse modo, sob Hj e considerando teste unilateral a direita, o nivel descritivo
¢ dado por:

Pt = P(Z > W—D) (76)

0D
2.2.2.3 Modelo de transicao de Markov misto

Sob um modelo de transicao de Markov misto, as variaveis aleatorias Y; condi-
cionadas a histéria do processo (h;) e aos efeitos aleatérios (d;) seguem um modelo linear
generalizado. A parte sistematica do modelo inclui as respostas prévias como efeitos fixos,

variaveis explicativas associadas exclusivamente aos efeitos aleatorios ou a efeitos fixos e
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aleatérios. O intercepto do modelo também pode ser um parametro fixo ou aleatoério, de-
pendendo das pressuposicoes estabelecidas. Assim, de um modelo geral, para uma cadeia de
ordem ¢, tem-se como preditor linear:
q
Ni = B + Z O Yi(t—r) + z,d,;,
r=1
em que 3, a sao os parametros associados aos efeitos fixos e d; aos efeitos aleatorios.

Paro o caso do estudo epidemiolégico sobre doenca respiratéria, sob um modelo
de Markov pode-se considerar que o efeito do tratamento tem o mesmo peso nas probabili-
dades de transicao para o estado de doenca de qualquer paciente, assim como o estado do
individuo na ocasiao (¢ — 1), contribui com peso fixo para o estado do individuo na ocasiao
t. Entretanto, pode-se considerar que cada individuo tem uma propensao para a doenca,
refletindo suas predisposicoes genéticas e influéncias nao mensuraveis de fatores ambientais.
Assim, as probabilidades de transicao sao determinadas nao somente por efeitos fixos, mas
também por um componente aleatério (intercepto). Assumindo dependéncia de ordem 1, o

modelo logistico de transicao misto tem, entao, a seguinte estrutura funcional:

nie = (Bo + dio) + =}, 8 + QYi(t—1), (77)

em que x;, engloba a covaridvel referente ao efeito de tratamento e y;;—1y ¢ a covaridvel da
suposicao de Markov. O termo d;y representa a propensao individual para a probabilidade
de doenca respiratéria. Da mesma forma sexo e idade também podem ser adicionados ao
modelo (77) como efeitos fixos. Para simplificar a notagao, considere § o vetor de parametros
de efeitos fixos, incluindo B, o e x}, a i-ésima linha da matriz de planejamento associada a

esses efeitos:
Nit = :c;"t/(s + Z{itdi‘
A funcao de verossimilhanca para d e G no caso estacionério é proporcional a:
N ng
i=1" =2

€m que ﬂit(57di) = E(Yz’t ’ d;; 5)-
A forma da fungao de verossimilhanga (78) é equivalente aquela definida para os

MLGM, a menos pelo fato de que os produtoérios nao envolvem a primeira observacao, devido
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a suposicao da cadeia de Markov. Focalizando a atencao sob funcao de ligacao canonica e
supondo distribuigdo normal para o efeito aleatério, d;, a expressao (78), reduz-se a:

N ng g 4 , —_d'G-1d;
11 /exp & @hyi +di Y zuyi — Y In{l + exp(af, 8 + 2, dy) }| (2m) TGV exp (7 U ) d(dy),
i=1

t=2 t=2 t=2 2

em que G é matriz de covariancias dos efeitos aleatorios, d;.

Essa conexao e analogia com os modelos lineares generalizados mistos permite
que os programas desenvolvidos nos softwares estatisticos para o ajuste desses modelos,
possam ser adaptados para o modelo de transicao, a fim de se estimarem os parametros
referentes aos efeitos fixos e aleatdrios, bem como a variancia desses efeitos. Como uma
das opgoes computacionais disponiveis, para sua implementacao no SAS, pode-se combinar a
macro DROPOUT para o arranjo do conjunto de dados de acordo com a ordem de cadeia
necessaria e, a macro GLIMMIX, para o ajuste do modelo de transicao misto. Nesse caso,
a integral da funcao de verossimilhanca ¢ feita a partir da aproximacao dos dados. Nos
procedimentos NLMIXED e no glmML do R, a solugao da integral se da por quadratura
gaussiana.

Uma vez ajustado o modelo de transicao com intercepto aleatério, estimam-se

as probabilidades de transicao como nos modelos com efeitos fixos, ou seja, por meio de:

7Tab(t) = eXp(nit) )
1+ exp(nit)
Matricialmente, pode-se escrever:
1 ex +
WOO(t) _ / 7T01(t) _ P(ﬁo t/?)
1+ exp(fy + x},8) 1 + exp(fo + x},3)
P(t) = :
1 ex +x,8+«
o (t) Wll(t) p(ﬂo tﬂ )

1+ exp(fGo + ;8 + ) 1+ exp(fo + i, 8 + a)

em que x},3 representa o efeito das varidveis explicativas referentes aos efeitos fixos, exceto

os termos intercepto (efeito aleatério) e covariavel da suposicao de Markov.



89
2.3 Resultados

2.3.1 Modelo de transicao de primeira ordem

Para ilustrar as diferentes formas de se trabalhar com modelos de transicao de
Markov, a principio, realiza-se uma analise ignorando a dependéncia em relacao as variaveis
explicativas. A Tabela 9 resume todas as freqiiéncias de transi¢oes de primeira ordem
possiveis, ou seja, nesse estudo longitudinal com 555 observagoes (111 individuos e 5 ocasioes)
h& 444 transicoes. Essas transi¢coes podem ser observadas separadamente, considerando do
inicio do estudo (baseline) para a visita 1 (primeira transigao), da visita 1 para a visita 2
(segunda transigao), da visita 2 para a 3 (terceira transicao) e da visita 3 para a 4 (quarta
transicao), como mostra a Tabela 10. Note que dos 61 individuos inicialmente na condigao

ruim, ha 53 nessa condicao ao final do estudo, indicando que 8 mudam para o estado bom.

Tabela 9 - Distribuicao do ntmero de transi¢oes da condigao respiratoria, no exemplo do

estudo epidemioldgico. Probabilidades estimadas para o processo estacionario

Yit
Yii-1) 0 1 Total
0 149 55 204
(0,7304) (0,2696)
1 47 193 240

(0,1958)  (0,8042)
444

As freqiiéncias relativas da Tabela 9 constituem-se em estimativas para as pro-
babilidades de transicdo, P(Y;; = yir | Yie-1) = ¥i@—1)). Assim, por exemplo, para um
individuo cuja condi¢ao de respirac¢ao é ruim no tempo (¢t — 1), a probabilidade de transigao
para o estado de satide bom é de 0,2696, enquanto que essa probabilidade é 2,98 vezes
maior se o estado prévio é bom. Essas estimativas pouco se diferem, quando observadas as
4 transicoes possiveis dadas pela Tabela 10. Quando as estimativas de probabilidades de
transicao sao proximas, como nesse caso, isso pode ser um indicativo de que a cadeia de

Markov é estacionéria.
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Tabela 10 - Nuimero de transicoes e probabilidades estimadas do estudo sobre a condicao

respiratéria, para as quatro transicoes

Primeira transigao

Segunda transigao

Y Yie
Yie-1) 0 1 Total 0 1 Total
39 22 61 35 11 46
0
(0,6393) (0,3607) (0,7609) (0,2391)
7 43 50 16 49 65
1
(0,1400) (0,8600) (0,2462) (0,7538)
111 111
Terceira transicao Quarta transicao
Y Yit
Yii-1) 0 1 Total 0 1 Total
37 14 o1 38 8 46
0
(0,7255) (0,2745) (0,8261) (0,1739)
9 51 60 15 50 65
1
(0,1500) (0,8500) (0,2308) (0,7692)
111 111

Para comprovar essa hipétese efetua-se o teste para estacionariedade de uma

cadeia, através da estatistica:
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e, usando as estimativas das Tabelas 9 e 10, tem-se

61[0,6393 — 0, 7304] 65[0, 7692 — 0, 80422 B

= e = 8,27
: 0, 7304 o 0, 8042 Y

sendo o resultado nao significativo (nivel descritivo = 0,2185), ou seja, desconsiderando o
efeito das variaveis explicativas o processo é estacionario. Nesse caso, a matriz de probabili-

dades de transicao, resume-se a:

b 0,7304 0,2696
0,1958 0, 8042

No entanto, como se sabe, nesse estudo, ha varidveis explicativas e uma das
questoes é verificar a eficiéncia da droga ativa e seu efeito na estimativa da probabilidade de
transicao. Assim, na Tabela 11 sao apresentadas as freqiiéncias de transicao para os estados
ruim (0) e bom (1), estratificada por tratamento. Nota-se que hé indicativo de influéncia do
tratamento sob a condicao respiratoria do individuo. A estimativa de transicao para o estado
bom ¢é 1,53 vezes maior para pacientes do grupo ativo. Entretanto, hd nitidamente uma
forte correlagao entre as observagoes nos tempos t e (t — 1), conforme mostram as Tabelas
12 e 13. Analisando, separadamente, a influéncia do tratamento dadas as respostas prévias,
percebe-se que apesar do indicativo do efeito da droga ativa, hd uma maior probabilidade de

transicao para estado bom, se a condicao prévia é boa.

Tabela 11 - Distribuicao das transicoes de acordo com o tipo de tratamento no estudo epi-

demioldgico sobre a condicao respiratoria

}/;t
Tratamento 0 1 Total
Placebo 127 101 228
(0,5570) (0,4430)

Ativo 69 147 216
(0,3194)  (0,6806)
444
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Tabela 12 - Numero de transigoes e estimativas de probabilidades, de acordo com o tipo de

tratamento e condicao respiratoria na visita anterior

Primeira transicao

Tratamento Yi=0 Y;=1 Total Yi=0 Y;=1 Total
Placebo 22 9 31 7 19 26
(0,7097)  (0,2903) (0,2692) (0,7308)
Ativo 17 13 30 0 24 24
(0,5667) (0,4333) (0,0000)  (1,0000)
(Yi-1) =0) 61 Yig-1y=1) 50
Segunda transi¢ao
Tratamento Yii=0 Yi=1 Total Yi=0 Yi=1 Total
Placebo 25 4 29 10 18 28
(0,8621) (0,1379) (0,3571)  (0,6429)
Ativo 10 7 17 6 31 37
(0,5882) (0,4118) (0,1622) (0,8378)
(Yi—1) = 0) 46 (Yig—y = 1) 65
Terceira transicao
Tratamento Yii=0 Y;=1 Total Yiu=0 Y;=1 Total
Placebo 26 9 35 5 17 22
(0,7429) (0,2571) (0,2273)  (0,7727)
Ativo 11 5 16 4 34 38
(0,6875) (0,3125) (0,1053)  (0,8947)
(Yi—1) = 0) 51 (Y1) = 1) 60
Quarta transicao
Tratamento Yi=0 Y;y=1 Total Yu=0 Y;=1 Total
Placebo 27 4 31 5 21 26
(0,8710)  (0,1290) (0,1923) (0,8077)
Ativo 11 4 15 10 29 39
(0,7333)  (0,2667) (0,2564) (0,7436)
(Yi—1) = 0) 46 (Yig—1y=1) 65




93

Tabela 13 - Total de transicoes e estimativas de probabilidades, de acordo com o tipo de

tratamento e condicao respiratoria na visita anterior

Y Yit
Tratamento 0 1 Total 0 1 Total
Placebo 100 26 126 27 75 102
(0,7937) (0,2063) (0,2647) (0,7353)
Ativo 49 29 78 20 118 138
(0,6282) (0,3718) (0,1449) (0,8551)
(Yie1) = 0) 204 (Yieny = 1) 240

Sob a hipdtese de estacionariedade, Tabela 13, essa probabilidade ¢ cerca de
3,56 vezes maior para o grupo placebo e 2,29 vezes maior para o grupo ativo, quando compara-
das a condicao prévia ruim. Pela definicao de modelos lineares generalizados de transicao,
os resultados apresentados nas Tabelas 12 e 13 sao reproduzidos (estimados) a partir das

estimativas dos parametros do modelo, especificado por:
nit = Bo + Grtratamento + ay;—1) + ¥(Yie—1) * tratamento), (79)
sendo, que quando ajustado marginalmente permite o estudo de todas transi¢coes no tempo.

Tabela 14 - Estimativas dos parametros para os modelos de transicao de 1% ordem, con-
siderando efeitos de tratamento e interacao tratamento e resposta prévia, no

estudo sobre a condigao respiratoria

Estimativas
Parametros 1% transicao  2¢ transicao 3 transicao 4° transicao
intercepto —0,8938 —1,8326 —1,0609 —1,9095
tratamento (ativo) 0,6256 1,4759 0,2724 0,8979
resposta prévia (Y1) 1,8923 2,4204 2,2846 3,3446

tratamento * Yj_1) 24,7412 —0,4215 0,6439 —1,2683
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A Tabela 14 descreve as estimativas dos parametros para os quatro modelos de

transicao de primeira ordem, considerando os efeitos de tratamento e interacao com a resposta
no tempo anterior. Ressalta-se a significancia estatistica pelo teste de Wald (p < 0,01),
para as respostas no tempo (¢ — 1). Para estimar as probabilidades de transi¢do, a partir
desses coeficientes, usa-se a expressao (66). Por exemplo, na primeira transi¢ido, para o

grupo com tratamento ativo, a probabilidade de transicao para o estado bom, sao dadas

exp(—0,8938+0,6256)
T+exp(—0,8938+0,6256
exp(—0,8938+0,6256+1,8923+24,7412)
Ttexp(—0,8938+0,6256+1,8923+24,7412

por 7oy = y = 0,4333, se o estado prévio do paciente é ruim e, por 73 =

7 1,0000, se o estado anterior € bom. Decorre, por diferenca

N 1 _ N 1 ~
QU T00 = Ty exp(—0,893810,6256) 0,5667 e T = T oxp(—0,893810,62561 1,89231 24,7412) — 0, 0000.
Para o grupo Placebo, essas probabilidades sao dadas por 7p; = % =0,2903, com
. . 1 . A exp(—0,8938+1,8923)
probabilidade complementar 7y, = TTop(—080%) — 0,7097, e, 1 = TTexp(—0,803511,8923)
0,7308, com probabilidade complementar 7y = L = 0,2692. Do mesmo

I+exp(—0,8938+1,8923)

modo para as outras trés transicoes. Simplificadamente, caraterizam-se os resultados pelas

matrizes:

Grupo tratado
R 0,5667 0,4333 \ . 0,5882 0,4118 . 0,6875 0,3125 R 0,7333  0,2667
Py = P = » Py = » Py = :
0,0000 1,0000 0,1622 0,8378 0,1053 0,8947 0,2564 0,7436
Grupo placebo
R 0,7097 10,2903 \ . 0,8621 0,1379 . 0,7429 0,2571 R 0,8710  0,1290
Py = Py = » Py = » Py = :
0,2692 0,7308 0,3571  0,6429 0,2273  0,7727 0,1923 0,8077

Essas probabilidades também podem ser estimadas usando outra funcao de
ligacao. Verifica-se, para esses dados, que o uso das fungoes de ligacao probito e complemento
log-log, levam aos mesmos resultados (probabilidades estimadas). Analisando essas matrizes,
percebe-se que as probabilidades de transicoes para o estado bom, do grupo com tratamento
ativo sao maiores do que as do grupo placebo, enquanto que as probabilidades de transicao
para o estado ruim sdo maiores para o grupo placebo (exceto na ultima transi¢ao). O fato

de as probabilidades, my; e 77 serem decrescentes no grupo ativo pode ser decorréncia da
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perda do efeito do tratamento. Os resultados apresentados na Tabela 13 sao reproduzidos a

partir do modelo com preditor linear (79), ajustado para a totalidade das transigoes.

Tabela 15 - Estimativas dos parametros para o modelo de transicao estacionario de 1* ordem,
considerando efeitos de tratamento e interagao tratamento e resposta prévia, no

estudo sobre a condigao respiratoria

Parametros Estimativas FErro-padrao nivel descritivo
intercepto —1,3471 0,2201 < 0,01
tratamento (ativo) 0.8225 0,3215 0,010
resposta prévia (Yji—1)) 2,3687 0,3144 < 0,01
tratamento * Y1) —0, 0692 0,4606 0,880

Para estimar as probabilidades usam-se os coeficientes da 2% coluna da Tabela

15. Por exemplo, para os pacientes com tratamento ativo, a probabilidade de mudanca do

exp(—1,3471+0,8225)
Ttexp(—1,347110,8225)

estado ruim para o estado bom é estimada por 7y, = = 0, 3718, enquanto

que para o grupo placebo, essa probabilidade ¢ dada por 71g; = % = 0,2063. Assim,
é possivel estimar todas as probabilidades de transicao, que sao consideradas independentes
do tempo. Essa pressuposicao, é ainda confirmada aplicando-se o teste da homogeneidade
no tempo (ou estacionariedade) para as matrizes de probabilidades de transi¢do em cada
um dos grupos ativo e placebo, estimadas a partir dos modelos de transicao marginais. As
estatisticas pelo teste de qui-quadrado sao & = 9,62, para o grupo ativo e £ = 5,93, para o

grupo placebo, sendo Xg; 001 = 16,81, os resultados sao nao significativos. Matricialmente,

tem-se:

N 0,6282 0,3718 N 0,7937 0,2063
P(ativo) = € P(placebo) =

0,1449 0,8551 0,2647 0,7353
A partir dessas matrizes, pode-se também observar que, para os pacientes com
estado de saide ruim na visita anterior (linhas superiores das matrizes P(ativo) e P(placebo))a
o logaritmo da razao de chances, isto é, In[(0,3718/0,6282)/(0,2063/0,7937)] = 0, 8225,
é a estimativa do coeficiente do efeito de tratamento. Para os pacientes cuja condicao

de satude é boa em (¢ — 1) (linhas inferiores das matrizes P(ativo) e P(placebo)), tem-se que
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In[(0,8551/0,1449)/(0,7353/0,2647)] = 0, 7533 é a soma dos coeficientes referentes ao efeito

de tratamento mais a interagao de tratamento e resposta prévia.
Ainda, dos resultados apresentados na Tabela 13, tém-se as seguintes estima-

tivas de razao de chances:

wy(t_l):(] = 2, 27 € wY(z—U:l = 2, 12,

sendo consideradas homogéneas em relagao a histéria do processo. Isso pode ser verificado
pela hipétese, Hy : v = 0, da interacao entre o tratamento e a resposta prévia, a qual conforme
Tabela 15, nao é rejeitada. Sendo assim, uma primeira idéia sobre a comparacao dos grupos
ativo e placebo, pode ser feita por meio do teste para razao de chances de Mantel-Hanszel,
para avaliar a hipotese Hy : ¢ = 1. O valor esperado e a variancia associados a Y(;_1) = 0,
sao 92,08 e 9,48, e para Y(;_1) = 1, sao 19,97 e 9, 23, respectivamente. A estatistica do teste
¢ dada por:

(100 + 27) — (92,02 4 19, 97)
ZMH =
V9,48 19,23

a qual leva ao nivel descritivo 0,0002, ou seja, ha forte indicativo de que os individuos do

= 3,46,

grupo ativo estao mais propensos a transicao para o estado bom.

Deve ser ressaltado que esses resultados sao apenas descritivos e, na verdade,
tais recursos constituem-se em técnicas exploratorias para modelos de transicao. Nesse es-
tudo, ha, ainda, as covariaveis sexo, idade e centro clinico e, certamente, uma descrigao
sucessiva através de tabelas de contingéncia é impraticavel. Nesses casos, é imprescindivel a
especificacao das transicoes a partir do ajuste dos modelos. Na Tabela 16, sao apresentadas
as estimativas dos parametros para o modelo estacionario de primeira ordem, considerando
as demais covariaveis do estudo.

O modelo 1 é ajustado considerando os efeitos do centro clinico, sexo, idade,
tratamento e condigao de satide na ocasiao (t — 1). Sao significativos, pelo teste de Wald,
os efeitos do centro clinico, tratamento, e resposta prévia. No modelo 2, adicionalmente, sao
considerados os efeitos das interacoes da resposta prévia com essas covariaveis, além do fator
ocasido (visita). Nenhuma dessas interagdes sao significativas. Quando nao hé interagao,
entre a histéria do processo e as covariaveis, ha um indicativo de que as respostas prévias

afetam a probabilidade de transicao, mas os efeitos das covariaveis sob elas sao os mesmos,
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Tabela 16 - Estimativas dos parametros fixos, B, e respectivos erros-padrao, 5(6), para trés

modelos de transicao estacionarios de primeira ordem, no estudo sobre a condicao

respiratoria
Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3
Parametros g s(3) 3 s(P) 3 s(B)
intercepto —0,3248 0,4104 1,1776  0,7930 0,0043 00,4870
centro 1 —0,7622 0,2477 —0,9852 10,3548 —0,8916 0,2952
sexo (feminino) 0,0506 0,3111 0,1891 0,4486 0,0190 0,3740
tratamento (ativo) 0,8382 10,2413  0,8040 10,3566  0,9337 0,2881
idade —0,0177 0,0093 —0,0365 0,0158 —0,0193 0,0111
visita —0,2345 0,1509
Y1 2,2277 0,2337 0,6575 11,0858 1,7614 0,2553
centro * Yj_1) 0,4652 0,4988
sexo * Y1) —0,2228 0,6350
tratamento * Y1) —0,0182 0,4937
idade * Y1) 0,0320 0,0200
visita * Y1) 0,1116 10,2144

independente da histéria. O modelo 3 é ajustado considerando os mesmos efeitos do modelo
1, porém supondo intercepto aleatorio. Nota-se que nao ha grandes mudancas em relacao
as estimativas dos efeitos fixos, exceto no termo fixo do intercepto. A variancia estimada
para o efeito aleatorio do intercepto é 0, 5837, com erro padrao 0,4060. Um teste de razao
de verossimilhancas é feito para avaliar a hipdtese nula de que o modelo de transicao tem
intercepto aleatério contra a alternativa de que o modelo tem somente efeitos fixos. Para
tanto usam-se os logaritmos das funcoes de verossimilhancas maximizadas sob os modelos
1 e 3. O resultado desse teste é nao significativo (nivel descritivo = 0, 1604), orientando a
escolha do modelo de efeitos fixos.

Desse modo, considerando os efeitos significativos do modelo 1, sao estimadas
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as probabilidades de transicao, através da funcao:

exp(—0, 3248 — 0, 7622(centro) + 0, 8382(tratamento) + 2,2277Y;,_1))
1 + exp(—0, 3248 — 0, 7622(centro) + 0, 8382(tratamento) + 2, 2277Y;;_1)’

Tal =

com a0 = 1 — 741, a € S ={0,1}. As matrizes de probabilidades de transi¢ao considerando

esses efeitos, para os respectivos grupos ativo e placebo, sao:

N 0,5618 0,4382 N 0,7478 0,2522
P(ativo) = € P(PlaCEbO) =

0,1214 0, 8786 0,2422 0,7578
Usando os resultados das probabilidades de transi¢ao dessas matrizes, pode-se
efetuar o teste para a diferenga das probabilidades considerado sob a hipétese de mudancgas
para o estado bom, em 4 passos. As probabilidades necessarias para aplicacao do teste sao

obtidas pela equacao de Chapman-Kolmogorov:

(D) 0,2464 0,7536 () 0,5232 0,4768
P(ativo) = € P =

(placebo)

0,2088 0,7911 0,4578 0,5422

A diferenca observada entre as probabilidades é Wé? (A) —W(()Zi) (P) = 0,2768, com
erro-padrao estimado em 0, 1527, levando a estatistica Z = 1,81, (nivel descritivo =0,036).
O resultado ratifica a evidéncia de diferenca significativa a favor da grupo tratado.

Adicionalmente, como em toda andlise estatistica, apos o ajuste de um mo-
delo, faz-se necessario verificar as pressuposicoes estatisticas. Para os modelos de transicao,
técnicas usadas para diagnosticos nos MLGs podem ser adaptadas e, constituem-se em impor-
tantes recursos exploratérios. A Figura 2 mostra os graficos semi-normal de probabilidades
com envelopes simulados, ao nivel de confianca de 95%, para os modelos estacionérios 1 e 2,
apresentados na Tabela 16. Percebe-se que os dois modelos (sem e com interagao) nao estao
bem ajustados, uma vez que os pontos saem do envelope. Pode estar havendo algum tipo
de falha sistematica (como inadequacidade da funcao de ligacdo), ou alguma discrepancia
isolada (pontos atipicos).

Focalizando a atencao sob Modelo 1, nota-se pelo grafico dos residuos, Figura 3,
que nao ha discrepancia isolada, uma vez que os residuos do modelo se distribuem no intervalo
(—2,42). Adicionalmente, efetua-se o teste para a adequacidade da funcao de ligacao, através

do teste da razao de verossimilhangas (diferenga de desvios), considerando como variavel
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adicionada u = n?. O resultado é nao significativo (nivel descritivo = 0,4375), indicando

adequacidade da funcao logistica. Assim, pode ainda existir algum outro tipo de falha. Em
se tratando de modelos de transicao é importante considerar também a possibilidade de

alcance da cadeia maior do que 1.

2.3.2 Modelo de transicao de segunda ordem

Um modelo de transigao de 2* ordem permite verificar se as inferéncias acerca
dos parametros mudam com a dependéncia (ordem da cadeia). Assim, dando prosseguimento
a analise, é explorada a possibilidade de se considerar um modelo de segunda ordem. Na
Tabela 17 sao apresentadas as freqiiéncias de transicoes de segunda ordem, as quais permitem
verificar a necessidade de se considerar uma cadeia de Markov de alcance 2, bem como sua

estacionariedade.

Tabela 17 - Freqiiéncias de transicoes de segunda ordem observadas no estudo sobre a

condicao respiratoria

Primeira transicao Segunda transicao Terceira transicao

h; Y;=0 Yy,=1 Total Y;=0 Y;=1 Total Y;=0 Y; =1 Total

00 31 8 39 28 7 35 33 4 37
(0,7949) (0,20510) (0,8000)  (0,2000) (0,8919) (0,1081)

01 6 16 22 3 8 11 6 8 14
(0,2727)  (0,7273) (0,2727) (0,7273) (0,4286) (0,5714)

10 4 3 7 9 7 16 5 4 9
(0,5714)  (0,4286) (0,5625) (0,4375) (0,5556) (0,4444)

11 10 33 43 6 43 49 9 42 51
(0,2326)  (0,7674) (0,1224) (0,8776) (0,1765) (0,8235)

A partir da Tabela 17, especificam-se as freqiiéncias sob a hipdtese de estacio-
nariedade, conforme mostra a Tabela 18. Aplicando o teste de qui-quadrado para estaciona-

riedade:

39(0, 7949 — 0, 8288)> ., 5101765 -0, 1748)?
0, 8288 o 0, 1748

§= = 4,59,
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Tabela 18 - Total de freqiiéncias de transigoes de segunda ordem observadas no estudo sobre

a condicao respiratéria

h/t }/%t =0 }/%t =1 Total

00 92 19 111
(0,8288)  (0,1712)

01 15 32 A7
(0,3191)  (0,6809)

10 18 14 32
(0,5625)  (0,44375)

11 25 118 143

(0,1748)  (0,8252)

sendo XZ,(0701) = 13,27, tem-se que mesmo para o processo de ordem 2, nao se rejeitaria a
hipétese de estacionariedade (nivel descritivo = 0,3318). Pelo critério da razao de verossimi-
lhancas, a estatistica obtida é A = 2, 03.

Por outro lado, pode-se também aplicar os mesmos testes para se verificar a

ordem da cadeia, ou seja, avaliar as hipdteses

Hp: A cadeia é de ordem 1 (745 = Tpe);

H,: A cadeia é de ordem 2 (7ape # Tpe),

com a,b,c € S = {0,1}. Da Tabela 17, também podem ser estimadas as freqiiéncias de
primeira ordem, sob Hy, como mostra a Tabela 19.

Assim, as estimativas da Tabela 18 podem ser comparadas as freqiiéncias da
Tabela 19, fixando-se Yj;_1) = 0 e, posteriormente Yj,_;) = 1. Pelo critério de qui-quadrado

tem-se:

~ 111(0,8288 — 0, 7692)* P 143(0, 8252 — 0, 7895)?
B 0, 8288 o 0,0, 8252

¢ — 14, 35,

sendo significativo, uma vez que x3 0o = 9,21 (nivel descritivo = 0,00076). O critério da
razao de verossimilhangas leva a estatistica A = 13,17 (nivel descritivo = 0,0013).
Os resultados dessa analise exploratéria preliminar indicam que é razoavel con-

siderar para esse caso um modelo estocastico estacionario de ordem 2. Assim, considerando
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Tabela 19 - Total de freqiiéncias de transi¢oes de primeira ordem observadas no estudo sobre

a condicao respiratéria, considerando 333 observacoes

hy Y, =0 Yi,=1 Total

Yie-1y =0 110 33 143
(0,7692)  (0,2308)

Yip—1) =1 40 150 190

(0,2105)  (0,7895)

as demais variaveis explicativas do estudo, sao apresentadas na Tabela 20 as estimativas para

os parametros do modelo de 2% ordem.

Tabela 20 - Estimativas dos parametros e respectivos erros-padrao para o modelo de transicao

estacionario de segunda ordem, no estudo sobre a condigao respiratoria

Parametros Estimativa Erro-padrao
intercepto —0,5616 0, 4940
centro 1 —0, 6540 0, 2967
sexo (feminino) 0,1945 0,3709
tratamento (ativo) 0,7339 0, 2889
idade —0, 0252 0,0111
Yig—1) 1,9213 0,2979
Yi—2) 0,9477 0,2974

Para o ajuste desse modelo, sao consideradas apenas as observacoes referentes
as visitas 3 a 5, totalizando 333 transicoes. Assim, comparando os modelos de primeira e
segunda ordens, percebe-se que inclusao de Yj;_o) como covariavel, acarreta numa sensivel
mudangca nos coeficientes de regressao, sendo que Yj;_1) continua sendo a variavel com maior
peso para explicar as probabilidades de transicao, seguida pela covaridvel Yj;_s). As duas
respostas prévias e o efeito de tratamento sao significativos. Note que para a decisao da
ordem da cadeia, incluindo as demais variaveis explicativas, pode-se usar o critério da razao

de verossimilhancas, a partir dos logaritmos das fungoes de verossimilhancas para os modelos
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de 1% e 2% ordens. Os valores obtidos sao —166,79 e —161, 85, respectivamente. Logo, a

estatistica da razao de verossimilhancas é A\ = 9,88, com nivel descritivo igual a 0,0016.
Esse teste equivale a diferenca de desvios para os modelos encaixados de primeira e segunda
ordens, ambos ajustados com 333 observacoes. Logicamente, nesse estudo, é desnecessaria
uma extensao para ordens maiores e, os resultados, ratificam a hipétese de que um modelo
baseado na cadeia de Markov de ordem 2 é satisfatorio para explicar o comportamento

funcional dos dados.

Residuos
0
|

Quantis normais

Figura 4 - Gréfico semi-normal de probabilidades com envelopes simulados para o modelo de

transicao estaciondrio de 2* ordem, no estudo da condigao respiratéria

A Figura 4 apresenta o grafico semi-normal de probabilidades com envelopes
simulados, ao nivel de confianca de 95%. E possivel notar que hé indicativo de que o modelo
de segunda ordem esteja correto, embora ainda existam pontos fora do envelope. Porém,
o ajuste obtido é melhor quando comparado ao modelo de primeira ordem. Considerando,

entao, os efeitos significativos desse modelo, as matrizes de probabilidades de transi¢ao, para
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os respectivos grupos ativo e placebo, sao:

0,4570 0, 5430 0,6368 0,3632

. 0,2460 0,7540 N 0,4046 0,5954
P(ativo) - € P(plaCEbO) -

0,1097 0,8903 0,2042 0,7958

0,0455 0,9545 0,0905 0,9095

Analisando essas matrizes, nota-se que quando o histérico do paciente é ruim
nas duas tltimas ocasices, h = (0,0), a probabilidade de transicao (mudanga) para o es-
tado bom é estimada em 0, 5430 se ele recebe a droga ativa, enquanto que para um paciente
do grupo placebo essa probabilidade ¢ 0,3632. Essas probabilidades sao maiores se o in-
dividuo estda bom em ao menos uma das ocasides anteriores, sempre com diferenca a favor
dos pacientes do grupo ativo. Nota-se, também, que quando a histéria é h, = {1,0}, héa
probabilidades maiores de transigao para o estado bom na ocasiao t, em relacao a h; = {0,1}
e essa diferenca, pode sinalizar que, embora, haja evidéncia da droga ativa e das respostas
prévias sob o estado na ocasiao t, essa transicao para o estado bom, nao ocorre de forma
imediata, isto é, em um intervalo de tempo “pequeno”. Como nao se tem acesso a base
original de dados, com detalhes das ocasides de observacao dos dados, nao se pode fazer uma
andalise mais detalhada com respeito ao tempo necessario para que essa transi¢ao ocorra. E,
certamente, uma andlise nessa linha necessitaria também de uma amostra maior de ocasioes,
a fim de que seja possivel aproximar o processo de tempo discreto do processo de tempo
continuo, possibilitando a estimacao dessas taxas de transigao.

As razoes de chances estimadas para cada possibilidade de histéria da cadeia,

mantendo-se o efeito da estratificacao por tratamento sao:

whtz(o,o) = 2,083; whtz(o,l) = 2,082; wht:(l,o) = 2,082; wht:(m) = 2,087.

Esses valores evidenciam a homogeneidade da razao de chances em relagao
a histéria da cadeia e, conseqiientemente pode-se aplicar o teste de Mantel-Hanszel para
comparacao dos grupos ativo e placebo. A estatistica do teste é Zyy = 2,43, com nivel
descritivo igual a 0,0074, indicando forte evidéncia a favor do tratamento ativo. O aumento
da ordem da cadeia, nesse caso, nao muda as consideracoes com respeito a discrimacao entre

os tratamentos.
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3 CONSIDERACOES FINAIS

A analise de dados longitudinais com respostas binarias pode ser feita a partir
da definicao de vérios modelos. A escolha do modelo, por sua vez, em geral, esta relacionada
aos objetivos do estudo. Os modelos de transicao de Markov constituem-se em uma classe
de modelos condicionais, uma vez que se tem interesse em modelar a distribuicao condicional
da resposta no tempo t, dada uma ou mais respostas prévias e um conjunto de covariaveis.
Essa metodologia tem estreita relacao com as areas das ciéncias médica, veterinaria e afins,
uma vez que, é plausivel admitir que o estado de um individuo numa dada ocasiao possa ter
influéncia sob seu estado num tempo futuro. Desse modo, a avaliacao de drogas terapéuticas
deve levar em conta a possibilidade dessa influéncia, que nao é “mensurada”, ao se adotarem
na estrutura modelos marginais. Assim, ao se empregar um modelo de transi¢ao, a hipdtese
nula inicial a ser explorada é a questao da dependéncia do tempo, bem como a ordem da
cadeia. A estacionariedade do processo é sempre desejavel, mas nem sempre ocorre. A analise
dos residuos também é importante para validar as inferéncias decorrentes de um modelo linear
generalizado de transicao. Quando ha violagao de um ou mais pressupostos, essa analise pode
auxiliar na identificacao de falhas ou, ainda, orientar a escolha do modelo para a dependéncia
do tempo.

Adicionalmente, como contribui¢oes para os pesquisadores e usuarios poten-
ciais, o presente trabalho destaca os testes para comparagao de tratamentos bem como a
inclusao de efeitos aleatdrios nesses modelos. Assim, a suposicao de que cada individuo tem
uma propensao para o desenvolvimento ou, nao, de uma determinada caracteristica pode
ser analisada, considerando na estrutura do modelo estocastico um intercepto aleatério. Os
tratamentos envolvidos no estudo podem ser comparados a partir das probabilidades de
transicao ou por meio da razao de chances. O teste baseado nas probabilidades de transicao
sao bem aplicados no contexto dos modelos estocésticos de primeira ordem, inclusive para
processos nao estacionarios. Para cadeias de alcance maior do que 1, em virtude do aumento
do nimero de parametros, o teste da razao de chances apresenta-se mais apropriado.

Apesar da relevancia do assunto e de sua aplicabilidade, verifica-se que ha,
ainda, outras questoes que merecem atencao e estudos nessa area. Primeiro, a metodologia

apresentada neste trabalho pode ser estendida para mais de duas categorias de resposta,
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usando o modelo de chances proporcionais. Segundo, os testes propostos sao assintéticos

e, portanto, podem nao ser validos quando o nimero de observagoes é pequeno. Fazem-se
necessarios estudos e simulagoes que possam avaliar a eficiencia e o poder desses testes, para
diferentes valores de n. Quanto ao teste para comparar tratamentos pelas probabilidades de
transicao, ele nao é restrito ao caso de dois tratamentos. Para mais de dois tratamentos,
podem-se efetuar comparacoes duas a duas, mas ha necessidade de se corrigir o nivel de
significancia. E isso também requer estudos adicionais.

Observagoes omissas também sao comuns em estudos longitudinais. Para os
modelos marginais, as equacoes de estimacao garantem a consisténcia das estimativas dos
parametros sob a condicao de que essas perdas sejam completamente ao acaso, ou seja, se
uma observacao é perdida, ela ndao pode depender das respostas prévias. Assim, com modelos
de transicao, valores perdidos podem inviabilizar a analise, uma vez que, por definicao, sao
modelos condicionais. Por isso, em geral, quando uma observagao é perdida, o perfil indivi-
dual de respostas ¢é excluido da contribuicao para a funcao de verossimilhanca. Para o caso do
modelo de Markov de primeira ordem, alguns estudos indicam como uma alternativa, tratar
a observacao apds um valor omisso como se fosse a primeira observacao. Outra alternativa é
aumentar a ordem da cadeia, que certamente traz penalizacoes pelo aumento no nimero de
parametros. Pode-se, ainda, optar pela imputacao de dados.

Nesse contexto, considera-se que, embora os objetivos propostos estejam satis-
feitos, este trabalho é uma abordagem inicial para modelos de transi¢ao, que sao fontes de

perspectiva para pesquisas futuras.
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APENDICE A - Conjunto de dados do experimento

centro id trat sexo idade base respl resp2 resp3 resp4

1 1 p M 46 0 O O O O

i1 2 p M 28 0 O O O O
1 3 A M 23 1 1 1 1 1
1 4 P M 44 1 1 1 1 0
1 5 P F 13 1 1 1 1 1
1 6 A M 34 0 0 O O O
1 7 P M 43 O 1 0 1 1
1 8 A M 28 0 0 O O O
1 9 A M 31 1 1 1 1 1
1 10 p M 37 1 0 1 1 0
1 11 A M 30 1 1 1 1 1
1 12 A M 14 0 1 1 1 0
1 13 P M 23 1 1 0 0 O
1 4 p M 30 0 O O O O
1 15 P M 20 1 1 1 1 1
1 16 A M 22 0 0 O 0 1
1 7 p M 26 0 O O O O
1 18 A F 47 0 O 1 1 1
1 19 p F 31 0 0 O 0 O
1 20 A M 20 1 1 0 1 0
1 21 A M 26 O 1 0 1 0
1 22 A M 46 1 1 1 1 1
1 23 A M 32 1 1 1 1 1
1 24 A M 48 O 1 0 0 O
1 2 p F 3 0 0 O O O
1 26 A M 26 0 0 O 0 O
1 2r p M 23 1 1 0 1 1
P F

-
N
(09}

36 0 1 1 0 O
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APENDICE B - Programas Computacionais utilizados

B.1 - Processo nao estacionario

/*PROGRAMA SAS PARA AJUSTE DE MODELOS EXPLORATORIOS DE TRANSIGAO*/
/+*ADPATAGAO DA PROPOSTA DE STRAM, WEI E WARE (1988)-MOD.MARGINAIS */
options nodate nonumber ps=1000;

data respira;

input centro$ id$ trat$ sexo$ idade base respl resp2 resp3 resp4;
datalines;

i1 1 P M 46 0 O O O O

i1 2 p M 28 0 O O O O

proc print;
run;

/*Andlise Exploratéria: frequéncias de transigdes*/
proc freq order=data;

table basexrespl; /*Primeira transig&dox/

table respl*resp2;/*Segunda transig&ox*/

table resp2+*resp3;/*Terceira transic&dox/

table resp3*resp4;/*Quarta transicgdox*/

/*Andlise Exploratéria: Estratificagdo por tratamentox/
table trat*base*respl; /*Primeira transigdox/

table trat*respl*resp2;/*Segunda transigdox/

table trat*resp2*resp3;/*Terceira transigdox/

table trat*resp3*resp4d;/*Quarta transigdox/

run;

/*MODELO LINEAR GENERALIZADO PRIMEIRA TRANSIGAO*/
proc genmod data=respira;
class centro id sexo trat;
model respl = trat base basextrat
/dist=binomial;
run;

/*MODELO LINEAR GENERALIZADO SEGUNDA TRANSIGAQ */

proc genmod data=respira;

class centro id sexo trat;

model resp2 = trat respl resplx*trat
/dist=binomial;

run;
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/*MODELO LINEAR GENERALIZADO TERCEIRA TRANSIGAO*/

proc genmod data=respira;

class centro id sexo trat;

model resp3 = trat resp2 resp2*trat
/dist=binomial;

run;

/*MODELO LINEAR GENERALIZADO QUARTA TRANSIGAQ */

proc genmod data=respira;

class centro id sexo trat;

model resp4 = trat resp3 resp3xtrat
/dist=binomial;

run;

B.2 - Processo estacionario

/*MODELQS DE TRANSIGAQ DE MARKOV: PROCESS0S ESTACIONARIOS*/

options nodate nonumber ps=1000;

data respira;

input centro$ id$ trat$ sexo$ idade visit resp;
timeclass=visit;

datalines;

1 1 P M 46 1 0
1 1 P M 46 2 0
1 1 P M 46 3 0
1 1 P M 46 4 0
1 1 P M 46 5 0
2 111 A M 31 1 1
2 111 A M 31 2 1
2 111 A M 31 3 1
2 111 A M 31 4 1
2 111 A M 31 5 1

/*Carregando a Macro DROPOUT dos Geerts*/
Jmacro dropout(data=,id=,time=,response=,out=);
%if Jbquote(&data)= %then %let data=&syslast;

proc freq data=&data noprint;

tables &id /out=freqid;

tables &time / out=freqtime;

run;
proc iml;

reset noprint;

use freqid;

read all var {&id};
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nsub = nrow(&id);
use freqtime;
read all var {&timel};
ntime = nrow(&time);
time = &time;
use &data;
read all var {&id &time &responsel};
n = nrow(&response) ;
dropout = j(n,1,0);

ind = 1;
do while (ind <= nsub);
J=1;

if (&response[(ind-1)*ntime+jl=.)
then print "First Measurement is Missing";
if (&response[(ind-1)*ntime+j]~=.) then
do;
j = ntime;
do until (j=2);
if (&response[(ind-1)*ntime+j]=.) then
do;
dropout [(ind-1)*ntime+j]=1;
i=31%
end;
else j = 2;
end;
end;
ind = ind+1;
end;
prev = j(n,1,1);
prev([2:n] = &response[l:n-1];
i=1;
do while (i<=n);
if &time[i]l=time[1] then prev[il=.;
i=1i+1;
end;
create help var {&id &time &response dropout prev};
append;
quit;
data &out;
merge &data help;
run;
Ymend;
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/*Rotina para gerar vetor resposta prévia de ordem 1%/
hdropout (data=respira,id=id,time=visit,response=resp,out=conjl);
data conjla;
set conji;
prevli=prev;
drop prev;
run;
/*Rotina para gerar vetor resposta prévia de ordem 2%/
hdropout (data=conjla,id=id,time=visit,response=prevl,out=conj2) ;
data conj2a;
set conj2;
prev2=prev;
drop prev;
run;
proc print;
run;
/*MODELO LINEAR GENERALIZADO CADEIA DE MARKOV DE ORDEM 1x/
proc genmod data=conj2a;
class centro id trat sexo timeclass;
model resp = trat prevl previ*trat / dist=binomial;
run;
/*MLG CADEIA DE MARKOV ORDEM1: COM DEMAIS EFEITOS*/
proc genmod data=conj2a;
class centro id trat sexo timeclass;
model resp = centro sexo trat idade prevl / dist=binomial;
run;
/*MLG CADEIA DE MARKOV ORDEM1: DEMAIS EFEITOS E INTERAGOES*/
proc genmod data=conj2a;
class centro id trat sexo timeclass;
model resp = centro sexo trat idade visit prevl
prevli*centro prevl*sexo prevlxtrat prevlx*idade prevl*visit
/ dist=binomial;
run; /*MLG CADEIA DE MARKOV ORDEM2: COM DEMAIS EFEITOS*/
proc genmod data=conj2a;
class centro id trat sexo timeclass;
model resp = centro sexo trat idade prevl prev2 / dist=binomial;
run;



122
B.3 - Rotinas computacionais pelo software R: Testes de hipdteses

######PROGRAMA EM R PARA MODELOS DE TRANSIGAO#i#####

##AJUSTES DE MODELOS DE TRANSIGAO "MARGINAIS": Processos ndo estaciondrios##
dados<-read.table("respirasep.txt", header=T)

names (dados)

attach(dados)

center<-as.factor(center)

#MODELOS EXPLORATORIOS 1 = APENAS COM O EFEITO DE TRATATAMENTO E INTERAGAO#
mtl1<-glm(respl~treat+base +basextreat,family=binomial)
mt2<-glm(resp2~treat+respl+respl*treat, family=binomial)
mt3<-glm(resp3~treat+resp2+resp2*treat, family=binomial)
mt4<-glm(resp4~treat+resp3+resp3*treat, family=binomial)

summary (mt1)

summary (mt2)

summary (mt3)

summary (mt4)

##ESTIMATIVAS DAS PROBABILIDADES DE TRANSIGAO##
#Primeira transicdo#
#Grupo Ativo#
p01A1<-exp(-0.8938+0.6256) /(1+exp(-0.8938+0.6256))
pOOA1<-1-pO1A1
p11A1<-exp(-0.8938+0.6256+1.8923+24.7412) / (1+exp(-0.8938+0.6256+1.8923+24.7412))
p10A1<-1-p11A1
a0l<-matrix(rbind (p00A1l,p01A1),1)
ali<-matrix(rbind(p10A1,p11A1),1)
PAl<-matrix(rbind(a01,al11),2)

#Grupo Placebo#
pO1P1<-exp(-0.8938)/(1+exp(-0.8938))
pOOP1<-1-p01P1
p11P1<-exp(-0.8938+1.8923) /(1 +exp(-0.8938+1.8923))
p10P1<-1-p11P1

pOi<-matrix(rbind (pOOP1,p01P1),1)
pli<-matrix(rbind (p10P1,p11P1),1)
PP1<-matrix(rbind(p01,pll),2)

#Segunda transicgio#
#Grupo Ativo#
pO1A2<-exp(-1.8326+1.4759)/(1+exp(-1.8326+1.4759))
pO0A2<-1-p01A2
pl1A2<-exp(-1.8326+1.4759+2.4204-0.4215) /(1+exp(-1.8326+1.4759+2.4204-0.4215))
pl0A2<-1-p11A2
a02<-matrix(rbind (p00A2,p01A2),1)
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al2<-matrix(rbind(p10A2,p11A2),1)
PA2<-matrix(rbind(a02,a12),2)

#Grupo Placebo#
p01P2<-exp(-1.8326)/(1+exp(-1.8326))
pOOP2<-1-p01P2
pl1P2<-exp(-1.8326+2.4204)/(1+exp(-1.8326+2.4204))
pl0OP2<-1-p11P2

p02<-matrix(rbind (pO0OP2,p01P2),1)
pl2<-matrix(rbind(p10P2,p11P2),1)
PP2<-matrix(rbind(p02,p12),2)

#Terceira transicio#
#Grupo Ativo#
p01A3<-exp(-1.0609+0.2724) / (1+exp(-1.0609+0.2724))
pO0A3<-1-p01A3
p11A3<-exp(-1.0609+0.2724+2.2846+0.6439)/(1+exp(-1.0609+0.2724+2.2846+0.6439))
p10A3<-1-p11A3
a03<-matrix(rbind (p00A3,p01A3),1)
al3<-matrix(rbind(p10A3,p11A3),1)
PA3<-matrix(rbind(a03,a13),2)

#Grupo Placebo#

p01P3<-exp(-1.0609)/ (1+exp(-1.0609))

pOOP3<-1-p01P3 p11P3<-exp(-1.0609+2.2846)/(1+exp(-1.0609+2.2846))
p10P3<-1-p11P3

p03<-matrix(rbind (p0OOP3,p01P3),1)

pl3<-matrix(rbind (p10P3,p11P3),1)

PP3<-matrix(rbind(p03,p13),2)

#Quarta transicao#
#Grupo Ativo#
p01A4<-exp(-1.9095+0.8979)/ (1+exp(-1.9095+0.8979))
pO0A4<-1-pO1A4
p11A4<-exp(-1.9095+0.8979+3.3446-1.2683) / (1+exp(-1.9095+0.8979+3.3446-1.2683))
p10A4<-1-p11A4
a04<-matrix(rbind (p00A4,p01A4),1)
al4<-matrix(rbind(p10A4,p11A4),1)
PA4<-matrix(rbind(a04,al14),2)

#Grupo Placebo#

p01P4<-exp(-1.9095)/(1+exp(-1.9095))

pOOP4<-1-p01P4 pl11P4<-exp(-1.9095+3.3446)/(1+exp(-1.9095+3.3446))
p10P4<-1-p11P4

pO4<-matrix(rbind (pO0OP4,p01P4),1)
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pl4<-matrix(rbind(p10P4,p11P4),1)
PP4<-matrix(rbind(p04,p14),2)

##MODELOS EXPLORATORIOS 2 = CONSIDERANDO DEMAIS EFEITOS##
mt11<-glm(respl”center+sex+treat+idade+base, family=binomial)
mt21<-glm(resp2”center+sex+treat+idade+respl, family=binomial)
mt31<-glm(resp3~center+sex+treat+idade+resp2, family=binomial)
mt41<-glm(resp4~center+sex+treat+idade+resp3, family=binomial)
summary (mt11)

summary (mt21)

summary (mt31)

summary (mt41)

detach(dados)

rm(list=1s(all=TRUE))

##MODELOS ESTACIONARIOS##
dadosl<-read.table("dadosdroupl.txt" ,header=T)
names (dadosl)

attach(dados1)

centro<-as.factor(centro)

library(geepack)

#MODELO AUTO REGRESSIVO ESTACIONARIO COM FATOR TRAT E INTERAGAQ#
modO<-geeglm(resp~trat+previ+previ*trat,id=id, family=binomial)
summary (mod0)

#ESTIMATIVAS DAS PROBABILIDADES DE TRANSIGAQ#

#Grupo Ativo#

pO1A<-exp(-1.3471+0.8225) / (1+exp(-1.3471+0.8225))

pOOA<-1-pO1A
pl1A<-exp(-1.3471+0.8225+2.3687-0.0692)/(1+exp(-1.3471+0.8225+2.3687-0.0692))
plOA<-1-pl1A

a0<-matrix(rbind (p00A,p01A),1)

al<-matrix(rbind(p10A,p114),1)

PA<-matrix(rbind(a0,al),2)

#Grupo Placebo#
pO1P<-exp(-1.3471)/(1+exp(-1.3471))

pOOP<-1-p01P
pl1P<-exp(-1.3471+2.3687)/(1+exp(-1.3471+2.3687))
plOP<-1-p11P

pO<-matrix(rbind (pOOP,p01P),1)
pl<-matrix(rbind(p1OP,p11P),1)
PP<-matrix(rbind(p0,pl),2)
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##TESTE PARA ESTACIONARIEDADE 1-ANALISE EXPLORATORIA##
nab<-c(39,22,7,43,35,11,16,49,37,14,9,51,38,8,15,50)
na.<-c(61,61,50,50,46,46,65,65,51,51,60,60,46,46,65,65)
pabt<-c(0.6393,0.3607,0.1400,0.8600,0.7609,0.2391,0.2462,0.7538,
0.7255,0.2745,0.1500,0.8500,0.8261,0.1739,0.2308,0.7692)
pab<-rep(c(0.7304,0.2696,0.1958,0.8042) ,4)
Q2<-(na.*(pabt-pab) “2)/ (pab)
X2<-sum(Q2)
1-pchisq(X2,6) #NIVEL DESCRITIVO

##TESTE DE HOMOGENEIDADE 0OU ESTACIONARIEDADE POR TRAT##
#Grupo ativo#
nabA<-c(17,13,0,19,10,7,6,31,11,5,4,34,11,4,10,29)
na.A<-c(30,30,24,24,17,17,37,37,16,16,38,38,15,15,39,39)
pA<-rep(c(pO0A,p01A,p10A,pl11A),4)
Q2A<-((nabA-na.AxpA)~2)/(na.Axph)
X2A<-sum(Q2A)
1-pchisq(X24A,6) #NIVEL DESCRITIVO

#Grupo placebo#
nabP<-c(22,9,7,19,25,4,10,18,26,9,5,17,27,4,5,21)
na.P<-c(31,31,26,26,29,29,28,28,35,35,22,22,31,31,26,26)
pP<-rep(c(pOOP,p01P,p10P,p11P),4)
Q2P<-((nabP-na.P*pP) “2) /(na.P*pP)

X2P<-sum(Q2P)

1-pchisq(X2P,6) #NIVEL DESCRITIVO

##AJUSTE COM OS DEMAIS EFEITOS##
mod1<-geeglm(resp~centro+sexo+trat+idade+prevl,id=id,family=binomial)
summary (mod1)

##COM INTERACOES##
mod2<-geeglm(resp~centro+sexo+trat+idade+visit+previ+previ*centro+previ*sexo

+previ*trat+previ*idade+previ*visit,id=id, family=binomial)
summary (mod2)

##MODELO COM INTERCEPTO ALEATORIO##

library (glmmML)

#via Laplace

efall<-glmmML(resp~centro+sexo+trat+idade+prevl,cluster=id,family=binomial)

#via quadratura gaussiana

efal2<-glmmML (resp~centro+sexo+trat+idade+prevl,cluster=id,family=binomial,
method="ghq",n.points=2)

efall

efal2
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#Teste da razdo de verossimilhancas: Ho: Modelo é de efeitos fixos
x<-451.97-450
1-pchisq(x,1)

##COMPARAGAO DOS TRATAMENTOS (ESTACIONARIOS):TRAT E INTERAGAO##
#Funcdo de transigdo em 4 passos: Chapman-Kolmogorov#
PAA<-PAY*YPAY*,PAY*7PA
P4P<-PPY,x7,PPY,x7,PPY,x7,PP
#Estimativa do erro-padrio#
kA<-0.5556%P4A[1,1]+0.4444xP4A[2,1]
nA<-54
kP<-0.5439%P4P[1,1]+0.4561*P4P[1,1]
nP<-57
nAc<-nAxkA
nPc<-nP*xkP
pid<-P4A[1,2]-P4P[1,2]
s2<-(P4A[1,21*(1-P4A[1,2])/nAc)+(P4P[1,2]1*(1-P4P[1,2])/nPc)
s<-sqrt(s2)
##nivel descritivo##
zo<-pid/s
1-pnorm(zo)

## COMPARAGAO DE TRATAMENTOS: COM 0S DEMAIS EFEITOS##

#Grupo Ativo#

pO1A<-exp(-0.3248-0.7622+0.8382)/ (1+exp(-0.3248-0.7622+0.8382) )
pO0A<-1-pO1A
pl1A<-exp(-0.3248-0.7622+0.8382+2.2277) / (1+exp(-0.3248-0.7622+0.8382+2.2277))
pl0A<-1-p11A

a0<-matrix(rbind(p00A,p014),1)

al<-matrix(rbind(p10A,p114),1)

PA<-matrix(rbind(a0,al),2)

#Transicdo em 4 passos: Equagdo de Chapman-Kolmogorov#
P4AA<-PAY*%PAY*1PAY*)PA

#Grupo Placebo#
pO1P<-exp(-0.3248-0.7622)/(1+exp(-0.3248-0.7622))

pOOP<-1-p01P
pl11P<-exp(-0.3248-0.7622+2.2277) / (1+exp(-0.3248-0.7622+2.2277))
plOP<-1-p11P

pO<-matrix(rbind (pOOP,p01P),1)

pl<-matrix(rbind(p1OP,p11P),1)

PP<-matrix(rbind(p0,pl),2)

#Transicdo em 4 passos: Equagdo de Chapman-Kolmogorov#
P4P<-PPYx7PP},*%PP}* PP



#DIFERENCA DE PROBABILIDADES:MUDANGAS PARA O ESTADO BOM #
pid<-P4A[1,2]-P4P[1,2]

#Estimativa do erro padréo#
kA<-0.5556*%P4A[1,1]+0.4444*P4A[2,1]

nA<-54

kP<-0.5439%P4P[1,1]+0.4561%P4P[1,1]

nP<-57

nAc<-nAxkA nPc<-nPx*kP
s2<-(P4A[1,2]*(1-P4A[1,2])/nAc)+(P4P[1,2]*(1-P4P[1,2]) /nPc)
s<-sqrt(s2)

##nivel descritivo##

zo<-pid/s

1-pnorm(zo)

##ENVELOPES SIMULADOS

library(car)
resl<-residuals(modl,type="pearson")
res2<-residuals(mod2, type="pearson")
par (mfrow=c(1,2))

qq.plot(resl,xlab="quantis normais",ylab="residuos", main="Modelo 1")
qq.plot(res2,xlab="quantis normais",ylab="residuos", main="Modelo 2")

#TESTE DA FUNGAO DE LIGAGAO - VARIAVEL ADICIONADA

etal<-predict(modl) u<-(etal) "2

mod4<-geeglm(resp~centro+sexot+trat+idade+previ+u,id=id,
family=binomial)
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anova(modl,mod4, test="Chisq") #nivel descritivo para Ho:gama=0(coef. de u)

##GRAFICO DOS RESIDUOS VERSUS ORDEM DAS OBSERVACOES
ord<-1:444

plot(ord,resl,xlab="ordem das observagdes",ylab="residuos", col="blue")

abline (h=-3,col="red")
abline(h=3,col="red")
detach(dados1)

rm(list=1s(all=TRUE))

##TESTE PARA ORDEM DE CADEIA:RAZAQ DE VEROSSIMILHANCAS##
#a menos dos efeitos das covariaveis
nabc<-c(92,19,18,14,15,32,25,118)

pabc<-c(0.8288,0.1712,0.5625,0.4375,0.3191,0.6809,0.1748,0.8252)
pbc<-c(0.7692,0.2308,0.7692,0.2308,0.2105,0.7895,0.2105,0.7895)

logpl<-log(pabc)

logp2<-log(pbc)

RV<-2x*sum(nabc* (logpl-logp2))
1-pchisq(RV,2) ##nivel descritivo do teste
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#considerando os efeitos das covariaveis:via MLG
dados2<-read.table("dadosdroup2.txt" ,header=T)

names (dados?2)

attach(dados2)

centro<-as.factor(centro)
cadl<-glm(resp~centro+sexo+trat+idade+prevl,family=binomial)
cad2<-glm(resp~centro+sexo+trat+idade+previ+prev2,family=binomial)
summary (cadl)

summary (cad2)

anova(cadl,cad2,test="Chisq")

##ENVELOPE SIMULADO
res3<-residuals(cad2, type="pearson")
qq.plot(res3,xlab="quantis normais",ylab="residuos")

##CADEIA DE ORDEM 2: Estimativas de probabilidades##

#Grupo ativo

p001A<-exp(-0.5616+0.7339)/(1+exp(-0.5616+0.7339))
pO00A<-1-p001A
p011A<-exp(-0.5616+0.7339+0.9477)/(1+exp(-0.5616+0.7339+0.9477))
p010A<-1-p011A
p101A<-exp(-0.5616+0.7339+1.9213)/(1+exp(-0.5616+0.7339+1.9213))
pl00A<-1-p101A

p111A<-exp(-0.5616+0.7339+1.9213+0.9477) /(1+exp(-0.5616+0.7339+1.9213+0.9477))
pl110A<-1-p111A

cla<-c(pO000A,p010A,p100A,p1104)

c2a<-c(p001A,p011A,p101A,p1114)

PA<-matrix(cbind(cla,c2a),4)

#Grupo placebo

p001P<-exp(-0.5616)/(1+exp(-0.5616))

pOOOP<-1-p001P

p011P<-exp(-0.5616+0.9477) /(1+exp(-0.5616+0.9477))
p010P<-1-p011P
p101P<-exp(-0.5616+1.9213)/(1+exp(-0.5616+1.9213))
p100P<-1-p101P
p111P<-exp(-0.5616+1.9213+0.9477)/(1+exp(-0.5616+1.9213+0.9477))
p110P<-1-p111P c1p<-c(pOOOP,p010P,p100P,p110P)
c2p<-c(p001P,p011P,p101P,p111P)

PP<-matrix(cbind(clp,c2p),4)



