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1. INTRODUÇÃO

De um moclo ger2,1 9 interpreta-se uma superficie de resposta pe­

la relação funcional 

onde Y e a função de respor3ta e :xi_9 x
29 •• ,, 9 x

p 
são as variáveis inde-

pendentes. GeraL�ente 9 os dados sao provenientes de N valores deY9co_E 

respondentes a N combin2.çÕes especificadas  dos n{ veis de x. 

A função resposta é geometricamente interpretada como a repr,Q 

sentação de uma superfi cie no ospaço 9 cujas coordenadas são consti tu{ 

das por p + 1 variáveis 9 :xi_ 9 x
29., •• 9 x

p 
e Y. As N combinações experi­

mentais dos niveis de x são representadas por pontos no espaço das� 

riáveis independentos. O conjunto destes N pontos é chamado de deline 

amonto do tratamentos. 

O estudo das suporficies de resposta tem-se dosonvolvido de J2; 

ma maneira bastante acentuada nos Últimos anos 9 havondo 9 inclusive9 do 

lineamentos imaginados especialmente para este fim 9 como por exemplo 

os dolinoamentos compostos centrais 9 apresentados por BOX o WILSON 

(1951) para uso em pesquisas quimicas. 

PU'iENTEL GOMES e CJIJ,'IPOS ( 1972) 9 ao fazerem :referÕncias sobre 

osto trabalho 9 informam sobro a afirmativa de COCHRAN o COX (1957) de 

que os ooofioiontes doE, termos quadráticos da equação do regrossãonsão 

ostimados com pro cisão relati vamontc ba.ixa cm wn fatorial 3
k

:i. Esta .ê:,
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te intcr:9retacla como signifi canelo e.ruo os clolinoarneD.tos fatoriais dão? 

pa,ra os coeficientes dos té:inhos 'quaclráticos 9 estimativas do maiores 

variâ.11cüts elo que os d.elinear.1ent,)s con.17)0rJtos centrais similares"º 

Estes autores 
3

crni1pa:raram o fat,;rial 3 com o delineamento rom 

posto central rotativo ps.:ra k = 3 o co1:1 um 9onto no centro
9 e chega -

raü1 à, co:1clusão de que essa afi:rmo;ci VR não Ó ve:rdaa_oira., 

Apresentaremos no presente trabalho um estudo sobre a compa­

ração da precisão das estimativas cl:)S coeficientes d.os modelos d.o g:r:g 

po fatorial 3-� para k = 2 9 3 y 4 9 rolativai:1en-i;e às estimatiVc1s corres-

ponclentos 9 
obtidas dos modelos elo dolinem,1ento composto central r'.Jta­

ti vo para k = 2
1 

3 
9 

4 9 usando--se um ou mais pontos no centro. 



2o REVISÃO DE LITERA.TUHA 

O os tudo d:::,s supclrficios do rosposta ovoluiu mui to nos Úl ti -

mos anos 9 isto dovido 9 om grando parte 9 à import,inoia quo tem sido da 

EOX o WILSON ( 1951 ) fizoram um os tudo dotalhE1do do c:justar:1on­

to da rogrossão polinomial c:ws o:x:porimcntos fatoriais do oarn:po indus­

trial. Elos dizom que um delineamento pod.orá sor avalio,do p2,rcialmon­

to polCc prooisão com quo os parâmetros da, oquo,ção sô'.o estiCTados o pe­

la grandeza da tondonciosid2,dc das ostim2-ti w,so 

Sogundo ossos autoi0os no grupo fatorial 3 9 os tornos do lª 022 

dom sao ostir.mdos coí.\ boa :procisÕ:o 9 LL:-S os  termos do o:rdor.1 EF',is olova 

da sso ostir:m,dos con procisn:o rol.:i,ti VE:nonto ba,ixa,. 

Por osso moti vo 9 crü,ram novos dolinoamontos9 par::c c1just.3,r s� 

porficios do resposta do sogtmda ordom. Sous priwoiros dolinoc::,,ãontos 

s2,o char.1ados do dolinoarnontos compostos o sao consti tuidos :ook, c:.di­

çc::co do combinaçÕos de tratanontos Ô,quolo,s quo são ob-bir12,s ele UIJ f2,to­

rié:ü 2
k

º
~ 

El0s dos0nvol vor2,o un procosso de corrrpr:;ro,ço.,o do dois dclinoci-

nonto:3 qu2nto 2, proois3'.o dEcs cstiuetti ve,s dos pa,rCcElCJtros 9 confrontando 

"' c·-1
-'-'1 1

com 

,. -1
sondo n

1 
o N

2 
os nwnoros de tré1t2,1,1ontos 9 c

1
LK>,trizos 
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dispersão. So os ni vois dos f,:_,_:t()ros n;:.1.0 forvr::1 os 1i1csL1os 
9 

scrao dotor-

nin"-dos os dosvios padrões dos ni veis p:1r2, c::i,de, dolino:,,nonto o tomado 

o sou quocionto cor.10 m1 fator r1Ódio do roduçô:o Õ. moSD.ê. oscalao

BOX o HUlifTER ( 1957) introduzirai!l os dolinoanontos rot2,ti vos Pi!; 

ra os ostudos do suporficios elo ros:;_)ostao Elos construirar:1 '::,lguns do­

linoonontos rotativos de sogundé\ ordon 9 u sando figur2.s goonÓtricas., 

Postoriornonto 9 BOX o BEHNKEN ( 1960 2,
9 

b), BOSE o DRAPER( 1959) 

o DRAPER ( 1960) obti voraa ossos delinoamontos 
9 usando tócnic2.s difo -

rontos. 

DAS (1961) 9 DAS o lHRA3TI'iAHí.\f (1962) o DAS (1963) aprosontara..rn 

outros nÓtodos nc:,is gore1,is quo fazon uso dos f2..toriais o dos dolinoa-

Lentos oL blocos inconplotos par:L construir dolinerunontos rota ti vos. 

PUIENTEL GOMES o CAhI'OS ( 197 2) 9 ao fazoron roforÔncic,s sobre 

o trabalho do BOX o WILSON (1951) 9 infori�1a.r;i sobro a afirrüati vs, do 

COCHR.AlJ o COX ( 1957) do quo os cooficiontos d:Js toxnos qm�dr2-ticos da 

oquaçô:o do rogross2,o ;isão ostii,1ados coe pro cisão relati v2,nonto baixo, 
k 

cu ur.n fatorial 3 n º Esta afirDD,ti w:, 9 segundo PIMENTEL GOMJS o CAfIPOS 

( 1972) 9 11too sido goralnonto intorprot8,d2, coIJ.o signifioc:.i."ldo quo os d_2 

lino:i.nontos fat :>rié.ÜS dã,:> 9 D:o,re., os cocfi cientes dos torr;os q_uu,dráti -

oos 9 ostin2,ti v2.s do r.12,ioros vo,ri&ncirLG do que os dolinca;::,ontos COIJ..PO_ê. 

toD contrais süúlc_,,ros� 

CAEPOS ( 1967) 9 cor:1p2,rcmdo o dolinoamonto oonposk, con-cral r)­

tati vo pn,ra k = 3 o coo ur:i ponto no centro e o f2,,torial 33
9 chegou 2, 

oonclus?::o do que pam, 2-juste.monto de suporficio do rospostc, o fatori-

2,l Ó L12..is precis:) do que o dolinoanonto 00E1posto central rot2..ti vo. P� 

IntcraçÕos 

Lino:;,ros 

Dolino:,:,1;10nto o:)mpos to 
oontral rotativo 

0 9 7804 

0 9 6250 

0 9 1190 

F2.torial 

0 9 1667 

Ü 9 0833 

090555 
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Pil\.illif:I1EL GOI.IBS e CJ:1.L:POS (1972) discutem detalhadamente a com­

paração da precisão das estimativas em um fatorial 3
3 com um delinea­

mento composto central rotativo com 15 tratamentos. Os autores acham 

preferivel 9 no caso especifico do ensaios com fertilizantes 9 simples­

mente ter em vista intervalos do mesmo comprimento 9 para cada fator 9 

nos dois modelos. Assim 9 o comprimento do intervalo 9 corresporr.lonte a.cs 

orlremos (-V3� 0 9 O) o (V39 0 9 0) 9 igual a 2 1f3 9 a_everia tornar-se 

igual ao do intervalo (de comprimento 2) do fatorialº Isto podo ser 

foi to simplesmente pela multiplicação 9 por 1/ ,/3 9 das coordenadas dos 

pontos no delineamento composto central rotativo., Desta mancira 9 obti 

veram as variânciasi 

Parâmetros 
Delineamento composto 

Fatorial 
central rotativo 

'.�uadráticos 21,07 f!!I 
2 

4950 0-
2 

Interações 16 9 88 rr2 2 9 25 4"
2 

Lineares 3 9 21 0-2 
l 9 50 o

2 



3. DELfüElU/DiJ:NTOS DE SEGUNDA ORDEI1

A forma goral do modolo do rogrossao polinomial do sogundo 

grau com duas vari&vois indopondentos Y
'l.i 

o x
2i 

Ó dada pols soguinto

oqué1çaoz 

ando o Ó ura0, v2,riávol o,,lor.,tÓria ( com distribuição norrn2..l de ri1Ódia O 
i 

( zoro) e vêui.3Jlcia cr
2
).

~ 

P2-ra que so possam ostimar os cooficiontos do rogrossao neste 

modolo, cada variável x .. elevo tomar 9 :polo menos 9 trôs ni veis diforon 
Jl. k 

tos. Isto sugere o uso dos fatoriais do grupo 3 • Se os trôs ni vois do 

cafü:1, x se codificaram como -1 9 O o 1 9 o, suporfioio do scgurnlc:. ordem s.9. 
,. , . k 

ra facil do ser ajustada aos resultados do um fatorial 3 .

BOX o WILSON ( 1951) criaram novos dolinoamontos 9 pare c,justar 

superficios do rosposta do segunda ordomo Sous primeiros dolinoamon -

tos 
9 

chamados dolino2.mo11tos compostos 9 sao construidos pol2, adição do 
k 

combinações do tratru:wntos àquolas quo se,o obtidas do um fr,,torial 2 • 

So os ni veis codificados a_o cad.2, variável :z são -1 o +l no fatorial l 
adicion2,ndo-so 2, estes as (2 k + 1) combinaçÕosg 

( o 9 o , u . 9 o ) ? ( -« 9 o 9 ... . 9 oh ( c;J, 9 o 9 • •  º 9 oh 

(o, ft. 9 ... 9 0)5 

( Ü 9 Ü 9 • • • 9 - ;�) ; 

obtemos os delincar;1ontos compostos contrais.
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O número total de combinações de trata.mentos 9 
usando-se um ponto no 

centro 9 é (2
k 

+ 2 k + l)a Para 29 3 e 4 variáveis :x:9 o experimento r_2

quer 9 9 15 e 25 unidades 9 respectivamente 9 comparados com 9 9 27 e 81 

no grupo 3 • O valor de d.. pode ser escolhido para tornar os coefi oi -

entes de regressão ortogonais 9 ou para minimizar o desvio que resulta 

se a forma verdadeira da superficie de resposta não for quadrática9ou 

para dar ao delineamento a propriedade de ser rotativo. O critério da 

rotatividade foi proposto por BOX e HONTER (1957) 9 surgindo dai os de 

lineamentos compostos centrais :notati vos9 que se caracterizam por ter 

todos os seus pontos eqüidistantes do ponto central. Para duas variá­

veis independentes9 considerando um ponto no centro9 teremos 9 trata­

mentos. Os tratamentos adicionais sãoi (0 9 0) 9 (e/__ 9 0) 9 (09 O( ) 9 (-c(, 

o) e (0 9 - �). 

Graficamente temos: 

( 
1 ' ·  

• . D,o·)

L )  o[/11\\1,1 ------- 'J , ;

�u,10) 
. 

� Xi 
' ' (") lc--;i 

(-1)�1) 1-----+-----j (1,-1)

A distância entre dois pontos A(� 9 y
1

) e B(:x:
29 y 

2
) 9 referido a um si_ê.

tema ortogonal 9 ég 

Assim 9 para o gráfico anterior temos g

·- -

, I 2 2 CP l = \/ ( O( -O) + ( O -O) 



- f 2 -;· d� 
CP = 'V (1 - o) + (1 - o) = "2 • 

2 

Pela definição de deline&ucntos rotativos 9 podemos escrever& 

í( = \/2 
Log-o 9 os tratamentos sãoi 

(- v;: o) (o, V2) (1 9 1) 

(o, -V1) (-19 -1) (-19 o) 

( V2, o) (1 9 -1) ( 09 o) 

8 

Para 3 variáveis independentes 9 considerando um ponto no cen­

tro9 teremos 15 tratamentos. Os tratamentos adicionais sãog 

(-d., 09 o) 9 (09 -ct9 o) 9 (0 9 09 -'-() 9 («., o, o)

(o,ct, 0) 9 (0 9 o, O()e(0 9 0 9 0)

Graficamente témosg 

,,. 

dos a um sistema triortogonal orientado, ei 

logo 9 
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A definição de "deline8,Ill(311tos rota.ti vos" nos permite escrever qued'X = 

V3 . Os pontos 9 com exceção do central 9 se loc2,lizam 9 pois 9 numa es­

fera de raioO( = V3 º 

Os tratru�entos saog 

C-VS; o 9 o ) ( 0 9 0 9V3) ( 1, -1, 1)

( o, -V3 9 o ) (-1, -1 9 -1) ( 1 9 19 -1)

( o, o 9 
-V3) (-1, -1 9 1) (-1, 19 1)

( \/3, Ü9 o ) (-1 9 1, -1) ( 19 19 1)

( 09 V3.
9 o ) ( 1 9 

-1
9 

-1) ( Ü 9 o, o)

Para 4 varia veis independentes 9 considerando um ponto no cen-

tro 9 temos 25 trn;tamento,3. Os tratamentos adicionais sao� 

(-ci ' 9 o, Ü9 o) ( 09 o, Ü9 -<.i) ( o, 09 d 9 O )

( o, -(� 9 
o o) (�9 09 o, o ) ( o, o, o, fi/t.)

( o, o, - �9 o) ( 0 9 �9 o, o ) ( o, o, Ü9 Ü ) 

Para se obter ,-:, rotdi vido.de dos eixos do delineamento compo� 

to central, k/ 4 deve-se ter'�= 2 9 conseqüentemente para k = 4 9 temos

(,(= 2. 

Os tratamentos GD,og

(-1
9 

-1, -1 9 -1) ( 1, -1, -1
9 1) ( o, Ü9 -2, o)

( 1, -1 9 -1, -1) (-1, 1, -1, 1) ( o, Ü9 09 -2)

(-1, 19 -1, -1) ( 1, l9 
-1 9 1) ( 2, o, 09 o)

(1 9 1 9 -1, -1) (-1, -1, 1, 1) ( o, 2, o, o)

(-1 9 
-1, 1, -1) ( 1, -1, 1, 1) ( o, o, 2, o)

( 1, -1, 1, -1) (-1, 1, 1 9 1) ( Ü9 o, o, 2)

( -1 9 
1, 19 -1) ( 1, 1, 1, 1) ( o, Ü9 Ü9 o)

( 1, 1, 1, -1) (-2, o, Ü9 o)

(-1 9 -19 -1, 1) ( o, -2, Ü9 o)



4o líÉrODOS 

A metodologia usacb baseia-se nos trabalhos de 130Z e WILSON 

(1951) 9 CAMPOS (1967) 9 PIMENTEL GOME3 e CAMPOS (1972). 

Paro, cada d.elineanwnto 9 tendo em •vista as diversas equações c.2_ 

mumente utilizadas 9 será obtida a :respectiva matriz de dispersão. Pe­

la comparação dos to:rmos daEJ matrizes apÓs conseguir-se conveniente .f. 

quivalÔnoia de escala 9 poderemos avaliar a eficiÔncia dos dolinoamen-

toso 

Pa:ra oxplic0,r 0,:i-t2, rnotodologia 9 Vi1IllOS comparar a. precisao das 

estimo,tivas dos coeficientes do modelo fatorial 3
3 

com as estimativas

correspondentes 9 obtidc,:::; do moclGlo do delineamento composto central r..2, 

to,ti vo com 15 tratamentosº 

Indicaremos por& 

a :x: 
3 3i 9 

a equação da suporfioie do resposta relativa ao fatorial. 

Os 27 trato,mentos p2,ra o f2.torial sãog 

(-1 9 
-1 9 

· l) (0 9 
-1 9 -1) (1 9 -1 9 -1) 

(-1 9 -1 9 o) (0 9 -1 9 o) ( 1 9 -1 9 o)

(-1 9 -19 1) ' ( Ü9 -19 1) (1 9 
-1 9 1)

(-1 9 Ü9 -1) (0 9 09 -1) (1 9 Ü9 -1) 

+



(--'19 09 

( -1 9 09 

(-1 9 1 9 

(-1 9 1 9 

(-1 9 1 9 

Aplicc::mdo-os 

27 

18 

18 

18 

S
l 

= X1
1S_

= 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

09 consoqü:::mtomonto 9 

-1rs2s . = 

1 

,, 

'7/27 -1/9

-1/9 1/6

-1/9 o 

-1/9 o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

A oquaçéi:o dE; 

o) ( Ü 9 

1) ( 09

-1) ( Ü 9 

o) ( 0 9 

1) ( 0 9 

.. ~

a oquaçao 

18 18 

18 12 

12 18 

12 12 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

Ü9 o) (1 9 09 

09 1) ( 1 9 09 

1 9 -1) ( 1 9 19 

1 9 o) ( 1 9 19

19 1) ( 19 
19 

entorio:r 9 chagamos 

18 o o o

12 o o o

12 o o o

18 o o o

o 12 o o 

o o 12 o 

o o o 12

o o o o 

o o o o 

o o o o 

2, m;::, t:riz de clispersão soro,g 

-1/9 -1/9 o o o 

o o o o o 

1/6 o o o o 

o 1/6 o o o

o o 1/12 o o 

o o o 1/12 o 

o o o o 1/12 

o o o o " 

u 

o o o o o 

o o o o o 

o) 

1) 

-1)

o)

1)

2- matrizg

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

18 o 

o 18 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

1/18 o 

o 1/18 

o o 

suporficio do rosposta 9 corrospondonto 

2,illOUto composto oont:ral rotativo será indicada porg 

11 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

18 

o 

o 

o 

o 

o (!2

o 

o 

o 

o 

1/18 

'J,o dolino 
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( o, 1(3: 
Ap li Céilld0-0S 

S =X'X = 
2 2 2 

15 

14 

14 

14 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

14 

26 

8 

8 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o) (-19 -19 -1) ( 19

_\j3) (-19 -19 1) (-1 9

o) (-1, 19 -1) ( 1,

o) ( 19 -1, -1) ( 09

à equação éllltorior:, chagamos 

14 14 o o o

8 8 o o o

26 8 o o o

8 26 o o o

o o 8 o ) 

o o o 8 o 

o o o o 8 

o o o o o 

o o o o o 

o o o o o 

A matriz do disporsio corrospondcnto Ó g 

-]{f s . =
2 

1 

-1/3

-1/3

-1/3

o

o 

o 

o 

o 

o 

-1/3 -1/3 

59/378 19/189 

19/189 59/378 

19/189 19/189 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

-1/3 o o o

19/189 o o o

19/189 o o o

59/378 o o o

o 1/8 o o 

o o 1/8 o 

o o o 1/8

o o o o 

o o o o 

o o o o 

19 -1) 

1
9 

1) 

19 1)

09 o)

Ô, matrizi 

o o o

o o o 

o o o

o o o 

o o o

o o o 

o o o

14 o o 

o 14 o 

o o 14

o o o

o o o 

o o o

o o o 

o o o

o o o 

o o o

1/14 o o 

o 1/14 o

o o 1/14
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p�cr2, i / j 9 podonE)S oscrovorg 

1!1::::,to:rial r 

Composto contr0l rotativog 

_ -5.2...cr- 2 ( b ) 
1 u 2 

( ,.. ) 
1 ,,,... 2 

V(bii) - 378 . 9 V ij = 8 ' V bi = 14 w � 

13 

Em virtuda do n{1111oro do tratc1montos ser diferente nos dois de 

linemnentos 9 nilo é cor1°eto comparar simplesmente as variâncias anteri 

ores. T'a,ra resolver este problema 9 BOZ e WILSON (1951) propuseram um 

pr,;cesso de comparação quanto à precisão das estimativas d.os parâme -

tros 9 confrontand,) 

com 
-1

li C 
2 2 

, c-1 -1 
sendo l\ e :tr

2 
os numeros do tratamentos 9 1 

e c
2 

as matrizes de d.is-

persao. 

Baseando-se ne;.;te p:rocesso9 no oo,so presente 9 temos de multi­

plicar as variâncias das estimativas do fatorial por 27 9 e as do com­

posto central rotativo por 150 Obtemosg 

Fatorialg 

( A ) 27 i:r 2 ( A ) - .E.-rr2 ( A ) - _?]_ c.r2 

V a. . = 
-oc 9 V a. . -

12 
9 V a. -

18 9 
11 lJ 1 

Composto central rotati vog 

Entretanto 9 mesmo assim a coraparação não é oorreta 9 pois a am­

plitude dos intervalos dos niveis não é a mesma nos dois casos.Com e­

feito 9 verifica-se que os niveis nos d8is delineamentos 1 sãoi 

Fatorial& -1 o 1 

Composto central rotativo� ir:; -1 o l



14 

Segundo PIIC;lTTEL C'.rOIJ:SS e CAL:POS ( 197 2 ) é preferi vel 9 no caso 

a_o ensaios com fertilizo,ntes 9 simplesmente ter em vista intervalos do 

mesmo comprimento 9 para ceda fatur 9 nos dois delineamentos. Assim 9 o 

com)rimento do intervc1lo, CClrrespondente aos extremos ( -V-3-; o, O) e 

( � 0 9 O) 9 igual a 2Y?;; deveria tomar-se igual ao do intervalo(de 

comprimento 2) do fatoriaL Isto })Ode ser feito 9 multiplicando por 

as coordenadas dos pontos no delineamento composto central rota 

tivo 9 logo obtemos& 

Fatoriah 

v(â .. ) = 267 (f"\ v(â .. ) = 
2

172 (J
2 

9 v(â.) = 
2
178 o-

2 
'

ll -
J.J J. 

.2 
= 4,50ô

Composto central rotati vog 

v(B .. ) _ 7965õ2
v(B .. ) 

378 9 
ll lJ 

,..,1 �r- 2 
c:._,o, u 

= 

.,.2 
2925ú 

_ 135�cr 2 
- 8 9 

= 16 ,88 v2 

:= 

v(B.) 
l 

.2 
1 9 50 ".}' • 

45 .2 
= --(T 

14 

= 

?í 2 
3,21 

9 

. 



5. P.ESULT.ADOS E DISCUSSÃO

k
5ol. Fatoriais ��9-l_

a) Para k = 2 9 a, equaçã:J da super:ficie polinomial de resposta

A 

Y. =:: a 
1. o

A 2 A A A 

+ a x + a x x + a 7 + � T 

22� 2i 12 li 2i 1 �2i '-"'2��2i 

Partindo a.a equação anterior e considerax1do os ni veis -19 O e 

1 para os fatoras x e x 9 pela teoria d.a regressão
9 obtemos a segui_g 

1 2 
to matriz de dispersãog 

5/9 -1/3 -1/3 o o 

-1/3 1/2 o o o 

-1/3 o 1/2 o o 

o o o 1/4 o 

o o o o 1/6 

o o o o o 

b) Para k = 3 
9 

a equação da superficie é g

.. I
. 
l 

A 

= a 

o 

a X 
3 31. 

o 

o 

o tr2

o 

o 

1/6 

~ ,. . Con:3iderando esta equaçao o os ni veis -1 9 O o 1 para os fato 



T'GS ::: 9 1 

7/27 

-1/9

-1/9

-1/9

o

o 

o 

o 

o 

o 

}L 8 X 9 2 3 

-1/9

1/6

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

temos 

-1/9

o

1/6

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

e) Para k
= 49 

a 1natriz do dispersã:_,g 

-1/9 o o o o 

o o o o o 

o o o o o 

1/G o o o o 

o 1/12 o o o 

o o 1/12 o o 

o o o 1/12 o

o o o o 1/18 

o o o o o 

o o o o o 

usa1�emos o fatorial fracionado 

tos tratamentosg 

(-19 -19 -1 9 -1) (-19 -19 19 o) (-19 -19

(-1 9 Ü9 19 1) (-1
9 09 Ü9 -1) (-19 Ü 9 

(-1 9 19 Ü9 o) ( �1 9 1 9 
-19 1) (-1 9 19 

( 09 ·-19 19 1) ( Ü9 -19 09 -1) ( 09 -19

( 09 09 09 o) (09 0 9 
-19 1) ( 09 Ü9

( 09 19 -19 -1) ( Ü 9 19 1 9 O) (o 9 19

( 19 -19 09 o) ( 19 -19 -19 1) ( 1
9 

-19 

( 19 Ü9 -19 -1) ( 19 Ü9 1 9 o) ( 19 Ü 9 

( 19 19 1, 1) ( 19 19 09 -1) ( 19 19 

A equação da suporficie ég 

A A A /'\ 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

1/18 

o 

com os 

Ü 9 1) 

-1, o)

19 -1)

-19 o)

19 -1)

Ü9 1)

-19 -1)

Ü9 1)

-1, o)

+ ª13
:x.

li x3i + ª14
x

li x.4i + ª23
x.

2i x3i + ª2l·2i x4i +

A 

-·l- 8, ::. :: + 
34 3i 4i ª1

J

:li

16 

o 

o 

o 

o 

o 

o 
()2 

o 

o 

o 

1/18 

soguin -
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a) Para k = 29 é:)., equaçac; da stc�::.c:rficie po linorni al de resposta e&

i3 
2 -e: 2 " 

� 
" 

V 
= + l\l

x

li 
+ 

º22
x.

2i 
+ b ,,. , + + b

2
x

2i
J. . 12�'-li ·''2i 

01:xii l o

Partindo ela 
~ 

acima c 1Jnsideranclo � 
-\/2; -lyequaçao o os ni veis 

o? l e V2 :Jara os fatores :xi e -'�
29 )ela teoria da 

~ 
regressa:> obtemos 

as seguintes matrizes de di s�J o:rs ão 3 

Com um pont:1 no centrog 

1 -1/2 -1/2 o o o 

-1/2 11/32 7/32 o o o 

-1/2 7/32 11/32 o o o 

v 
2 

o o 1/4 o o 

o o o o 1/8 o 

o o o o o 1/8 

Com três l)C)11t �Js lí(j centrog 

1/3 -1/6 -1/6 o o o 

-1/6 17/96 5/96 o o o 

1/6 5/96 17/96 o o o 

cr 2
o o o 1/4 o o 

o o o o 1/8 o 

o o o o o 1/8 

Com cinco pontos no centro� 

1/5 -1/10 -1/10 o o o 

-1/10 23/160 3/160 o o o 

-1/10 3/160 23/160 o o o 
(f 2 

o o o 1/4 o o 

o o o o 1/8 o 

i.. 
o o o o o 1/8



b ) Para k == 3 ? 

Y. = B

~ , , 

a equaça:) da su)erficie es 

_t., ,) -,"?" ' '-2-'"
2i + b X 

3 3i

Consideranr1.-:i esta equaçã; e os ni veis _ v-;; -1
9 

0 9 1 e v-;· 
para .:_is fatores 1;:

1
1 _:,:

2 
e :x:

39 temos as seguintes matrizes de dispersãog

1 --1/3 -.. 1/3 -J/3 o o o o o o 

-1/3 59/378 19/189 19/189 o o o o o o 

-1/3 19/189 59/37(] 19/189 o o n o o o" 

-1/3 19/189 19/189 Y/378 o o o o o o 

o o o o 1/8 o o o o o 

6 2 

o o o \i e 1/8 o o o o 

o o o o o o 1/3 o o o 

o o o e o o o 1/14 o o 

o o o o o o o o 1/L:- o 

o o o o o o e o o 1/14

Coú1 três :pontos no ce11tro g 



1/3 -1/9
-1/9 31/378

-1/9 5/189

-1/9 5/189

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

\ 
o o 

Com seis pontos 

1/6 -1/18

-1/18 /" L� b3

-1/18 1/126

-1/18 1/126

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o) Para k = /].9 

= 

-1/9
5/189

31/378 

.5/189 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

no centroi 

-1/18

1/126

4/63

1/126

o 

o 

o 

o 

o 

o 

~ 
a, equaçao ela

2 
-,r 

A 2
1,, 

"--:-

--1/9 o 

5/139 o 

5/189 o 

3J/378 o 

o 1/8 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

-1/18 o 

1/126 o 

1/126 o 

4/63 o 

o 1/8 

o o 

o o 

o o 

o o 

o () 

superfioie 

2
b 13 13 + + + X. -'- . 11~-li u22�'2i l o 33 3i 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

1/8 o 

o 1/8 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

1/8 o 

o 1/8 

o o 

o o 

o o 

8 º 

o 

b 
2

+
44

x

4i 
+

+ 

bl3
x

li
x

3i 
+ b ... -:- -s � -� :: + 

1,1.·'1i 
"'"4i 23 2i .3i

+ B -..:;r -·-

34
.L

3i
L

4i 
+ -s ;� 

1·-u 
+ 

-S2
x.

2i 
+ -s -,,... 

+ 

.3 
A 

3i 

20 

o o o 

o o o 

o o o 

o o o 

o o o 

2
o o o {J 

o o o 

1/14 o o 

o 1/14 o 

o o 1/14

o o o 

o o o 

o o o 

o o o 

o o o 

o o o 

o o o 

1/14. o o 

o 1/14 o 

o o 1/lLl-

13 -- ·• 
12-Lli "'2i 

+

-s -� -� + 

2•
"'-

2. �- .. L� l l}l 

b X 

4 4i . 
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De aoo:rdo, com as i;1atrizes de dispersão 9 vistas anteriormente, 

podemos escreveri 

1 - Para k = 2 e i <f=- jz 

1. 1 .... Fatol'ial� 

v(â ) =. i õ 2 º v(â ) = -i..cr--2 v(â ) - _-1,r.r 2
ii 2 , ij 4 9 i - 6 

1.2. - Compo:::ito central rutati vog 

Urn ponto no oentrog 
" 11 2 1 2 1 2

V(b ) = �·- �0' v(B ) = ·--,�·Ci v(B ) = �e 
ii 32 9 ij 4 9 i 8 

• A 17 "" 2 1 ,..,.-2 1 2 
Três pontos no centro O v( b ) 

=
··-=\J v(B ) =-�M ,,; 

v(�i
)

= ·-s � 0
- 0 

ii 96 ? ij 4 9 D 

<' 23 O' 2
Cinco pontos no centrog V(o )= �----ii 160 9 

2 - Para k = 3 e i =/= j z 

2.1 - Fatorj_alg 

2.2 - Composto central rotativog 

:1 2 1 2 
v(B ) =-'6 v(.,... ) = --- a 

ij 4 9 0
i 8 

V(b" ) -- .. ..5.?-cr 2 v(b" ) -- . _J._a 2 v(· b" ) -- _l_c.r 2 Um ponto no oentrog ii 378 9 ij 8 9 i l4 

Seis pontos no oentrog 

3 - Para k = 4 e i =/= j g 

3.1 - Fatorial fracionadog 

v(â ) = -.1.-C\ 2 v(a" ) = 
ii 6 9 ij 

3.2.- Composto central rotativog 

Um J)onto no centro� v(B .. ) - -1
1 

G
2 v(13 ) = _ _  JLc;2 V(b ) = -ª'-G

2 

ll - 125 9 i j 500 9 i 500 
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Três ]);mtos no controg 
A /'7 cT 2 ) 1 2 21 2 

V(b ií) =i;oov 
9 V( bij

) = 50Ôu 
9 V(bi

) =·5ÔÕ-J 

3ete pontos no centro t

( 1967) 9 fazer ajustamento �io,ra oonrpensar a diferença de tamanho dos 

e::-J)erinentos. Isto ,)ocle ser oonset'?Uído através da multi,üioacão da m2r 
• � - s 

triz ele dispersão 9 em oacla caso, :peJ.o reSi)octivo nÚme:ro ele tratamen -

tos. Assiiii obtemos as variâncias oeguintes, com i =/= j g

1 - Para k = 2i 

1.1 - Fatorialg 

v( â .. ) - .}_(; 2 v( â ) = �-2-- o-2 v( â ) - -L(T2

ll - 2 9 ij 4 9 i - 6 

L 2 - Composto central rotativo g 

'l1rês p")ntos no centro g v(13 )= J87ã 2 
V(b )=':rLo-

2
v(B.) = 

ii 96 9 ij 4 9 
l 

2 - Para k = 3g 

v( 
A ) = ..21.�'v 2
ª· · 

e 9 
ll O 

2 . 2 - Composto central rotativo& 

11 2 . ,.--�Cf 

Um ponto no centro g 
33i::; 2 1i::; 2 v(13 ) = .. �a- v(B .. ) = ·--Lu v(B. )

ii 378 9 l J' 8 9 l 
. .J:.'.L v 2

14 

TrÔs :;_Y)l1"GOS no centrog 

Seis :pontos no oentrog 

v(B .. ) 
ll 

v(13 .. ) 
ll 

-

.5..27 o- 2 

378 

= -ªQ.q2 

63 

9 v(B .. ) 
lJ 

9 V(b .. ) 
lJ 

__ 17 (:2 
- 18 9 

= .�Q õ 2
9 

80 

v(i3.) = .17 (Y 2 

l 14 

v(B.) = 2Q(f 2 

l 14 
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3 - Pa,ra k .. 4& 

3ol ·- Fatorial fracionadog 

3o 2 - Composto central Totativoi 

Um '). onto no centrog v(B ) = 
27 5 ,T 

2 
v(13 ) = fil<S 2 

V(b ) - .5s'2 ô 2
.t ii 125 9 i j 500 9 i - 500 

'l1rês :,ontos no oentrog v(B ) ==l�v2 v(B ) )}J7 v2 v(B ) = 537 í.f
2 

� ii 1000 ? ij 500 9 i 500 

(" ) 
217 0 2 v(B ) =961.'J2 v(B ) _ §510-2 

Sete pontos no centro g V 
b ii 

= 
200 · , i j 500 ? i - 500 

~ ~ ,,. 
Entretanto 9 mesmo 2,ssirn a comparaçao nao e cor:reta 9 ')ois a es 

cala não é a mesma :para os fatores,, 

Segundo PIIIJI!:TTEL GOMES e CA1IPOS ( 197 2) 9 é preferi vel 9 no caso 

de ensaios com fertilizantes9 simplesmente 9 ter em vista intervalos do 

mesmo coErprimento 1,ara cada fator 9 nos dois delineamentosº Assinu 

1 - Para k = 29 o coi;1prii,1Gnto do intervalo 9 correspondente aos mdre-

y;;·
. 

mos ( - 2 9 O) e ( � O) é igual 2 'V� deveria tornar--se iGual ao

intervalo ( de comprimento 2) do fatorialo Isto pode ser feito pe-
~ 1 

la rnultiplicaçao 9 :por� 9 das coordenadas dos pontos no delin�§:;

menta composto central rotativoº Os novos valores das estimativas 

são dados a seguir� 

lol - Fatoriah 

v(a" ) -2- ,,,.2 v(a" ) = -2... ,r2 v(a" ) = .-2..., il
2 

ii 
= 

2 "" 9 ij 4 '« 
9 i 6 "' 

L2 - Composto central rotativog 

'
(
"

) 
12.é?. 2 

(
"

) 
_J§_ 2 ... 

Um ponto no centrog v b = (f , V b = 
4 

(f , V(b
7
. ) ==

ii 32 ij _ 

2 
::: 9 9 00 (J 9 
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'L1rÔs pontos no contro i 

Ciaoo pontos no centro& 

=},25<f 

2 - Para k = 3 ? o coril;)rirnento do intorvalo 9 co:rrespondente a .. os e:dre­

mos (- ;/3 9-· 0 9 O) e (\{3; 09 0) 9 igual a 2� deveria tornar-E,e i

gua1 ao do intervalo ( ele cüiir_primento 2) elo fatorial. Isto pode ser 
1 

feito mil tiplica.ndo 9 por ';jf 9 as coordenadas dos pontos no deli-

neamento oorn;)._,r,d;o central rotativo 9 logo g 

2.1 -· Fatorialg 

v(â .. ) - �2l.c.r 2 
ll - 6 9 v(â .. ) = -�.?.l .. (f' 2 v(â ) - �23 __ v2 

lJ 12 9 i - lÔ 

2.2 - Com1)osto central rot2,ti vo g 

írrês pontos 11.0 centro z 

Seis pontos no centros 
A 720 r2 

V(b ) =··�--C 
ii 63 9 

3 ··· Para k = 4- 9 o c01,1grirnej.1to do intervalo 9 oorreBJ:iondcmte ,},os ex:tre-
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GUal 2.0 intorvalo (de oo,r;;>rirncmto 2) do fatorial. Isto :k)ode ser ob 

tido mul tiplioanétc, as coordenadas dos pontos no ele lineamento com -

1,osto central rotativo ;)cn· 1/2 9 assim3 

3.1 - Fatorial fraoionadoi 

, ···2 
= 39 OG <f 

2 
= 19506 

3 o2 - Composto central rota-ti voz 

Um ·f;on-co no oentrog v(B ) = _4-4Q..c2r;;r
2 

v(i3 ) =
l�4_Q_Q:l2 

v(B
i

)=?.

5
l
0

º
0
.QCF 2 

- ii 125 9 i j 500 9 

Três pontos no oentrog 

Sete pontos no centroi 

2
= 4 920ó" 

2 
= 49 54-Cí 

v(B )=·�47g v
2 v(B )=·15376(12 v(B ) ==1§Q._4:J2

ii 200 9 i j 500 9 i 500 

t: ,x-
2 

= 17 930 V ? 

2 
5, 21-0' 



6. CONCWSÕES

Dos resultados e discussÕes 9 pode-se concluir queg 

6.1 - As variâncias das estimativas dos coeficientes dos termos qua -

dráticos f:>ram sempre menores nos modelos do grupo fat,rial 3
k 

do que nos delineamentos compostos centrais rotativos correspon 

dentes 9 havendo 9 inclusive, casos em que a relação entre 

foi superior a 8. 

elas

6.2 - As variâncias das estimativas dos coeficientes1 de intoraçÕes e 

lineares 9 foram sempre maiores nos c:)mpostos centrais rota ti vos 

quando comparadas com as correspondentes 9 obtidas no grupo fato 

rialo 

6.3 - À medida que se aumenta o nÚmero de pontos no cootro dos deline 

amentos compostos centrais r)tativos 9 as variânoiss dos temos 

quadráticos diminuem 9 mas 9 mesmo assim9 o::>ntinuam maL)res do que 

no fatorial corrospondente. 

6 .4 - O aumento elo nÚmGr:) de pontos no centro do dolineamonto compos­

to central rota ti vc1 chegou9 Gm 2,lguns casos 9 a reduzir à metade 

a ve1riância dos tormos quadráticosº 

6.5 - As variâncias das ostimativas d,::is tormos 9 de interaç3os al.linea­

res ? aumentaram com o acréscimo de pontos no cent:r,:i do delinea­

mento composto oontral r:>tati v:). 
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k 
6 .,6 - Do exposto c:ntoriormonto 9 conclui-se que o grupo fE,torial 3 9 pa 

rn. k = 2 9 3 9 4 9 rnostrou--so :c,ais eficionte para o ajustn.mento do 

superficies do resposta do que os delineamentos compostos cen-
A 

trais rotativos correspondentes 9 pois forneceu vnriancio.,s das 

estimativas dos coeficientes muito menoros. 



7 • R.ESillíO 

O presente trabalho visa a compa,rar a precisa,.:; das e,.1timati -
k 

vas dos coeficientes dos modelos do grupo fatorial 3 riira k = 2 9 3 9 

4 9 relativamente às estimativas correspondentes 9 obtidas dos modelos 

de delineamento compouto central rotativo para k = 2 9 3, 4 9 usando-se 

um ou mais pontos no centro. 

A metodologia usada baseia-se nos trabalhos de BOX e WIIBON 

( 1951) 
9 CANPOS ( 1967) 9 Pil'clfi:1:JTEL GOMES e CAJTPOS ( 197 2). Para cada deli 

neamento 9 tendo em vi,0:ta as diversas equações comumente l:.tilizadas 9 fo 

ram obtidas as respectivas matrizes de dispersão. Pela comparação dos 

termos destas matrizes, apos conseguir-se conveniente equivalência de 

escala 9 obtivemos as variâncias seguintes 9 com i =f j g

1 - Para k = 2g 

1.,1 - Fatoriah 

v(â .. ) = 4,50 (f\ v(â .. )
ll lJ 

1.2 - Composto central rotativo& 

-2 �2 2 
Um ponto no centrog v('S .. ) =12 ? 38'i 9 v(B .. ) =9 9 001.J 9 v(B.) =2 9 25rf 

ll lJ l 

31 



2 - Para k = 3g

2.1 - Fatorialg 

') 

v(â .. ) = 4950<f
L

9 v(â .. ) 
ll 

.. 
lJ 

2.2 - Composto central :rotati vog 

3 - Para k = 4i 

3ol - Fatorial fracionadoi 

3.2 - Composto central rotativo& 

32 

Um ponto no centrog V(b .. ) = 35920 q\ v(B .. ) = 24,80 rr
2

? 
v(B.) =4 9 20Cf

2 

ll lJ l 

Sete pontos no cent:roiv(B .. ) =17,:>6 <.J2,v('G .. ) =30,75<1
2

,v(B.) =5, 210'
2 

ll . lJ l 

k > 

Logo 9 o grupo fatorial 3 9 pa .. ra k = 2
9 3 9 4 e mais eficiente 

para o ajustamento de superficies de :respoDta do que os deli..".leamentos 

compostos centrais rota ti vos coi0:respondentes 9 pois fornece variâncias 

doB estimativas muito meno:reso 



8 ., SUNIHARY 

This study aims at compa:ring the precision of the estimates af 

the coefficients from the models of factorial series 3 for k = 2, 3, 

4 with the correspondi.ng estimates obtained from models of central 

composite :rotatable design for k = 2, 3, 4 9 using one or more points 

in the center. 

The methodolog:y used was based on the works of BOX and llIISOIT 

( 1951) 9 CAMPOS (1967) 9 PHlENTEL GOMES and CAMPOS (1972)" Fo:r oach 

design, considering the various equati ons usually used9 the rospeoti ve 

dispersion matriocs ,rnro obtainede The variances for i -/= j 9 after 

comparing the terms of the :7iatrices and obtaining convenient eq·uiva -

lence of scale wereg 

1 - For k = 2g 

1.,1 - Factoriali 

1.2 - Central 001:rposi te rotatableg 

• , , ( A ) 
2 _ ( 

A ) 
2 (,(' ) 2 

Tlrroe points in tne centen V b .• =7,79 <1 9 v b .. =11
9
00CT ,v o. =2,75 q 

J.1 J.J l 



2 - For k = 3 

2.1 - Factoriali 

( 
A 

) _..,..2 
( À ) V a. . = 4 9 50 \J , V a. . 

ll lJ 

2o 2 - Central composite rotatablog 

34 

• 
( A 

) 
,, 2 ( A ) 

"2 ( A ) ..... 2Six points in tho oentergV b .. =11 9 43<-.: 9 V b .. =22 9 50'-l 9V b. "'4 929� 
lJ. J.J l 

3 - For k = 4i 

3ol - Fractional replioatiom 

v(â .. ) = 4 9 50 -r\ v(â .. ) =
J.l J.J 

3�2 - Central composite rotatableg 

k 
It is oonoluded that the faotorial series 3 

9 
for k = 2, 3, 4 

is more officient than the oorrosponding central composi to rotatable 

design because the estinmtos havo smaller variance., 
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Quadro 1 - Sistema dG equaço0s pa,ra
32

g

(-1 9 -l)Y 
" " 

= a + ª11 +
1 o 

(-1 9 O)Y
n 

" " 
= é1 +

ª11e o 

(-li l)Y3
A " 

= a + ªn 
+

( 09 -l)Y " 
= a + 

-4 o 

( o, O)Y = a
5 o 

( o, l)Y,.

" 
= a + 

b o 

( 19 -l)Y ,. "
2, +

ªn 
+

-7 o 

( 1 9 
O)Y8

A " 
= a + 

D,11o 

( 1, l)Y
9 

,. " 
2, +

ªn 
+

o 

- 1>::12:'c ri z Xg

/ 

1 1 1 

1 1 o 

l 1 1 

1 o 1

1 o o 

1 o 1

1 1 1

1 1 o 

1 1 1 

' 

os 9 tratamentos dG um

" " " " 

ª22 
+

ª12 
-a 1 

- 1), 

2

,.. 

ª22 
" 
ª22 

A 

ª22 
" 
a 

22

" 
a 

22

1 

o 

-1

o 

o 

o 

-1

o 

1 

,.. 

-
ª12

"

-
cil
" 

- a +
1 

-

+ 

" 

2 

ª2 

a 
2

" 
- a +

12 
a 

1 
- a 

2

+ 

,.. 
+

ª12 
+

-1

-1

-1

o 

o 

o 

1 

1 

1 

ª1 
" 
a +

1 2 

-1

o 

1 

-1

o 

1 

-1

o 

1 

38 

fatorial 



Quadro 2 

(-1 9 -1 9 

(-1 9 -1,

(-1, -1 9 

(-1 9 09 

(-1 9 o, 

(-1 9 o, 

(-1 9 1 9 

(-1 9 1 9 

(-1 9 1 9 

( o, -1 9 

(o 9 -1 9 

( 09 -1 9 

( Ü 9 Ü 9 

( 09 09 

( o, Ü 9 

( Ü9 1 9 

( o, 1 9 
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Quadro 10 - cDntinuação 

- Eatriz X8
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