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R E SU M O

O presente t.rabalho t.em por objet..ivo estudar dados 

l ongi t. udi nai s incompletos usando modelos de curvas da 

cresciment.o. Supondo-se que os residuos seguem um processo 

auto-regressivo de primeira ordem. obt.em-se a mat.ríz de 

covariâncias relat.i va a cada grupo de indi viduos de mesmo 

padrão de observaçe5es perdidas. Est..imam-se os parâmet.ros do 

modelo polinomial proposto Cmat.riz de parâmet.ros. variância e 

coef'icient.e de correlação de dois residuos consecutivos) pelo 

mét.odo de máxima verossimilhança. Realizam-se t..est.es de 

hip6t..eses da �orma C<U=�. utilizando-se a est..at.ist..ica de Wald. 

Ilust.ra-sé o mét.odo com part.e dos dados de BANDEIRA c1gag), 

relat.ívos ao compriment.o de crianças de baixo peso no 

nasci ment.o, obt.i dos no Hospi t.al das Clinicas da Faculdada de 

Medicina de Ribeirão Preto da Universidade de �o Paulo. 
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ABSTRAT 

The aim of this work is t..o study incompleta longitudinal 

data using growth curve models. Under t..he assumpt..ion of a 

f'i·rst-order autoregressive process f'or t..he errors covariance 

mat..rices. each one relat..ive to a set. of' individuals showing t.he 

sarne pat..t.ern of' missing data, are obt..ained. Maximum likekihood 

est..i mat.ors f'or t..he paramoet.ers of' a proposed pol ynomi a.l modoel, 

f'or t..he innovation variance and �h,e onoe-lag correlat.ion 

coef'ficient.., are obt..ained. Test. of' hypot..hesis C�U = </) are 

perf'ormed using Wald'st.at..ist..ics. One applicalion is shown wit..h 

part.. of' data f'rom SOUZA C1989), relat..ive to t..he growt..h curva 

f'or lengt.h of' low-birt.h-weight.. children born at. t..he "Hospital 

das Clinicas da Faculdade de Medicina de Ribeir�o Pret.o da 

Universidade de �o Paulo". 



1 . INTRODUÇÃO 

?retende-se
) 

neste capitulo. i nt.roduzi r 

- 1 -

o lei t.or em 

est.udos longit.udinais a aprasent.ar os objetivos dest.e trabalho. 

Para tanto, são expost.os alguns conceit.os, mostrando as várias 

formas em que se pode apresentar um conjunto de dados 

longitudinais •e são citados alguns métodos .que podem ser 

aplicados na sua análise. Para um est.udo int..rodut..ório mais 

complet..o o leit..or deve consultar SINGER & ANDRADE (1986). 

Entende-se por dados longitudinais aqueles obtidos de uma 

variável medida, para cada individuo, em um conjunto de pontos 

C por exemplo: tempos, doses de uma droga, etc ... ) . Es t.. udos 

longitudinais têm por finalidade avaliar o comportamento de uma 

variável ao longo da dimensão considerada. 

Os experimentos planejados com dados 1 ongi t.udi nai s 

envolvem um conjunto de unidades experimentais Cindividuos). 

cada qual avaliada em várias condiç�es (tempos, por exemplo) e 

classificadas em subpopulaç�es (devido aos tratamentos). 
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A análise de dados longitudinais implica estudar o efeito 

dos tratamentos. das condicees de avaliação. da interação entre 

os •dois efeitos e ajustar modal os C no caso deste trabalho. 

modelos polinomiais) para explicar a variação da resposta 

média. 

Considere-se r subpopul açees i Ci = 1, 

individuas. Três situaç�es podem se apresentar: 

. .. . , r). com n. 
l 

1) Todos os i ndi vi duos são obsar vados nas mesmas condi ç�es de

avaliação. 

A análise pode ser realizada através dos perfis de

médias (como descrita em MORRISON, 1976) ou através de curvas 

de· crescimento, cujo trabalho precursor é o de POTTHOFF & ROY 

(1964). A estrutura dos dados deste experimento é apresentada 

no Quadro 1.1. 
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Quadro 1. 1: Apresen·tação dos Rasul tados da um Experi manto 

com Dados Longitudinais 

subpopulação 

r 

unidade 
expari mental 

1 

n 
1 

1 

n 
r 

2) Existem falhas de observações.

condições de avaliação 
p 

y 
111 

1n 1 
1 

rn 1 
r 

y 
iip 

1n
1 

p 

y 
rip 

rn p 
r 

Tais falhas podem ser atribuídas a perda casual ou mesmo 

a planejamento. KLEIMBAUM (1973 ) observa que às vezes é 

conveni ante que o experimento seja delineado na .forma 

incompleta, como, por exemplo, no caso em que a pesquisa tem um 

custo fixo. Um exemplo de experimento delineado na .forma 

incompleta á visto em RAO & RAO C1G66) ou Co mesmo) em WOOLSON 

et al i i e 1 978) . 

Mui tas vezas. o número de uni dadas experimental s com 

falhas de observação é tão grande que, se retiradas do estudo. 

comprometerá seriamente os resultados. Por esse motivo métodos 

multivariados para analisar dados incompletos têm sido objeto 
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de ·estudo de mui t.os pesquisadores. Uma revisão da li tarat.ura. 

nesse sentido. encontra-se em LAVANGE (1983). 

o i nt.erasse desta trabalho é analisar dados 

longitudinais at..ravés de curvas de cresciment.o. A análise pode 

ser realizada pelo método proposto por KLEIMBAUM (1973 ) ou 

pel_o modelo de efeitos aleat.órios sugerido em LAIRD & WARE

(1982). Em ambos os casos pode-se exigir uma estrutura de 

covariâncias para os resíduos. 

3) As condi çêíes de aval i açã'.o sã'.o datar mi nadas a par t.i r de

variáveis aleat..órias. 

� o caso mais geral. Provavelmente não haverá repetiçêíes 

das condiçêías da avaliação nos n = E n. individues observados. 
. 

,. 

A análise é realizada at..ravés do modelo de efeit..os �leat.órios e 

exigirá uma est..rut.ura da covariâncias para os resíduos. 

caso não será t..rat.ado aqui. 

Esse 

Vale a pena citar as obser vaçêíes de SI NGER & ANDRADE 

(1986) sobre as vantagens de se realizar a análise através de 

·curvas de cresci ment.o:

a) As compar açêíes podem ser mais sensi veis devi do ao número

reduzido de parâmetros; 

b) Podem-se fazer previsêíes a respeito do comport.ament..o médio

das respostas em condi ç:êíes de aval i açã'.o di st.i nt.as daqual a em 

que o experimento foi planejado; 
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e) e possível adquirir um maior conhecimento sobre o processo

de variação da resposta ao longo das condiç�es de avaliação. 

O obj et.i vo dest.e t.r abal ho é estudar dados l ongi t udi nai s 

i ncompl et.os at.r avés de modelos lineares de curvas de 

crescimento. Tal estudo 

KLEIMBAUM (1973 ). Será 

será uma 

adot.ado 

extensão do trabalho 

um modelo de matriz 

de 

de 

covariãncias. mais especif'icament.e. o modelo auto-regressivo de 

1a. ordem, pois a f'orma de est.imar a matriz de covariâncias 

proposta por Kl ei mbaum é falha quando os dados estão mui tos 

dispersos, isto é, a estimativa da matriz de covariàncias pode 

não ser positiva def'inida. 

No capitulo 2, será apresentada uma revisão da literatura 

sobre análise de dados longitudinais completos com curvas de 

cresci men lo, e incompletos. no sent.i do da linha de KLEI MBAUM 

(1973 ) . 

No capitulo 3, será proposto um modelo utilizado em 

séries temporais, o auto-regressivo de 1a. ordem, ARC1), para a 

est..rut.ura da matriz de covariâncias das variáveis respostas 

definidas nas p condiçê:Ses de avaliação. Est.ima-se a matriz de 

parâmetros do modelo polinomial proposto (Modelo Linear 

Multivariado de Crescimento Generalizado - MLMCG) a sua matriz 

de covariâncias, em experimentos onde há falhas de observação. 

No capitulo 4, serão realizados três estudos: o primeiro, 
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com todos os dados do Apêndice (Quadro A); o segundo. só com as 

dezessete primeiras unidades experimentais; e, finalment.e. o 

terceiro. com todas as unidades exper i ment.ai s, mas eliminadas 

as observações com *· 

est.udos. 

Comparam-se os result.ados dos lrês 

No capítulo 6. será comentada a aplicabilidade da t.eoria 

desenvolvi da no capi t.ul o 3 

alguns trabalhos. 

e será sugeri da a realização de 
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2. REVISÃO DA LITERATIJRA

São apresentados, neste capitulo, alguns métodos 

utilizados para se analisarem dados longitudinais através de 

curvas de crescimento. Um trabalho que pode ser considerado um 

marco nessa área é o de POTIHOFF & ROY C 1964) • pois é uma 

generalização do Modelo Linear Multi variado CMLM) de 

Gauss-Markoff; ou seja. através de transformações convenientes 

no· Modelo Linear Multivariado de Crescimento CMLMC) de Potlhoff 

& Roy. obtém-se o MLM. Desse modo. esta análise apoia -se na 

teoria das se modal o. Trabalhos anteriores resolveram problemas 

mais particulares, dentre os quais serão citados, rapidamente, 

alguns. 

Segundo KOWALSKI & GUIRE (1974), o primeiro estudo de 

crescimento foi realizado pelo Conde de Montbeillard durante os 

anos da 1769 a 1777 e foi publicado por Buffon em um suplemento 

para Histoire Naturelle. WISHART (1938). em um experimento 

realizado com porcos. comparou taxas de crescimento e aumentos 

nessas taxas. rel at.i vas a pesos. através de curvas poli nomi ais 

do 2o. grau. BOX (1960) apresenta diferentes campos de
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aplicaç�es onde aparece o problema de comparar curvas de 

cresci mant.o. RAO Cf958) comparou k grupos de individuas 

substituindo as observações originais pela observação inicial e 

diferenças das observações sucessivas. RAO (1959), utilizando o 

modelo polinomial. analisou dados longit.udinais provenientes de 

apenas um grupo. aplicando métodos de análise multi variada. 

ELSTON & GRIZZLE (1962). considerando, também, apenas um grupo 

da indivíduos, compararam o mát.odo multivariado de RAO (1959) 

com dois métodos univariados: o primeiro, método da análise de 

regressâo, supõe independência entre as observações de um mesmo 

individuo; o segundo, mát.odo do modelo mist.o, supõe um modelo 

de covariância uniforme. Outros est.udiosos t.rabalharam nesse 

assunto, como LEECH & HEALY (1959) e HOEL (1964), mas foram 

?OTIHOFF & ROY (1964) que apresent.aram um modelo que permitiu 

analisar casos bastante gerais de um conjunto de dados 

longitudinais completos. 

N�o se pretende apresentar uma revisão bibliográfica 

complet.a, mas apenas aquela part.e que forma uma base para a 

proposta dest.e t.rabalho. Est.udos de revisão mais complet.os 

.poderão ser vistos em SI NGER C 1977), WCOLSON & LEEPER C 1980) e

SI NGER & ANDRADE C 1986) . 

Em 2.1 se fará uma breve apresentação do MLM. Maiores 

detalhes poderão ser vistos em MORRISON (1976). Em 2.2 



se verá. propriamant.e, a análisa da 

- g -

dados l ongi t..udi nai s 

complat.os at.ravés do MLMC, propost.o por POTIHOFF & ROY C1G64). 

Finalmente, em 2. 3 se apresentará a propost.a de KLEIMBAUM 

(1973) para analisar dados longitudinais incompletos com curvas 

de cresciment.o. 
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2.1. Modelo Linear Multivariado CMLM:> 

o modelo linear mul t..i var i ado que será considerado 

expresso por 

ECY) = X /3 e 2. 1. 1) 

VarCY) = !: 0 

onde 

y y 
111 11p 

. .. . . . . . . .  . . . . . . . . 

y y 
1n 1 1n 

lp :1. 

1 

. .... ...... 

1 

y e nxp) = X C nxr) = 

(K. rxp) = 

r-11 

r-n :i. 
r 

Y é a matriz de observaç�es, 

o 1 

o 1 

X e• a matriz de delineamento entre individuas. 

{3 e� a matriz de parâmetros desconhecidos, 

a 

é 



r e' o número de grupos de tratamentos. 
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n • 
s. 

n 
r 

sâ'.o os números de uni dadas exper i ment.ai s 

dos grupos 1, 

ç 

, r, e tais que E n. = n. 
. 

.. 

p e• o número de condiçeies de avaliaçâ'.o em que cada 

unidade experimental é submetida. 

Será suposto que as linhas de Y sâ'.o distribuidas como 

normais multivariadas. 

O estimador de minimos quadrados Co qual coi ci de 

com o de máxima varossimilhanca da� é expresso por 

(2.1. 2) 

onda C Cc x r) e U Cp x 1..1 ) sâ'.o matrizes selecionadas de tal 
1 

forma a obter as combinaçesas lineares desejadas dos 

parâmetros. 

As hipótesas a sarem• t.est.adas 

Tem-se que 

-1

SC pxp) = Y • [ I - XC X• X) X• J Y 

sâ'.o da for ma H : C(3U=r. 
o 

(2. 1. 3) 



HC U l<U ) =C c�-r) ' ( CC X' X) - 1 C' J -1
( ct}u-r) "' 

i 1 

W (c,U'Z:U, [C(3U-rJ '[CCX'X)-
1
C' J-

1
CC(3U-rD 
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(2. 1. 4) 

e 2. 1. 5) 

onde W representa a distribuiç�o de Wishart e �  a matriz nula 

de ordem u . 

As matrizes E e H são ditas matrizes da quadrados e 

produtos cruzados relativas aos residuos e hipótese, 

respectivamente. 

Sob H , H ~ o 
WCc, u·z:u. q;i). Ainda mais, E e H são 

independentes. Os testes para essa hipótese são realizados com 

estatisticas que são f'unções das raizes caracteristicas não 

nulas (À ,i 

e = 

l.-' 

-1 , À ) da HE . Def'ina-ses 

1 + À 
V 

., V = 1, . . .  ,a; 

s = min Cc. u

fc
- u

1 f 
2 

n
-

r u 
-

2 

(2. 1. 6) 

(2. 1. 7) 

(2.1. 8) 

ca. 1. O) 
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A seguir. serão apresent.ados alguns testes esta ti sli cos 

para a hipótese H :C�U=r. que também se encontram em M0RRIS0N 
o 

(1976) e GODOI C1985). 

a) Teste da união e intersecção de Roy

A hipótese H :  C�U =r é testada através da est.at.islica 
o 

e= max e (2.1.10) 
1 V 

1�V!:S 

cuja dist.ribuição encontra-se tabelada em HECK (1960) ou 

* 

M0RRIS0N (1976). dentre outros, e· cujos parâmetros são s, m e  n .

Ses = 1, então 

m 
3 

+ ·1 

+ 1 1 - e
1 

"" FC 2m + 2, 2m + 2) 
J. 2 

(2.1.11) 

b) Teste da Razão de Verossimilhança Generalizada de Wilks

A est.at.istica de Wilks. estabelecida a part.ir do 

principio da· razão de verossimilhança generalizada, é expressa 

por 



A = IEf = 
s e 

IH + E I· n c1 - e,.? = n c1 + À ) -:tV 
V•Á V•& 

Se s = 1 , ent.ão 

m2 + 1 1 - A
m + 1 A 

Ses = 2, ant.ão 

"" F C 2m + 2 � 2m + 2)
1 2 

-14 -

(2. 1. 12) 

(2. 1. 13) 

2m + 2 
2 

2m + 3 
j, 

1 - A 1/Z 

A1,,,-2 F' [ 4m + 6 , 4( m + 1 ) ] C 2. 1 . 1 4) 
1 2 

Para outros casos, mas quando o tamanho da amostra é 

grand0, utiliza-se a aproximação de Bartlett: 

- [n - r - � Cu - e + 1))ln A
2 1 

e) Teste de Lawley-Hotelling

x_2 Cc. u)1 (2. 1. 15) 

A est.at.ist.ica da Lawley-Hot.elling é expressa por 

LH = t.r<HE-1) = E À V

A aproximaç�o F para esta estatistica é 

(2. 1. 16) 



2Csm + 1) 
2 

------.LH 

s
2

C2m +s+l)
:l 

d) Teste de Pillai

� F CsC2m +s+1),2Csm +1)) 
1 2 

Seja PI a estatistica de Pillai, tal que 

PI = tr HCH + E)-
1 

-· � $
V 

V= 1

A aproximação F para a estatistica de Pillai é

- 15 -

(2.1. 1 7) 

(2. 1. 18) 

2m
2 

+ s + 1 
PI 

2m + s + 1 s - PI 
1 

"' FCsC2m +s+1),sC2m +s+1)J (2.1.19) 
1 2 

As hipóteses. na forma H :  C�U =�. que geralmente se testam 
o 

s�o as seguintes: 



i) Paralelismo dos perfis das r subpopulaç�es:

CC<r-ux r) = 

U (px <p-1>) =

1 

1 

1 

1 

-1

-1

o

o 

o 

1 

-1

o 

-1

o 

o 

o 

1 

. . . . . . . . . . . 

o o 

o o 

o 

o 

-1

o 

........... 

-1

ii) Coincidência dos perfis das r subpopulaçBes

-16 -

Se o paralelismo for aceit-o, as matrizes C e U para o 

teste de coincidência são as seguintes: 

CC <r-1}xr) = 

1 

1 

1 

-1

o

o 

o 

-1

o 

o 

o 

-1

UCpx1) = 

1 

1 

1 

Se se deseja testar a coincidência diretamente. sem 



testar o paralelismo, então U = I
p 

iii) Paralelismo dos per�is ao eixo das abscissas

CC1xr) = [1 1 1 

1 o o 

-1 1 o 

UC px<p-j,>) = o -1 1 

. . . . .. . . . . . . . . .  

o o o 

o o o 

. . . 

1 J 

o 

o 

o 

. . " ... 

1 

-1

- 17 -



- 18 -

2.2. Modelo Linear Multivariado de Crescimento CMLMC) 

Proposto por POTTHOFF & ROY C1G64), o MLMC é uma 

generalização do MLM. � expresso por 

ECY) = X{G 

VarCY) = � ® I 
n 

onde X e Y são os mesmos do modelo (2.1.1). 

(2.2.1) 

G é a matriz de delineamenlo dentro de individues. 

ç é a matriz d8 parâmetros ,tais que 

GCqxp) =

�e rxq) = 

1 

l 
1 

t.q-1 

1 

�01 

�02 

{Or 

. . . 

1 

t 
2 

q-1
t. ...

� 11 

�12 
. . . . . . . 

� 1 r 
. . .

1 

t. 
p 

tq-1
p 

q-1. 1
� q-1 2 

.. . . . . . . . .

� 
q-i r

POTTHOFF & ROY (1964) apresent.am várias si tuaçêíes onde 

este modal o pode ser apl i e ado. Par a est.i mar 1; • consideram a 

transformação 
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C2. 2. 2) 

onde 6. é qualquar matriz simétrica e positiva dafinida ou não 

-i 

singular lal que G.t. G • lenha posto compl elo.

I 

Obtem-se, então, o seguinte MLM:

C2. 2. 3) 

r, 

Aplicando-se a teoria desenvolvida no item anterior, 

determina-se o estimador de minimos quadrados Co qual coincide 

com o estimador de máxima verossimilhança), expresso por 

"

� = CX'X)-:1X'Y*= CX'X)-:1X'Y.6.-J.G'CG6.-:1G')-:1 C2. 2. 4) 

O estimador de� será sempre não viciado para qualquer 6., 

observadas as restriçí:Ses citadas. No entanto, POTIHOFF & ROY 

C 1964) demonstraram que A = !: constitui a escolha ótima. no 

sentido de obter a menor VarCJ;). Nesse caso, tem-se o BLUE 

C .. Best Linear Unbiased Es:t.imator") de e, segundo LEE C1G74). 

Como essa escolha e' impraticável CL e• sempre desconhecida), 
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?OTTHOFF & ROY (1964) propí:íem ut.ilizar uma estimativa de !: 

baseada em informaçí:íes anterioras. RAO (1965 e 1966) most.ra 

que o est.i mador de POTTHOFF & ROY C 1964) não aprovei ta as 

informações contidas nas p-q variáveis desprezadas e propí:íe o 

est.imador de minimos quadrados com ajust.e por covariâncias. 

Também, ut.ilizando o modelo condicional, KHATRI (1966) obt.ava o 

est.imador de máxima verossimilhança de�. igual ao de POTTHOFF 

& ROY (1964), com � =  S. GRIZZLE & ALLEN C1969) mostram que os 

estimadores obt.idos pela forma propost.a por RAO (1965) com 

todas as e ovar i á veis, por KHA TRI C 1966) e por POTIHOFF & ROY

(1964), com �=S, são idênticos. Esse est.imador pode ser 

determinado da saguint.a forma (veja GRIZZLE & ALLEN, 1969): 

considerem-se, o, modelo C2. 2.1)e as mat.rizes G (pxq) e G Cpx<p-q>) 
1 2 

tais que rCG) = q, r(G) = p -:- q , GG = I a GG =4' Cqx(p-q)). 
1 2 1 q 2 

Est.as condiçeías 

como sendo uma 

s�o sat.i sf'ei t.as tomando-se
-1 

G =G'CGG') e 

-1 
base do espaço coluna de I-G'CGG') G. Se 

G 
2 

as 

condiçeíes de avaliação forem equi-espaçadas, lema-se, em geral, 

G como sando a matriz da polinómios ortogonais. 

onda 

P6s-mul t.i plicando-se EC Y) = X{ G por C G : G J , obtém-se: 
1 2 

ECY 

Var(Y 

r (pxp)
1 

y J = X C� 
a 

y ) :; !: 
2 1 

= 

[
G' !:G 

1 1 

G'LG 
1 

3 
,., 

G' I:G ] 
1 2 

G'LG 
2 2 

(2.2.6) 



é a ma�riz de covariâncias da qualquer 

Y Cnxq) = YG 
1 1 

Y C nx<p-q>) = YG 
a a 

ECY ) = X� , 
1 

ECY ) = q;, 
a 
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l i nha de C Y : Y J ,
1 2 

Conseqüenlement.e, veja, por exemplo. ANDERSON, (1958: p.29), o 

modelo linear multivariado condicional de Y dado Y e' 

expresso por 

ist.o é, 

Dai• 

onde 

EC Y /Y ) = · D y 
1 2 

Var C Y /Y ) = Z @ I . 
1 2 2 n 

D e n X <r+p-q>) = ( X 

'Y ( (r+p-q) X q) 

Z = G'ZG 
2 1 1 

y 3 
2 

1 2 

(2. 2. 7) 

ca. a. s) 
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Por KHATRI (1966. lema 1. p.76). tem-se: 

(2. 2. 9) 

Substituindo (2.2.9) em C2.2.8), obtém-se: 

(2.2.10) 

O estimador de núnimos quadrados Co qual coincide com o 

estimador de máxima verossimilhança) de y será expresso por 

= CD' D)-
1

D' Y 
� 

<2.2.11) 

Dai. ç é obtido considerando-se r primeiras linhas de y . 

A express�o algébrica de< é dada por 

= ca. 2. 12) 

A obtenção dessa expressão pode ser vista em SI NGER 

(1977, p.36), com detalhes. GRIZZLE & ALLEN (1969) determinaram 
;,, 

VarC<), expressa por 

Var(ç) ·c2. 2. 13)

cujo estimador é 
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BAKSALARY et alii C1978) mostraram que a classe de 

estimadores PR CPot.t.hoff &: Roy) e de estimadores R CRao) 

coincidam. Comentam que a escolha da um método ou de out.ro 

depende da conveniência. Em suas opiniees, o método de Rao deve 

ser escolhido sempre que não existir informaçees a respeito de 

�-

RAO (1965) most.rou que nem sempre o est.imador de ç com 

aj ust.e por e ovar i ãnci a Conde ut.i li za t..odas as variáveis de Y 
2 

como cavar i á veis) é o melhor , no sent.i do de obter a menor 

variância. Propôs um est.imador que utilizasse um subconjunto de 

variáveis de Y , aquele que tem correlação com o conj unt.o de 
2 

variáveis principais CY ) . 
:l 

Para escolher as covaríáveis que comporão o modelo, 

MORRISON (1975) descreve um test.e múl t.i plo para ... ª .. 

coeficientes de correlação, ut.ilizando a desigualdade de 

Bonferroni e a transformação de Fisher. 

estabelecidas como 

As hipóteses são 

pkk '= O cont.ra



Rejeita-se H . se 
ºkk' 

onde 

1 r k k , 1 > tanh
Yn - a 
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r 
kk'

e' a correlação estimada entre a k-ésima

variável principal e a k'-ésima covariável, 

e• 
C( 

lal que PCZ>z) = � , Z ~ N C0,1), 

a e' o número de correlações e 

tanh x =
X 

8 - 8 
-x

X -X 

e + e

Aquelas variáveis para as quais se rejeitou H deverão sero 

consideradas como covariáveis. 

Segundo RAO (1967), o estimador de não é 

necessariamente o melhor quando, para a sua determinação, 

utiliza-se a matriz S· 
. 

o :=sli mador pode ser melhorado com o

conhecimento da estrutura da matriz �- A escolha das variáveis 

auxiliares 

e 1 977 , p. 42) . 

depende desta estrutura. Veja também SINGER 

GRIZZLE & ALLEN c1gsg) mostraram como t.estar hipóteses a 

raspei t.o de funções lineares dos element.os de {. O primeiro 

t.est.e que deve ser realizado é o do ajuste do modelo (2.2.1). 

Fazendo a trans�ormação [Y ! Y J = YCG ! G J. obtém-se: 
• a • a



E CY; Y J = X C� �] 
t 2 
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onda � = �  (matriz nula), sa o modelo acima for adequado. 

Esse testa é realizado considerando-se ahipótese H:ECY) 
O 2 

= X{GG = �no modelo (2.2.1) ou, aquivalentemanta, H :  C� U = 
2 o • 

ef, no modelo com çG, e = I Crxr) 

C px<p-q>) • Tem-se 

E = G'SG "' WCn-r,G'�G ,ef,) 
A 2 2 2 2 

W C r • G • �G , G' l; X • X l; G ) 
2 2 2 * * 2 

e u = G
2 

(2. 2.15) 

(2.2.16) 

Sob H , H "' W Cr, G'�G
2 a' 

e independente da E . 
Á 

Portanto, qualquer das estatis�icas citadas em 2.2 servirá para 

testar H :ECY) = tj,. Agora os parâmetros serão 
o 2 

s = mi n e r • p-q) 

m = 

t. 

m = 
2 

1 r -< p-q) 1-1

n-r-C p-q) -1
2 

A estatística de Wilks tornar-se-à 

(2. 2. 17) 

(2. 2. 18) 

(2. 2.1Q) 



-( n-r-
1 

C p-q-r +1) J l nA 
2 
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2 

X CrCp-q)J (2.2.20) 

Se o modalo C2.2.1) á adequado. podam-sa laslar hipótesas 

da forma H : 
o 

c�u = r. Considerando-se o modelo condicional

C2.2.7). a hipótese acima é equivalente a

H : CC 

Dai. lem-se 

E = U • Y • C I - DC D• D) -
1 

D• J. Y U = . U • S U 
1 1 1 1 

� W CCn-r)-Cp-q),U•� U,�J 
1 

· (2. 2. 21)

.... .... 

H : CC�U-r)·ccRc•)-
1

CC�U-r) ~ 

1 

onde 

(2. 2. 22) 

(2.2.23) 

. -1 

é o menor principal de ordem r de co•o) .Veja a determinaç�o 

da R em KHATRIC1966). 

Sob H ,  H
1 

� W Cc, u•� U, �) e independe de E .Então a
O 1 1 

hipótesa H :C{U = r poda ser lestada através da alguma das 
o 
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es�atis�icas citadas no item 2.2. Os parâmetros serão: 

s = mi n C e , u ) ; C 2. 2.. 24) 
t. 

fc- ui 1 - 1 
m =1 2 

m =2· 

n - r - Cp - q) - u - 1 
1 

A estatística de Wilks tornar-se-á 

-( n-r-C p-q) -
1 C u -c +1 ) J l nA2 1 

2 

X Ccu )1 

(2. 2. 25) 

<2. 2. 26) 

(2. 2. 27) 

No caso de se utilizar um subconjunto de covariáveis de

seja Y ,  deve-se considerar D = CX a y J e dai 

determinar ç como sendo as r primeiras linhas de y. Tem-se que 

Dai 

" 
y = C D• D ) -1.D • Y 

1 1 1 1 

A 

(· = ex · X) -1
x • Y e G 1

n-r-1.
Var(l;) = < n-r)-v -t, (n-r)- v 

(2. 2. 28) 

C2. 2. 29) 

cx•x)-
1 

c2.2.3o) 

onde v é o número de covariáveis C= no. de colunas de Y ).a 
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As hipóteses da forma H : C{U = r são testadas 

considerando-se 

E = U' Y ' C I - D< D • D) - 1 D• J Y U
2 i i 

(2. 2. 31) 

(2. 2. 32) 

onde R é o menor principal de CD'D)-1.. diferente. port.ant.o, 

daquele da expressão (2. 2. 23). Os parâmetros s e m são os 
i 

mesmos de (2.2.24) e (2.2.25) e m = (n - r - v - u - 1)/2. 
2 i 

Se nenhuma variáavel de Y for ut.ilizada como covariável, 
2 

aplica-se a técnica da POTI"HOFF & ROY CiQ64), com � = I. Nessa 

caso. de C2.2.4) e C2.2.5), t.em-se: 

,.,.. 

( = cx•x)-
1X'Y<i'CGG')-i.

VarCe) = 

n - r 

Para os 

det.ar mi na -se 

t.est.es 

E = u·0·s0 ua 1. 1 

de hipót.asas 

.,.. .,.. 

H = cc�u - r). e CC X. X)-i.C, J -1CC{U-r)
� 

(2.2.33) 

(2. 2. 34) 

da f'orma 

C2. 2. 35) 

ca. 2. 36) 
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Os pa.ràmetros s e m sâ'.o os mesmos de C2. 2. 24) e C2. 2. 26) 
! 

e m = Cn - r - u - 1)./2.
2 ! 

GRIZZLE & ALLEN (1969) apresentam uma est.ralégía para se 

analisarem dados longi t.udinais completos através de programas 

de modelos lineares mult.ivariados. Esta est.rat.égia �oi adolada 

por ANDRADE & SINGER C1988) na elaboraçã'.o do aplicativo "Uso do 

SOC na análise de curvas de crescimento" implementado no 

sistema computacional "Software Cientifico" CSOC). 
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2. 3. Modelo Linear Multi variado de Cresci ment.o Generalizado 

CMLMCG) 

Sob a denominação de dados 1 ongi t.udi nai s i ncompl et.os 

considera-se aquele conjunt.o am qua o vet..or-raspost.a da algumas 

Na realização da análise de dados dessa nat..uraza, os n 

indivíduos observados em um ast.udo longit..udinal sarão part..idos 

em g subconjunt.os disjuntos CS ,S ,
� 2 

,S ) de t.al forma que 
g 

os individuas de um mesmo subconjunto sejam observados nas 

cóndiçêS'óõls da avaliação. D-.:>ssa :forma, 

compost..o de n
l,,l 

individues Cn + 
j, 

n + 
2 

observados nas p
u 

condições de avaliação. 

. . .  + 

o grupo

n = 
g 

n) •

S sará. 
l,,l 

lodos 

Para a·análise desses 9ados, KLEIMBAUM (1973) propôs o 

modelo linear mult..ivariado de crescimento generalizado CMLMCG) 

quG> <;1 uma g<ã>naralização daquel,;;i propost..o por POTIHOFF & ROY 

(1964), o qual permit.e a representação de um conjunto de dados 

com observações perdidas. � expresso por 

onde 

ECY) = X� G A 
l,,l l,,l l,,l 

Var C Y ) = A' !: A ® I 
u u u n 

(2. 3.1) 

Y Cn x p) é a u-ésima mat.riz de observações relativa ao 
u u l,,l 

padrão u de observações perdidas, 
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X Cn x r) é a u-ésima matriz da planejamento entre 
... ... 

individues. 

e Cr x q) e G Cq x p) são as mesmas matrizes definidas no 

modelo C2. 2.1). 

A Cp x p) é a u-ésima matriz de incidência. 
u. u. 

Além disso, supê!íe-se que as linhas da 

Cu=1, ... ,g) são distribuldas como multinormais. 

matriz 

A �im de se tornarem mais claras estas definiçê!íes, 

considere -se o exper i ment..o cuja estrutura dos dados está 

apresentada no Quadro 2.3.1. 

Quadro 2. 3. 1: Represent.açâ'.o dos resul t.ados de um exper i ment..o 

com dados longitudinais incompleto. 

grupos de condi çê!íes de avaliação 

tratamentos indi v1duos 1 3 4 5 ô 

1 y 'f 
U1 112 115 

1 2 y y 
j.,2,2 �.aa 

3 y y 
1a1 1a2 1.35 

4 y y y y 
i.41 142 143 144 

1 y 
2i2 2i3 

2 y y 
221 222 225 

2 3 y y y 
231 292 233 234 

4 y y y 
24i 242 243 244 

5 y y y 
2 !51 252 253 2!54 
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As mat.r i zas ral at.i vas a est.e conj unt.o são apresant.adas no· 

Quadro 2. 3. 2. 

Quadro 2.3.2: Matrizes Y ,X e A ,  u = i, 2 • s. relat.ivas aos 
u 

u 

1 

--

2 

--

3 

-

y y 
.t .. .t 

y y 
231 

y y 
2,t.i 

y y 
25.t 

y y 
.t .t .t 

y y 
i s i 

y y 
22 .t 

y y 
i22 

y y 
212 

u u 

dados do quadro anlerior. 

y X
U· 

y y 1 o 
.t,t.2 ;t,t.S .t ,t.4 

y y o 1
232 233 234 

y y o 1
242 24-8 244 

y y o 1
252 253 25,t. 

y 1 o 
.t .t 2 .t .t IS 

y 1 o 
i32 ;i. s !5 

y o 1
222 225 

1 o 
123 

o 1
213 

\..1 

1 o o 

o 1 o 

o o 1 o 

o o o 

o o o o 

1 o 

o 1 

o o o 
. 

o o o 

o o 1

o 

1 

o 1

o o 

o o 

As mat.rizes Y ,Y e Y foram formadas segundo o padrão de 
.t 2 a 

observações perdidas. A matriz Y não tem observações relalivas 
1 
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à 5a. condição de avaliaç�o. Y não tem observaçees relativas à2 

3a. e 4a. condi çê5es de aval i ação e Y não t.em observaçeíes 3 

relat.ivas a 1a .• 4a. a 6a. condiçê5es de avaliação. 

As mat.r i zes X X e X possuem duas colunas por quea 

axist.em dois t.ratament.os. O 1 da 1a. coluna indica que a 

unidade experiment.al· correspondent.e se submeteu ao lralament.o 

1, e o 1 da 2a. coluna, a.o t.rat.ament.o 2. 

As mat.rizes A , A e A são indicadoras de presença ou 
1 2 a 

ausência de observaçees nas condiçeíes de avaliação. A 6a. linha 

de A é nula então não exi st.e observação na 6a. condi çâ'.o de 
1 

avaliação do subconjunto 1, et.c ...

Se, por exemplo, se deseja ajust.ar uma curva do 1o. 

grau, t.er -se-â 

�u] 
� 12 

e 1 

3 

1 
4 

1 
6 � ] 

KLEIMBAUM (1973. ) lranst'ormou o modelo C2. 3. 1) em um 

·modelo da regressão linear uni variado,

mat.riz Y e< por colunas. Obteva-seu 

ECy) = Fp 

onde 

Y CN x 1) = ( y'
1 

y' 
g 

] ' .• 

desenvolvendo cada 

(2. 3. 2) 



y Cn p x 1) é o vetor obtido das colunas de Y · 
u u u u• 

F e N )( qr) = ( F • 
1 

F' 
9 

F Cn p x qr) = A• G' ® X u u u u u 

J •• 
• 

1P C qr x 1) é o vetor obli do das colunas de e;; 

g 
N = E 

u::::1 
n p 

V. '-' 

O modQlo C2. 3. 2) 8 cons�i�uido d8 modGlos da �orma 
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EC y ) = F ,p (2. 3. 3) 
u u 

VarC y ) = A' í:. A @ I 
u u u n 

Portanto. C2.3.2) torna-se 

y1 
A'G' ®

1 1 

E = . . . . . . . . rp -+ ECy) 
. . . . . . . . 

yg 
A'G' @ 

OCNxN) = VarCy) = 

9 

A'í:.A ® I 
1 1 n 

= F ,p 

A' 'E.A 
g g 

® I 
n

g 

(2.3.4 
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Dai. o es.timador de máxima verossimilhança de tp será 

expresso por 

e. dasanvolvando-sa:

(2. 3. 8) 

Como geralment.e L é desconhecida, KLEIMBAUM (1973) propôe 

a utilização da um estimador consistente z. o que implicará em 

um estimador BAN C "Best. Asympt.ot.ically Normal") de tp. Para 

amostras de tamanho grande. esse est.i mador possui a.s mesmas 

estimador de sua variância é expresso por: 

A 

Vare p) = e F • ô-1 Ff1 

Isto é: 

Var(p) 
9 "' 

= ( I: GA ( A • LA ) -i A• G • @ X • X ] -i 
Y. Y. Y. Y. Y. Y. 

Y. =t.

onde L é um estimador consistente de L. 

(2.3.6) 

Um estimador consistente de L = CCO'klc)) é obtido por
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O' = 

1 • ( I B e B • B ) -
1 
B • ) X e 2 3 7)

kk' n - e B ) xk k • 
-

k k , k k , k k , k k • k , k • • 

onde 

kk' r kk' 

()1) é o número de unidades exper i men t..ai s observadas

em ambas as condiçBes de avaliação Ck e k'), 

xkk'Cnkk ,x 1) é o vet..or observado na k-ésima condição de

aval i ação nas unidades experimentais onde a 

k'-ésima condição de avaliação é observada, 

x C n x 1) é o vet.or observado na k • -ésima condição de
Jc-k k".Jc 

avaliação nas unidades experiment..ais onde a. 

k-ésima condição de avaliação é observada.

Bkk'Cnkk'x r) é a matriz da delineament..o correspondent..e às

nkk' uni dadas exper i ment..ai s.

KLEIMBAUM (1973) prop8e um raf'inamento para 

est..ima.dor de �- Por C2.3.S) e C2.3.7) determina ,p. Dai, calcula 

os residuos, que f'ornecerão um novo�. e assim por diante. 

O �eG�e da hipót..ese H : C � U = ?  ou, Gquiva.lGnt..emGnt..e, 
o 

H : L ' ,p = </>. onde L ' 
o 

= U'@ e. é realizado com base na 

est.atist.ica de Wald (1943) - uma f'orma quadrática qua utiliza o 

�st.imador BAN CBest Asympl.ot.ically Normal") de ,p e um est..imador 

consist.ent..e de�. ou seja: 

= C L • p) • C VarC L • p) J - �C L • p) 
9· 

= ( L ' p) ' [ L ' ( E GA ( A• f A ) - i A • G' � X • X ) - i L J - 1 
( L • �) 

u u u u u u 

(2. 3. 8) 
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Esta estatistica é assintoticamente distribuída como 

2 
x Ccu ) . 

:1. 

Alternativamente, KLEI MBAUM C 1973) apresenta um teste 

onde se ul.iliza o modelo ajust.ado por covariància, como vist.o 

em 2.3 para dados completos. A estatistica da Wald, se aplicada 

a dados completos, produzirá a estatistica de Lawley-Holelling. 
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3. DESENVOLVIMENTO TEóRICO: MODELO LINEAR MULTIVARIACO DE

CRESCIMENTO GENERALIZAOO CMLMCG) COM A RESTRIÇÃO ARC1J

A análise de dados longiludinais incomplelos, quase 

sempre. exige a eslimaliva da malriz de covariàncias Z. 

relativa ao vet.or de observações. 

A est.i mati va da mat.r i z L propost.a por KLEI MBAUM C 1973). 

não é necessariament.e posi t.i va defini da. Um método par a 

resolver est.e problema é o do "ali sament.o", propost.o por 

Schwc;;rt.man 8. Allen 1

, cit.a.do por WOOLSON & LEEPER C1Q80). que 

consi st.e em enconlrar uma matriz serrµ -posi li va def'i ni da rnai s 

próxima da í: est.imada. A desvanlagem desse procedimento está 

com o d-1sconhgcimento da dí st.r i buí ção da 

est.at.i sli ca de Wal d em pequenas amoslr as, quando se uli li za 

essa estimativa der. 

•scHWERTMAN, N.C. & ALLEN. D.M. Toe Smoot.hing of an indefinile

ma.t..rix with ª-P-Plications to growth curve analysis with 

missing observalions. Dept.. Slatist. Tech. Reporl. N. 56, 

Univgr�ity of Kgntuchy, 1073. 
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Uma out.ra propost.a. t.rabalhada por LAVANGE C1Q83) no GIM 

C "General I ncompl et.e Model s ") • é a de adot.ar modelos t.eór i cos 

para a est.rut.ura de !: . 
, 

mais especif'icament.e, supor que os 

rgsiduos são corrglacionados segundo o modelo ARC1). O que sa 

pretende aqui. com a adoção deste modelo, é est.i mar os 

parimetros e realizar testes de hipóteses lineares da f'orma 

C� U=<f,. no MLMCG. 

Como já f'oi dito no capit.ulo 1, o caso mais geral de 

dados; l ongi l,udi n-.i s, não n.;;;icli>ssa.r i amant.e o mais f'reqüant...e, é 

aquele em que as condiçt:ses de avaliação são determinadas a 

partir de variáveis aleatórias. As condiçees de avaliação, 

covar i ânci as para cada i ndi vi duo. Porém, o caso que será 

trat.ado neste trabalho, é aquele onde há perda de algumas 

obs.,;;;irv-.çêS,;;;is; g os. d-.dos. pod.;;;im s.,;;;ir agrupados con:formg o padrão 

def'inido por essas f'alhas. Nessas condiçees, em 3.1. será 

determinada a estrutura da matriz de covariâncias supondo que 

os. r.;;;is.iduos. gs;l,gjam aut.ocorr.;;;ilacionados SQgundo o modelo ARC1). 

Em 3. 8, incorporar-se-á ao MLMCG de KLEIMBAUM C1973 ), a 

rest.rição ARCl), o que implicará no estudo do modelo admit.indo 

a estrutura de covariâncias det.er mi nada em 3.1. Serão 

determinados um estimador consistente de � e um estimador BAN 

C"Best Asympt.ot.ically Normal'') de l;. E então, em 3. 3, será 

e 1; u = q,. 
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3. 1. Est.r ut. ur a d.a. Mat.riz de Ccvariâncias da Residucs 

Autocorrelacionados 

Em um ccnj unt.c de d.ades l ongi t.udi nai s i ncompl al.os, as 

condiç�es de avaliação podem ser represenladas pelo quadro 

Quadro 3.1.: Condiç�es de avaliação para um conjunto de dados 

longiludinais incompletos 

subconjunto 

1 

g 

11 

t.. 
i.u.

onde u = 1 • . . . •  g;

Cada linha Ct. 
Ui 

k = 

condições de avaliação 

1p 
1 

up 
u 

t ) é u-m subconjunto das 
upu 
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p Ct
t 

· · · tt t )  condiç�es de avaliaç�o total. Ent.�o p � p. 
p ... 

par a qual quer u. 

O que se quer é determinar a mat.riz de covariâncias 

relativa a cada subconjunto u, impondo o modelo ARCl) aos 

Seja ó um divisor comum Cde pref'erência o máximo) de 

Divida o intervalo (t .t J 
i p 

em m

sub-intervalos de amplitude ô, de modo que os m+l pontos sejam 

numerados como {1, ...• m+l} e marcados para todos os individues. 

Pode-se pensar em m+l variáveis definidas nestes pontos. ou 

seja. cada ponto representará uma supost.a condiç�o de 

avaliação. Dividindo estas condiçeíes de avaliação por 6. o novo 

conjunto tQrá o divisor comum igual a 1. Nest.e delineamento, o 

novo conjunt.o teria a forma de dados longitudinais completos 

com m+1 condições de avaliação. O modelo empregado para a 

Y=X�G + E .onde E é a matriz de residuos. 

Suponha-se que os resíduos de cada individuo estejam 

relacionados por uma função auto-regressiva de primeira ordem. 

isto é, considere-se uma linha qualquer de E, representada por 



com 

e 
T 

e = constanle; 
o 

T = 1, 

-1 � p � 1.

+ s
T 

, m+l 

Considere-se, também, que e 
T 
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(3.1.1) 

e 

I I DNC O , o-
2

) 

Por substiluiçôes sucessivas em (3.1.1), obtém-se: 

e 
T = E P 

v=o 

V 
s 

T-V
e 3. 1. 2) 

Porl.ant..o, 

Cov(e 
T • e h) 

= 

T-

ECa ) = O, 
T 

Var 

ECe 
T 

Ce ) 

. e ) 
T-h

= 

1 p 

o h
(3. 1. 3) p 

1 p 

Observe-se que p é a correlaç�o ent...re duas variáveis 

respostas de:finidas em duas condiçc5es de avaliação sucessivas 

separadas pela distância 1. 

A covariância entre dois resíduos relativos às condições 
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de avallação originais. t.,uk e t..uk' Ct.,uk > t.,uk') é expressa por 

covC e k , e k ) = 
u u , 

2 
o 

---:2 
1 - p 

t, -t,uk uk' 
(3. 1. 4) 

Para o conjunto onde existem observaçôes em todas as 

condiçôes de avaliação Ct 
1 

expressa por 

onde 

VCpxp) = 
1 

2 

p 

1 

t 
2 

p 

t., 
p ? 

t, 
1 

t., 
:1. 

t, ). a matriz de covariâncias é 
p 

t, 
2 

1 

t.. 
p ? 

t, 
1 

- t,
2 

p 

(3. 1. 5) 

t, - t, 
p 1 

t.. 
p p 

t.. 
2 

1 

l 

Considerando-se o subconjunto u, de uma maneira geral, 

por C3.1.4). t.em-se: 



onde 

V C p xp ) 
u u l:

u 

1 
t, - t,

u2 ui 

u2 
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e 3. 1. 6) 

l -l
UP Ui 

p . u 

1 

óet.er- m.i. nar-am-se, a.l gebr i camenle, as malrizes V_,.u A lal 

que A' A = V-1 e A-1
u u u u 

cujas rormas são descrilas a seguir: 

y-'- = 

ondQ 

1 

1 

V 
k k 

= 

[1 

Cl -

2, 
(( V ))p � 

kk
"' 

p 

1 
:a e t.. -t.,

u2 

1 

zC l 
up 

1 

2( t, ,_ 
p U;;. 

Ui 

t. 
up - 1 

u 

2( t. 
p uk 

t. '
uk 

t, - t,
p uk' ulc 

e 3. 1. 7) 

se k = k' = 1 ; 

se k = k' 

se k = k' =2 .... ,p-1; 
u 

se lc·= Jc+j, e

k = j, • • • •  ,p -j, 
1.1 



t - t p uk uk' 
2( t., - t., ) • 1 - p uk uk' 

O. em oul.ros casos.
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se 1c = k'+ 1 e

Jc•= 1, ... . 

A matriz V-1 é simétrica e definida positiva. Então.
-1 existe A tal que A' A = V • sendo

u u u u 

onde 

/1 2( ( - t J p uk ulc' 

À = 
Ide' 

t, uk 
- t

Àk:k 
p uJc'.

O. em out.ros casos.

A inversa de A é expressa poru 

= l 2 CCw ))Vi. - p kk' 

(3.1. 8) 

sa k = k·= 1; 

se k = k' = 2, •.• ,p u

se k = 2 ••.• ,P u

(3.1. 9) 



1 ' 

l l 
p uk- u:i , 

2( l -l 
- p uk uk' 

l -l
p u.k uk· 

2C l -t.. ) 
- p uk· u.k'-1 , 

O , se k· > k . 
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se k = k·= 1; 

se k-=2, ... ,p e k•: 1; 
u 

se k = k· = 2, .... p 
u 

k·= 2 .. , . ,p - 1; 
u
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3.2. Estimação dos parâmetros 

Considere-se o modelo (2. 3.1) a estrutura de 

covariâncias para � determinada em C3.1.6). Na forma C2. 3. 4), 
1..1 

este modelo torna-se: 

ECy) = F ,p , 

onde O =

VarCy) 

V® I 
1 n 

2 
= a O !> 

V@ I 
9 n 

g 

g V g a m..l-riz dgfinida em C3.1.6). 
u 

(3. 2. 1) 

Se p é  conhecido,então C2.3.5)resultanoBLUE de ,p. No 

gnl,anl-o, gm quase l-odos os casos de aplicaç�o. o pesquisador

.não conhece p, e este deve ser estimado a partir da amostra. Se 

em seu lugar · for usado um estimador consislenle, enlão o 

g,;;il-i=dor dg r> s.;gr.!1. chamado BAN C"Best., Asympl-ol-ically Normal") 

e t.em as mesmas propriedades que o BUJE. par a amostras de 

tamanho grande, ou seja. consistência, eficiência e 

normalidade. Testes de hipóteses arespeitodefunçeeslineares da 

,p poder�o ser realizados desde que se utilize um estimador BAN 

de ,p e um estimador consistente de p.
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A suposição de que os resíduos. de cada individuo. eslão 

relacionados conf'orme o modelo ARC1), torna a estimação da 

malriz de covariâncias mais simples, já que envolve apenas dois 

parâmetros: p e o. 

Os Cã>st..imadores de máxima verossimilhança de ,p, 
2 

o e P• 

serão oblidos considerando-se a f'unção de verossimilhança 

N/2 1 2 l 1 / 2 - 1 1 - 1 
L = <C2rr) o O } exp<-i'o'2 Cy - F ,p)' O Cy - F ,p)}

onde N = E n p . Mas, 
u u 

a expressão para ln L será 

ln L = C - � ln o2 

2 

, com n 

onde C = ln C2rr)-N/Z
é constante. Ou ainda, 

ln L = e - � ln o2 
- � ln I O 1 -

2 · 2 

n 
u 

Então, 

_!.z L Cy -CA'G'0 X )rp] 'CV-1.0I )Cy -CA'G'®X )rp) (3. 2. 2) 
20 u u u u n u u u 

u=1 u 

Derivando-se C3. 2. 2) em relação a rp e igualando-se' o re 

sultado· ao vetor nulo. obt.ém-se 

A g 1 1 9 . 1 
'P = <E GA V- A'G' 0 X'X )- E CGA V- © X')y 

u u u u u u u u u 
u=i u=i 

(3. 2. 3) 



Var_C� 
g 

= < E GA v- 1. A. G. 1.1 1.1 1.1 
e X' X > - 1o-2

1.1 1.1 
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(3. 2. 4) 

Es�es resultados, como era da sa esperar, coincidem com 

aquelas ob�idos por mínimos quadrados generalizados em (2.3.6), 

considerada a restrição ARC1) para os resíduos. 

,,..., � rácil ver que ,p G um estimador não viciado da ,p, pois

ECp) 

g 9 

= <E GA v-1A'G' * X'X )-:1. E CGA V-1$ X')CA'G' * X ),p
u u u u u u u u u u 1.1=:1. u=:t. 

= 'P 

A derivada. da função (3. 2. 2), em relação a.o parãmetro 

2 · · 2 -e, igualada a zero, fornecerá o as�imador da e ,  ou seja:

.....a 1. 

O' =-----
N-qr-1.

9 
E (y -(A'G'0X )q;,J ·cv -:1.0 I )Cy -CA'G•0x )p) 

u u u u n u 1.1 1.1 

Na real i da de 

u 
(3.2.6) 

o quociente deste estimador é N e não

N-qr-1. Tal correção foi realizada com o objetivo de tornar �

um estimador não viciado da c2
• 
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Para efeito de cálculo á conveniente que (3.2.5) 

apresentada na forma 

1 g 
= s-qr-t E

1..1=1 

n 
u

-1 E e·. V e . 
. 1..1 J 1..1 YJ
J = 1 

onde e' 8 a j-éisima linha da mat.riz de erros E .
uj u 

Para a est.imação de p serão utilizadas apenas 

seja 

as 

observaçê5es consecutivas separadas pela mesma dist.ància d nas 

condições de avaliação. Est.a restrição deva ser considerada 

devido ao fato de as derivadas dos elementos de V- 1 com relaçãou 

a p Cvaja (3.1. 7)) saram de dificil obtenção. 

Considere-se o novo conjunt.o de observações e a função 

(3.2.2) redefinida adequadament.e para este conjunt.o, ou seja: 

* N 2 1 
1 ,,....* 1.ln L = e - - ln o - - ln u 

2 2 

1 g • • •-1 • *
-2 E Cy -ECy )) 'CV 0 I *)Cy -ECy ))
20' u u u n u u 

1..1=1 1..1 

C3. 2. 7) 

.onde os elementos sobrepostos com • indicam os mesmos elementos 

ant.eriores, mas considerando-se o novo conjunt.o de dados. 

A função (3.2.7) pode ser escrita como 



n• 

ln L* = e - -
2 

ln 2 
CI 1°*1 

1 
ln- -

9 1..1 

1 

E E - -2 a 

onda 

Ent.ão 

pois 

20' 
\..1 = 1 J =.1 

* 
a 

UJ 
é a j-ésima linha da mat.riz de 0rros E .

'-1 

= 

1°
"'

1 = 

= 

1v•1 = 

v
"" 

1 

1v:

® I 
n• 

1 

@ I 
n* j1 

* 

1v:1
n

1 

*

2 n [ 1 /( 1-p ) ] 1 

* 

Cl 2 -n
- p) 

1 /( 1 - p2) 

v* @ I
g n• 

g 

1v• 
<81 I n* 1g 

g 

* 

1v*j n9 
g 

2 n [ 1 /( 1-p ) ] g

para t.odo u = 1, . . . .g. 
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*' 
v*-1 * 

1..1 j '-1 uj 

(3. 2. 8) 

(3. 2. 9) 

(3. 2.10) 

Subst.ituindo-sa (3.2.10) am (3.2.8), obtém-se: 

• • 

ln 
• N ln 2 r, (1 p2) L = e - - O' + - ln -

2 

n* 
1.1 

•• 1. 
v-1 • 

- --a E E a
20' uj 1.1 uj 

u=1 j =1 
(3.2.11) 
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Derivando-se (3. 2. 11) com relação a p e igualando-se o 

resultado a zero. deter mi na -se a seguinte equação de 

..... 

verossimilhança para p: 

Mas, 

*"' 
n P

..-..2 
1-p

8 

iJp' 

..... 

,,•-1c P 
u 

.. .. 

l< p ) 
u u 

Dai, (3.2.12) torna-se: 

= 

""ª ..-..2 
(r r p r p 

1 2 1 

onde 

n* P* 
g y y 

= E E E e 
ujk

1.1=1 j = 1 k: = 2 

ri* P* 
g u u 

* 
= 

o 
-1

o 

o 
o 

+ 

= 

e E E E e
ujk-1 

j=1 1<=2 u= 1 1 

-1 o o o
2p -1 o o 

-1 2p -1 o 
. . . . . . . . .

o o 

o o 

•..... 2) ..... 
n o  p +

p•-1 
g y 

E E e 

u=1 k=:z 

g 

= E Yjk 
u=i 

o 
o 

r 
2 

•• 

1.11< 
a 

P* 
u 

E 
1<=2 

{I • � 

= o 

• 

1.11< 

•• 
e 

2p 
-1

uk-1 
a 

• 

(3. 2. 12) 

o 
o 

o 

-1

o

(3. 2.13) 

(3. 2. 14) 

• 

ui< 
e 3. 2. 15) 

o subconjunto de condiçeíes de avaliação deve ser 

escolhido de tal forma a aproveitar o maior ·número possível de 

obsarvaçêíes. Como d é a distância entra estas condiçêíes de 

avaliação. então o estimador que se obtém da resolução da 



Ad equação C 3. 2. 13 ) será p .
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As est.i mati vas dos par ãmet r os serão det.er mi nadas 

simultaneamente. O procedimento é supor, em uma primeira etapa, 

que os residuos são totalmente independentes. Isso signi.fica 

que cada ·V 
u = I , ou Sla>ja, 

pu 
estimar os parãmla>tros pelo m8todo 

dos minimos quadrados ordinários. Dessa .forma, deter mi na -se 

"'2 por (3.2.3) e o por (3.2.5). Com estas resultados, calcula-se 

o valor ...... de p resolvendo a equação (3.2.13), onda se considera 

• 

cada e . como sendo vetor de residuos observados. Retorna-se à
UJ 

equação (3.2.3) para determinar um novo valor de A 
,P, 

considerando -se o valor de encontrado anteriormente. 

Deter mi na -se um novo e dai, um novo p. Este processo

iterativo deve ser realizado até se obter uma estimativa de p 

com erro pré-.fixado. Por exemplo, suponha-s,a> que se .fixe este 

erro em 10-"'. Então o processo de estimação cessará quando 

A 1 < 1◊-4'pi-'J. 
ou seja. o valor absol ut.o da di .ferença da duas 

úl t.imas iterações for menor do que Com o valor de 

•ri n&l, d ... t. ... rmi na-SQ p ( 0(..1 l;) Q "d2. 

Embora declare que necessit.a ser demonst.rado, KLEIMBAUM 

(1973 ), baseado em estudo de simulação realizado por Kmanta & 

1 Gilbert para estimadoras de regress�es aparentemente não 

J. 

KMENTA, J. & GILBERT, R.F. Small sample properties of eslima-
tor of saemingly unrelated regrassions. L Amar. Statisl. 
Assoe., 62: 1180-1200, 1067. 
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correlacionadas. conclui qua o procediment.o de est.imar 

parãmat..ros da rorma it.arat.iva como a descrit.a acima apresent.a 

vant.agens no que diz respeit.o a uma maior aproximação do 

paràmet..ro populacional, 

amost.ras pequenas. 

principalment..e quando se trat..a de 

Os est.i ma dor as de máxima ver os si mil hança são, em geral , 

consist..ent.as. Se p a 'êr �ão ast..imadores consist..entes de p e 
2 

O' ' 
"' "' 

antão � = êf2 V será um estimador consist.ent.a de Z = o-2 
V

'-' \J, \J, \J, 

(veja prova em LAVANGE,1Q83,p. 28). Dai. ç sará um estimador BAN 

de {. Est.a rat..o possibilit.a a construção de intervalos de 

confiança e a realização de t..est..es de hipót.eses sobre runções 

lineares dos element.os de{, através da est..at..ist..ica de Wald. 
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3.3. Testes de Hipóteses 

Como no modalo completo (capitulo 2), axista intarassa em 

testar a hipótese H: C�U=�. Equivalentemente, esta hipótese é 
o 

apresentada na forma H: L•p = �. onde L'Ccu x qr) = u• @ C e ,p 
o 1 

Cqr x 1) é o vetor composto pelas colunas de {. A estatist.ica 

de Wald é uma forma quadrática construida de um estimador BAN 

de L',p e um estimador const;stant.a de L. Sob a hipótese H. é 
o 

distribuida, assintoticamente, como uma variável quiquadrado 

central. Da.í, se 
..... ..... 

L = 'd
2 V é um estimador consistente de � e, 

conseqUent.ament.e, L'? é um estimador BAN de p, antão a 

estat.íst.ica de Wald será expressa por 

onda 

9 ..... 

= L'CE CG A V- 1A' G' 
\J \J u 

u=l 

..-..2 
O' 

(3.3.1) 

(3.3.2) 

Na.s hipótesas sobre o paralelismo e a coincidência das 

curvas, as matrizes C e U são as mesmas do caso completo. A de 

coincidência será ilustrada no capitulo 4. 

Um test.e para o ajustament.o de uma função polinomial é 

mencionado em WOOLSON et aliiC1978). � semelhante àquele visto 

em 2.2 para dados completos. Considere-se o modelo C2.3.1) na 

forma 
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ECY ) = (3. 3.·3) 

onde ç • = < G. Desenvolvendo-se a mat.riz Cn x p ) por 
1.1 1.1 

colunas obt.ém-se o vet.or y Cn p x 1) e o modelo C3.3.3) será 
u u u 

'='xpresso por 

VarCy ) 
u

= A'
u

V A 2 
o 

u 
@ I

n 

onde p* é o vetor compost.o das colunas de ç*.

(3. 3. 4) 

Pelo procediment.o idênt.ico àquele de (2.3.2) a (2.3.4). 

obt.ém-se: 

onde F* 

'da.do por 

p* 

ECy) = F * ,p* (3. 3. 5) 

[
A' V A @ I 

l 
t t n 

VarCy) 
t 

= o 

A V A @ I 
9 

= CA @ X• •• . . A @  x· J •• Da1, um estimador BAN de p* 1 1 g g 

g ..... g 

<E C A V1 A• @ x· X 
)) t E <A ç,

t 
@ x· )y = 

u u u u u u u u u 
1.1:t u=t 

9 ..... g ..... 

=<E rcA v- 1
@ X')CA' @ x )J>- 1E <A v- 1

@ x•>y C3.3.6) 
1.1 1.1 1.1 1.1 1.1 1.1 1.1 1.1 1.1 



......

e um est.imador consist.ent.e de VarC,p*) á expresso por

9 ...... 
= <E CA v-

1A•
u u u

e x· x )>-
1 

u u 

g ..... 

=<E CCA V-
1@ X')CA' @ X )J)-i

\.l \.l \.l u u 
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(3. 3.7) 

A hi pót.ese que se quer t.est.ar C aj ust.ament.o) é expressa 

por 

onde L' 

H 
o 

e � * u = <t> . ou 

e Cp-q)r X rp) = G' 
2 

@ I 

L' 'P = <1>*

A ast.at.ist.ica de Wald será 

..... 
"'* "'* -1 ...... 2 

= e L • ,p ) • e Vare L' ,p ) J e L • ,p ) "' x C Cp-q)r J (3. 3.8) 
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4. APLICAÇOOS

Com a f'inalidade principal da il ust..rar a t..eoria 

desenvolvida no capitulo 3. considerou-se parte do conjunto de 

dados obt..i do por BANDEIRA C 1 QSQ). O exper imanto consistiu em 

observar medidas ant..ropomét..ricas (peso, comprimento e perimetro 

cef'ál i co) em crianças de baixo peso, nasci das no Hospi t.al das 

Clinicas da Faculdada de Medici'na de Ribeir�o Pret..o. Para as 

aplicaçaes apresentadas neste capit.ulo considerou-se a variável 

comprimento rela ti va a 57 crianças·. nasci das aos 280 d1 as de

gestaç�o e com peso inf'erior a 2.500g. nas idades de 2,3.4.5 e

6 meses. As crianças f'oram divididas em 2 grupos: f'eminino.(1) 

e masculino (2), com 2Q e 28 crianças. respect..i vament..e. Os 

dados const..am no Apêndice (Quadro A). 

Nast..e capit.ulo sar�o aplicadas as teorias dos capitules 2 

e 3 aos dados de SOUZA C1Q8Q). Um delineamant..o incompleto f'oi 

ascolhido ao acaso con:f'orme o Quadro A do Apêndice. onde se 

excluem as obser vaçaes com •. As obser vaçaes al ceadas nesse 

d!;'lineament..o correspondem a 77¾ do t..ot..al. Realizam-se t..rês 

análises de curvas de cresciment..o: em 4.1. com t..odas as 
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unidades experimentais C incluindo-se as unidades com •) ; em 

4. 2. com as dezesset.e unidades experiment.ais que permaneceram

completas no delineamento incompleto Cist.o é. excluindo-se as 

unidades com •) e, em 4. 3, com todas as unidades experimentais 

do delineamento incompleto (excluindo-se só as observações com 

•). Comparações sobre os resultados das três análises são 

realizadas em 4. 4. 

Para as análises estat.ist.icas dos três casos. utilizou-se 

o sistema computacional soe CSof't.....,are Ci ent.1 f' i co). mais 

especif'icamente, as subrotinas MLM, MLMC e CM. 
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4.1. Análise do MLMC com Todas as Unidades Experimentais 

Relativamente aos dados do Quadro A, é apresentado 

abaixo. um resumo das estat.ist.icas descritivas. 

Quadro 4.1.1: Resumo das Est.at.1st.icas Descritivas da Variável 

Comprimento de Crianças (BANDEIRA. 1G8G). 

SEXO 
tempo no. obs. média erro padrão min. max. 

2 2g 62.6562 0,2446 4G,O 65,0 
29 55,9483 0,2536 52,5 58,5 

FEMININO 4 2g 68,2241 0,2913 63,5 61,0 
20 60,4828 0,2714 66,6 63,0 
29 62.1552 0,2590 58,5 66,0 
28 62,G286 0,3743 48,o 56,0 

28 66,:3036 0,3604 62,0 68,5 

MASCULINO 4 28 58,9571 0,3883 54,0 62,0 
5 28 61,4464 0,3884 57,5 65.5 

28 63,6803 0,3818 50,S 66,5 

O Gráf'ico a seguir representa· os perí'is de médias do 

comprimento de crianças no periodo de 2 a 6 meses. 
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6 :neses 

Gráfico 4. 1 . 1 : Perfis de Médias do Compr i rnent.o de Crianças ao 

Longo do Tempo. 
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O Gráf'ico 4.1.1 sugere que se devam ajust.ar polinómios 

de, no máximo. segundo grau, aos perfis médios de respost.as. 

Considerando-se C2.2.1), ist.o é, ECY)=X{G, tem-se: 

Y Cs7xs). a mat.riz de escores formada pelas 5 últ..imas 

colunas do Quadro A;

X Cs7x2), a mat..riz de delineamento relativa à primeira 

coluna do Quadro A. isto é: 

X =

l;C 2xa) 

1 O 

1 O 

O 1 

O 1 

= [ 

-- [ 2
� G e �hc!5) 

.... 

2Q linhas 

28 linhas 

1 1 1 
3 4 6 
g 16 26 -� ]36 

A matriz de covariâncias estimada (L) relat..iva a cada 

individuo é expressa por 

z = n - r 

onde, de C2.1. 3). S = Y ' ( ! - X ( X ' X) -ix ' J 'f • 
•



n = 57 crianças e 

r = 2 sexos 
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A matriz abaixo expressa � Cparte superior) e as 

correlações enlre as variáveis definidas nas condições de 

avaliaç�o Cparte inferior): 

2.7438 2.3062 
0,837Q 2,7608 
0,6906 0.83QQ 
0,5669 0,6962 
0,5002 0,7016 

o aj ust..amanto do 

H : C{ U=</). onde: 
o *

C = I 
2 

= G = 

-1

-4
o

-2 -4
1

2,0619 
2,6156 
3,2488 
0,8697 
0,8149 

modelo é 

1, 6358 1,4178] 
2,0124 1,QQ48 
2,7309 2,6136 
3.0347 2,6720 
0,8627 [ 2,9287 

testado pala hipótese 

considerando o modelo ECY) = X�*.

De C2.2.16) a C2.2.19), calcularam-se E .  H .  m e m .  De 
• Á Á A 2 

C2. i .10). ca.1. 14). ca. 1. 17) 

estatisticas do Quadro 4.1.2. 

e C2.1.1Q) calcularam-se as 
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Quadro 4.1.2: Resultados das Estat1slicas Usadas no Teste de 
Aj ust.amento. 

Parâmetros: s = 3. m = o. m = 18,6 

Est.at.1 sti ca 

Roy 

Wilks 

Lawley-Hot.t.eling 

Pillai 

Por tanto. não 

1 2 

Result.ado da 
Est.alí sll ca 

0,1106 

1. 6664

1. 6722

1,6376

se rejeita 

polinomial do segundo grau. 

o 

Di st.r i bui ção N1vel 
da Eslat1 sti ca Descritivo 

Heck > o.os

FC4, 108) 0,1660 

FC4, 106) 0, 1610 

FC 4,110) 0,16QO 

ajuste de uma função 

Na tentativa de ajuste de uma funç�o de lo. grau, 

Wi l ks, Lawl ey-Hot. t.el i ng e Pi 11 ai f'or am t.odos menores do que 

10-
4

. Portanto, será adotada a runção do 2o. grau para explicar 

a variável comprimento de crianças nas idades de 2 a 6 meses. 

A escolha das variáveis auxi 1 i ares Ccovariáveis) 

realizada considerando.se. a mat.r i :z de cor rel açc:Sés entre 

é 

as 

variáveis do espaço de estima.ç�o CY =YG) e o espaço de erros 
1 1 

CY =YG), ou seja: 
2 2 



1 
0,0899

-o. 3191 

0,0277
0, 1786

G = 

o.osgg

1 
-0.2811

-o, 1704
0,0600

1 -2
1 -1

1 o

1 1 

1 2 

y y 
1 2

-o. 3191
-0,2811

1 

0, 1048
-0,2686

2 

-1

-2
-1 

2

0,0277
-0, 1704

0,1048

1 
0,0203

º· 1786
0,0500

-0,2686

0,0203 
1 
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O teste múltiplo consiste em calcular lanh Cz/,tn-3), onde 

zé tal que PCZ > z) = cV2a. Para a= 0,06 e a= 6 correlações, 

z = 2. 6380. Dai, t..anh z/i/n-a = O, 3443. Como nenhuma das 

correlações entre as variáveis de Y e as de Y é maior do que 
. � 2 

0,3443, ent�o o modelo considerado será sem covariável. 

O modal o adotado será o de POTIBOFF & ROY C 1964) . Por 

C2.2.33) e (2.2.34) obtiveram-se as seguintes estimativas: 

A 

[ 
45,2207 4,2165 -0,2328 

] l; = 

45,4307 4, 1486 -ó, 1877 

..... A 

=
[ 

0,6408 0,3160 0,0356 
]OPC1;) 0,6521 0,3216 0,0362 

A coincidência das 2 curvas é t..est..ada considerando-�a 

hipótese H: C l; U = �. onde 
o 
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De C2.2.35) a C2.2. 36) obtiveram-se. rspactivamente, E e 
3 

H .  Os parâmetros ser�o 
3 

s = mi n e c � u ) = mi n e 1 • 3) = 1 • 
1. 

jc -

u 1. I
- 1

m = = 0,5 
2 

n - r - u -

25.5 m = 
2 

De C2.1.10). C2.1.14), C2.1.17) e (2.1.19) calcularam-se 

as estatisticas do Quadro 4.1. 3. 

Quadro 4.1.3:Resultados do Teste de Coincidências das 2 Polino
miais (57 crianças, MLMC) 

Parâmetros: s = 1, m = 
1 

0,5 e 

Est..at..i st..i ca. Resultado da 
Est.ati st.i ca 

Roy 4,7217 

Wilks 4,7217 

Lawley-Holleling 4, 1923 

Pillai 4,7217 

m = 25,5 
2 

Di s.tr i bui ção 
da. Esta.-Li st.i ca. 

F' (3, 53) 

F' e 3, 53) 

F' e 3. 53) 

F (3, 53) 

N1vel 
[)Qscr i t.i vo 

0,0054 

0,0064 

0,0098 

0,0054 

Portanto, rejeita-se a hipótese de coincidência das 

duas curvas. ou seja, exista o ef'eito de sexo na variável 

comprimento de crianças nas idades de 2 a 6 meses. 
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4.2. Análise do MLMC com Parla das Unidades Experimentais 

Como já foi dito anteriormente, após o estabelecimento do 

delineamento incompleto. dezessete crianças continuaram com 

observações completas. Neste item será realizada a análisa do 

MLMC considerando-�apenas est..as crianças, cujas observações 

correspondam às dezassete primeiras linhas do Quadro A do 

Apêndice. 

como 

A matriz estimada dos 

44,6667 
47,4250 

4,3008
3,3196

parâmetros foi 

-0,2341]-o, 1071 

..... 
e a estimativa da matriz dos desvios padr�o de�.

DPC�) = [ 
1, 1976 
1,2702 

0,6457 
0,6849 

0,0705
]0,0748 

calculada 

A coi nci dênci a das 2 curvas foi lestada consi der and� as 

mesmas matrizas da hipótese da análise anterior. Os resultados 

s�o apresentados a seguir. 
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Quadro 4.2.1: Result.ados do Test.e da Coincid�ncias das 2 Polino
miais CMLMC, 17 crianças) 

Par-âmet...ros: s = 1 • m = 0,6 e m = 5,6 

st.i ca .l.S ri u.i.çao ve 
da Est.a li st.i ca Descritivo 

Roy 2.7477 F e 3, 13) 0,0850 

Wilks 2.7477 F' (3, 13) 0,0850 

Lawley-Hot.t.eling 2.7477 F (3, 13) 0,0860 

Pi 11 ai 2,7477 F e 3, 13) 0,0850 

Os resultados desta análise não permitem fazer dist.inção 

dos dois grupos (feminino e masculino). Um novo modelo deverá 

ser ajust.ado incorporando a nova informação. Est.e modelo será: 

ECY) = X{G 

onde Y e G são as mesmas matrizes do modelo ant.erior. 

XC1?x1) é o vetor de 1 's e 

ç'(1.x3) = ( { o

As est.imati vas 

{ J 
2 

das 

respect.ivament.e, expressas por 

"" ti\ 

DPC{) = C 0,0112 

3,8391 

0,4711 

matrizes e DPC{) 

-0.1744 J

0,0521] 

são. 
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4. 3. Análisa do MLMCG com a Rest.riç�o A.RC1), no Delineament..o 

Incompleto 

Agr upa.ndo-� os dados de BANDEIRA C1Q8Q), conforme o 

delineamento incompleto citado. obtém-se o Quadro A. sem as 

observaçê5es com * .  

De maneira análoga a 4.1 e 4.2. propõe-se que o 

comprimento das crianças na faixa de 2 a 6 meses seja explicado 

por polinomiais do 2o. grau, ou seja: 

ECY ) = X � G A 
u u 

onde Y é a matriz definida pelo u-ésimo padr�o de observações 
u 

perdidas. u = 1, . .. . . 9. Por exemplo • Y ( S.? X 5) é a 
s. 

matriz de observaçê5es relat.iva ao grupo 1 do Quadro A 

do Apêndice; Y (5 x 4) é a matriz relativa ao grupo 2, 
2 

onde se desprezam as observações com •• etc ... 

X é a matriz de delineamento relativa a Y · ?or exemplo, 
u u. 
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1 o 

[
1 

ri 
9 linhas 

= 1 o X = 

2 
o 

etc ... 

o 1
8 linhas 

o 

o 1 

ç e G são as mesmas matrizes das análises anteriores; 

A é a matriz de incidência relativa a Y . Por- exemplo. 
u u 

A = I 
j_ 5 [ I ] A - 4 

2 
0 0 0 0 

� etc ... 

Supondo que os residuos são aulocorrelacionados segundo o 

modelo ARC1), con.forme visto no capitulo 3,estimaram-se os 

pa.râmQt..ros. <, o e p. tJli li za.ndo-se C 3. 2. 3) Q C 3. 2. 5), com 

calculou-se, em um primeiro passo. 
"' 

p e ou �) e depois 

"'2 

o . Com estes valores e considerando-se apenas as observaçBes

consecut..i vas separadas pela distância 1, calculou-se p por 

(3.2.13). Retornando a (3.2.3) e (3.3.6), com V calculado de 

e 3. 1. 6). deter mi noCJ-se um novo p,(. oCJ ç) 
A2 

a um novo o Esse 

processo .foi realizado até obter uma dif'arença menor do que 

10-
3 

am duas estimativas consecutivas da p. Encontrou-se 

DPC�) 

44.9421 
45,4136 

= [ 
0,8243
0,8708 

4.3903 
4,3250 

-0,2609 
]-0;2220 

0,4114 
0,4302 

0,0494] 
º· 0631 
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A2 
o = º· 9248;

p = 0.8135

A hipótese de ajustamento do modelo e I'ormulada como nas 

U = G 
2 

Esta formulação é equivalente a H : 
o L' p = it,. onde 

* 

L'= G' @ I 
2 2 

...... 
...... 

Determinou-se p* Cou {*) por C3.3.6). VarC p*) por

(3.3.7) e a estatistica de Wald por C3.3.8). Para esla 

* 

obt.eve-se o resultado W = 6,0663. O nivel descritivo relativo a 

est.e valor, 
2 

considerando a distribuição x C4), foi de 0,1943, o 

que implica na não rejeição do modelo. 

Out.ro teste realizado I'oi o da coincidência das 2 curvas. 

As matrizes C e U são as mesmas das análises anteriores Cdo 

test.e de coincidência), ou seja, considera-se a hipótese 

H :C{U=�. ou H :  L'p =� no modelo C3.2.1), 
o o 

U = I e L'= u•0 C. Utilizando-se p Cou e).
3 

onde C = C 1 -1] •

êr e p deter mi nades 

acima., calcula-se VarCL'p) por (3.3.2) e dai. a estatistica de

* 

Wal d W = Q. 9463. por C 3. 3. 1) . Considerando-se a distribuição 

x
2
C3). o nivel descritivo é de 0,0190. Conclui-se que as curvas 

àj us ta das par a os sexos f' emi nl no e mas e ul i no são dl sti n tas . 

Portanto, a est.imat.iva. da matriz dos paràmetros do modelo 

ajustado e respect.i va matriz da desvios padrão são aquelas já 

det.ermi nadas. 
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4.4. Comparação dos Resultados 

A comparação dos resultados de 4.1. 4.2 e 4. 3

imporlanle no sentido de siluar o estimador obtido de 4. 3 com 

relação àqueles de 4.1 e 4.2. Por se basear em uma quantidade 

maior de dados, espera-se que o eslimador de 4.1 seja mais 

preciso. Os rssullados da análise con:firmam esse f'alo. 

Espera-se, também, que o estimador de 4.3 esteja entre o de 4.1 

e o de 4. 2. em termos de precisão, se a suposição adicional 

relativa aos residuos f'or correta. O lrabalho consiste em 

melhorar a precisão do estimador de {. e islo deve ser f'ei t...o 

utilizando-se o máximo de dados disponiveis, ou seja.não se 

desprezando as observações individuais incompletas. O que se 

nota pelo Quadro 4. 4. 1 é que o método proposto melhorou a 

precisão da eslimaliva de 1;, uma vez que a malriz dos desvios 

padrão diminuiu em relação àquela onde se uli li zam apenas os 

17 individuas de observaç�es completas. 
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Quadro 4. 4. 1. Apresent..ação das Esli mali vas dos Desvios Padrão 

dos Parâmetros das Polinomiais de Segundo Grau 

Encontradas nas Três Análises. 

Modelo Feminino Masculino 

MLMC 
0,6408 0,3160 0,0356 O, 6521 0,3216 0,0362 

(57 ind.) 

MLMC 
O,Q112 0,4711 O, 0521 O,Q112 0,4711 0,0521 

(17 ind.) 

MLMCG 
0,8243 o, 4114 0,0494 0,8708 0,4392 O, 0531 

com A.RC1) 

Na mesma disposição do Quadro 4. 4.1, o Quadro 4. 4.2

apresenta as estimativas dos parâmetros. O que se nota é que os 

parãmet.ros estimados na análise 4. 3 estão mais próximos dos 

parâmetros estimados da análise 4.1 do que aqueles da análise 

4. a.

Quadro 4. 4. 2. Apresentação das Estimativas dos ParâmeLros 

das Polinomiais de Segundo Grau enconlradas nas 

Três Análises. 

Modelo F'emi nino Masculino 

MLMC 
45.2207 4,2155 -0,2328 45.4307 4.1485 -0.1877

C45 ind.) 

MLMC 
45,9647 3,83Sii1 -0.1744 45.9647 3,8391 -0.1744

C17 ind.) 

MLMCG 
44,0421 4.3003 -0.2600 45,4136 4,3250 -0.2220

com ARC1) 



- 7'4-

Relativamente a cada sexo. construiram-se os gráficos 

4.1. 2 e 4.1. 3. Observa-se que, em ambos, a curva est.imada no 

MLMCG ast.á mais próxima da estimada no MLMC (57 lndlviduos) do 

que no MLMC C17 individuas). 

64 

cn 

61 

58 

55 

52 

2 3 

-1-i-,-

4 

..... 

MLl!C (29 crianças) 
MLMC ( .9 crianças ) 
MLMCG•A..'9.(l) 

5 6 r.1eses 

Gráfico 4.1.2: Polinómios do 2o. grau ajustados ao comprimento 

da crianças do sexo feminino. 
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; 6 meses 

Gráf'ico 4.1. 3: Polinômios do 2o. grau ajust.ados ao comprimento 

de crianças do sexo masculino. 
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5. CONCLUSõES

Se houver perdas de observações ou se o experiment.o f'or 

planejado com perdas, o mélodo proposto por KLEIMBAUM (1973) é 

indicado para a análise de curvas de crescimento. No enlanlo, 

pode acontecer da mat.riz de covariâncias estimada ser negativa 

def'ini da. Nesse caso. uma solução é aplicar a metodologia 

desenvolvida no capitulo 3. desde que a restrição f'eila aos 

residuos (modelo auto-regressivo de la. ordem) seja observada. 

Essa melodologia pode também ser aplicada em experimentos 

compl elos com mui las condições de avaliação. pois os mét.odos 

lr adicionais C capi t. ul o 2) implicam na est.i mação da ma lr i z de 

covariâ.ncias. a qual envolve pCp+l)/2 parâmetros: É de se supor 

que muitos desses parâmetros serão mal estimados. 

Uma out.ra aplicação da metodologia do capitulo 3 é 

analisar experimentos completos quando o número de individuos é 

menor do que o número de condições de avaliação. Nesse caso, 

pelo procedimento lradi ci onal. a mal.ri z . de covariâncias 

estimada não sará positiva def'inida. 

Testes para auto-correlação existem para uma série longa 
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de·observações, como, por exemplo. o teste de DURBIN & WATSON 

(1950). Para um futuro trabalho sugere-se que seja desenvolvido 

esse teste para o problema em questão, ou seja.quando se tem 

várias sárias curtas. Outra sugestão é varif'icar por 

simulação, o comportamento da estimativa de p da f'orma que f'oi 

proposta no capitulo 3, quanto à sua consistência. 

Atualmente, o autor deste trabalho está desenvolvendo um 

programa computacional para a análise proposta, utilizando o

sistema "Software Cientifico" CSOC). 
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APÊNDICE 

Quadro A: Valoras Observados da Comprimento da 57 Crianças com 

Baixo Peso no Nascimento, no HC da Faculdade de 

sexo 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

1 
1 
1 
2 
2 

1 
1 
1 
1 
2 

2 
2 
2 
2 
2 

Medicina da Ribeirão Preto, US? (Dados da SOUZA.1989) 

1 : Feminino; 2: Masculino 

2 
t.empo após 

3 

52.0 
51.0 
52.0 
53.5 
51.0 
52,0 
54,0 
52.0 
53.0 
56.0 
50,5 
52.0 
54.5 
53,5 
53,0 
54.0 
54.5 

52,0 
55,0 
54,5 
55.5 
54.5 

54,0 
52,0 
53.0 
52.0 
53,0 

52.0* 
54.5* 
53.0* 
48�5* 
53.0* 

55.5 
55,0 
56.5 
56.5 
52,5 
55,0 
58,5 
55.0 
56.5 
57,0 
53,5 
55,0 
57,5 
58,0 
57.0 
58.0 
58,0 

56,5 
57,5 
56,5 
58.0 
57,5 

56.5 
55,5 
55,5 
55,0 
58,0 

55,0 
58.5 
55,5 
52.0 
56,5 

o nasciment.o (meses)

4 

60,0 
56.0 
57,5 
58,0 
53,5 
58,0 
59,5 
59,0 
59,0 
58,5 
56,5 
57,0 
59,0 
60,5 
60,5 
60,0 
58,5 

57,5 
60,0 
58,5 
62,0 
60,0 

59.0* 
59,0* 
56,5* 
58.0* 
ô0.5* 

57.0 
61,0 

59,0 
56.0 
57.5 

5 

63,0 
59,0 
59,0 
61,5 
56,5 
61,0 
61,0 
61,5 
62,0 
60.0 
59,0 
60.0 
62.0 
62,5 
63,5 
62.0 
61,0 

59.0 
62,0 
60,5 
63,5 
61.0 

61,0 
61, O 
59,0 
61,0 
62.5 

59,0 
63.5 
61. O
59,0
59,5

ô 

64,5 
59,5 
62.5 
62.0 
58.5 

62.5 
63,0 
62,0 
62,0 
61,0 
63.5 
64.0 
64,5 
65.0 
ô5.5 
63,0 

62.5* 
63,0• 
62,0• 
65.5* 
62,5* 

62.0 
62.5 
61.5 
64,0 
64,5 

61,0 
66.0 

63,0 

60.5 
61,5 

continua 
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continuação do Quadro A

t,empo após o nasc.i. ment..o C meses) 
sexo 2 3 4 5 6 

1 52,0 55.5* 59,0 60,0 61,5 
1 53.0 56.5* 5G,5 62,5 62.5 
2 51.0 55.0* 59.0 63.5 65.0 
2 51,5 53.5* 56.0 57.5 59.5 
2 55.5 58,5* 61.5 64.0 66.5 

1 53.0 55.5 58.0 59,5* 60.0* 
1 52.0 54.0 58,0 59,5* 60.0* 
2 54.0 58.0 60.5 62.0* 65.0* 
2 49,5 55,0 58,0 60,0* 63�5* 

2 54.5 57,0 59,5 62,5* 64.5* 

1 51.5* 56.0 57,0 60,0 62.5* 
1 53.5* 56,5 59,0 61,5 63.0* 
1 55.0* 58,0 61,0 62,0 65.0* 
2 51,0* 55,0 57,0 61,0 64,0* 
2 54,0* 57,5 61,0 62,0 65,0* 

1 52.0* 56.0* 57,5 61,0 62.0 
2 53,0* 57.0* 61,0 64,0 66,0 
2 49.5* 52.0* 54.0 58,0 60.0 
2 52,0* 55,0* 58,0 61 ,5 62,5 
2 54.5* 58.0* 61,5 65.5 66.0 

1 54.0* 57.0* 58.0 60,0* 62.0 
1 52.0* 54,0* 56.0 58.5* 61.5 
1 54,0* 57.0* 58.5 62,0* 63.0 
1 53.0iit 59.5* 61,0 61,0* 63,0 
1 4G.O* 54,0* 57.0 59.5* 61,5 




